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Capitulo 1

Introduccion

Dado un sistema cuadratico de ecuaciones diferenciales en el plano, delimitado por una
linea recta como frontera, estamos interesados en estudiar los fenémenos de bifurcacién
que surgen en una vecindad de dicha frontera cuando se utilizan las posiciones de sus
puntos de tangencia como pardmetros de bifurcacién. Recientemente en [3] se demostrd
que la colision de dos puntos de tangencia de dos sistemas lineales distintos, con una
recta como variedad de conmutacién, puede generar la aparicién de ciclos limite de
cruce. Por otro lado, para sistemas Filippov (ver [7, 9]), se menciona en [I7] que para
una familia uni-paramétrica en el plano, dos puntos de tangencia cuadratica del mismo
campo vectorial no pueden colisionar si ambos son de la misma naturaleza, es decir,
si ambos son visibles o ambos son invisibles. Analizaremos bajo que condiciones es
posible realizar dicha colisién de puntos de tangencia del mismo tipo, esta vez en un
sistema bi-paramétrico cuadratico con frontera, donde hemos encontrado que de hecho,
estos colisionan de manera genérica, en un equilibrio hiperbdlico. En contraste, cuando
los puntos de tangencia tienen naturaleza distinta, uno visible y uno invisible, hemos
encontrado que el manipular sus posiciones genera la aparicién de las bifurcaciones es-
tacionarias: silla-nodo, transcritica y horquilla. Por iltimo, al considerar la interaccién
y colision entre un punto de tangencia y un equilibrio frontera estaremos generando lo
que se conoce como la bifurcacién Takens-Bogdanov Transcritica, ver [5l 14} [18]).

Es importante mencionar que diferentes autores han estudiado la estabilidad estructu-
ral de sistemas con frontera en el plano, ver [23], [24] y [25]. Todos ellos se enfocaron
en describir bifurcaciones genéricas de campos vectoriales definidos en variedades com-
pactas con frontera, en dos dimensiones. Mds atn, algunos de estos resultados han
sido recientemente utilizados en el estudio de sistemas Filippov, los cuales han cobrado
gran relevancia en los ultimos afios por sus diversas aplicaciones en areas como Inge-
nieria, Teoria de control, Biologfa, Fisica, Quimica, Medicina e incluso Economia (ver
[13, 15} 16}, 19 26]. A diferencia de ellos, nuestro objetivo es generar bifurcaciones utili-
zando la colisién de puntos de tangencia como mecanismo. Nuestro analisis nos permi-
tiré generar tanto las bifurcaciones estacionarias, como la bifurcacion Takens-Bogdanov
transcritica, en una vecindad de la frontera. Asi como los trabajos de Peixoto, Sotoma-
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yor y Teixeira han sido de gran utilidad en el estudio de sistemas Filippov, los resultados
obtenidos en nuestro andlisis en una vecindad de la frontera, nos permitiran generar
nuevos escenarios en los sistemas Filippov, por ejemplo, las bifurcaciones de equilibrios
frontera (ver [0]) para familias dos paramétricas, e incluso bifurcaciones propias de los
sistemas suaves por pedazos (ver [8,[20]), por ejemplo al analizar una singularidad tipo
doblez-cuspide (ver [2), T1])), involucrando bifurcaciones entre ciclos limite, como lo son
la bifurcacién pseudo-Hopf (ver [3]) y la bifurcacién ciclo critico de cruce (CCC), ver
[10].

Comenzaremos con el capitulo de Preliminares, haciendo un anélisis detallado de la bi-
furcacién Takens-Bogdanov transcritica (TBT), la cual es una variacién no-genérica de
la bifurcacion Takens-Bogdanov usual, donde en vez de la bifurcacién silla-nodo, el pun-
to de equilibrio experimenta la bifurcacién transcritica, preservando las bifurcaciones
Hopf y homoclinica. Se determinaran las condiciones que deben cumplirse para que ésta
ocurra, asi como todos los posibles diagramas de bifurcacién que pueden presentarse.
Este analisis sera aplicado posteriormente en la Seccion 4.2 donde para una subfamilia
de sistemas cuadraticos con frontera, provocaremos dicha bifurcacién a partir de un
punto de tangencia y un equilibrio frontera. Ya que nuestro objetivo principal es gene-
rar bifurcaciones utilizando la colisiéon de puntos de tangencia como mecanismo, en el
Capitulo 3, bajo condiciones genéricas, encontraremos una familia dos-paramétrica de
sistemas cuadraticos con frontera con al menos un punto de tangencia. Posteriormente,
encontraremos una forma normal para dicha familia parametrizada. Adicionalmente,
daremos respuesta a la afirmacion de Kuznetsov et al. acerca de la colision de dos pun-
tos de tangencia del mismo tipo enfocada a nuestra familia dos-paramétrica, donde la
colisién se da en un equilibrio hiperbdlico. Finalmente, en el Capitulo 4 estudiaremos
dos subfamilias, una de ellas caracterizada por la existencia de dos puntos de tangencia
de diferente tipo, mientras que la otra familia estard caracterizada por la existencia
de un punto de tangencia y un equilibrio frontera. En este capitulo establecemos los
dos teoremas principales de esta tesis, donde daremos condiciones suficientes para la
existencia de las bifurcaciones estacionarias en la primer familia, mientras que para
la segunda, probaremos la existencia de la bifurcacion Takens-Bogdanov transcritica.
Ambos resultados serdn ilustrados con ejemplos, donde el primero de ellos hace refe-
rencia a un sistema activador-inhibidor con frontera, ver [21] y [22], donde se presentan
las bifurcaciones estacionarias. Cerramos incluyendo un capitulo con las conclusiones
principales de nuestro estudio.

Consideramos que los mecanismos empleados en esta tesis, pueden resultar en herra-
mientas para el futuro desarrollo y estudio de nuevos fenémenos de bifurcacién en sis-
temas suaves por pedazos, o bien, para dar respuesta a ciertos problemas de aplicacién,
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Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo, hacemos un amplio andlisis de la bifurcaciéon Takens-Bogdanov transcriti-
ca (TBT), incluyendo las condiciones que deben cumplirse para que ésta ocurra, asi
como todos los posibles diagramas de bifurcacién que pueden presentarse. Este analisis
serd aplicado posteriormente en la Seccién 4.2 a los sistemas cuadraticos con frontera.

2.1. Bifurcacion Takens-Bogdanov transcritica

La bifurcacién Takens-Bogdanov transcritica (TBT), ver [5], [14], y [18], es una varia-
cién no-genérica de la bifurcacién Takens-Bogdanov usual, donde en vez de la bifur-
cacién silla-nodo, el punto de equilibrio experimenta la bifurcacién transcritica, pre-
servando las bifurcaciones Hopf y homoclinica. A continuacién se muestra un analisis
detallado de esta bifurcacion.

Considere el siguiente sistema en el plano # = f(x), donde
1 = fi(z1,72) = 22
iy = folwr,m2) = Pra1+ Pora + ax] + bryws, (2.1)

donde 1 y B2 son parametros reales y ab # 0 son constantes reales.

Podemos observar directamente, que el sistema tiene dos puntos de equilibrio,
estos son, P; = (0,0) y P, = (—%, 0). De modo que, si 1 = 0 estos dos equilibrios se
colapsan, siendo el origen el inico punto de equilibrio, lo cual implica que la curva de
bifurcacién transcritica en el plano £51-32 es el eje B2, es decir

CTrans = {(ﬁlyﬁ2) | ﬂl = 0} (22)

Busquemos ahora la curva de bifurcaciéon Hopf. Para ello, primero calculamos la matriz
Jacobiana del sistema ([2.1)), ésta es

0 1
Df(wr,z2) = ( 2ax1 + bxra + 1 bxi + P ) ’ (2:3)
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por lo que al evaluarla en cada uno de los puntos P; y P», resulta

bih) = < »5(’)1 512 ) ’ bji#) = ( —051 B2 —1bﬁ1 >

asi, sus correspondientes traza y determinante, son

Tr(Df(P))
|Df(P1)]

% Tr (Df(Py) = 62— -6y
—f1 [Df(P2)| = B, (2.4)

la bifurcacién de Hopf ocurre al presentarse un cambio de estabilidad de un equilibrio
tipo foco, generando la apariciéon de un ciclo limite, es decir, cuando la parte real
de sus valores propios complejos cambia de signo. Dicho de otro modo, el ciclo limite
aparece, o desaparece, cuando la traza de la matriz Jacobiana es cero y su determinante
es positivo, dando como resultado, valores propios complejos puros. Por lo tanto, las
siguientes dos, son las dos curvas de bifurcacién Hopf para P; y P, respectivamente,

CHopf* - {(/81752) ’ p1 <0, B2 = 0} (25)
Cops+ = {(51752) | b1 >0, B2 = 251} : (2.6)

Para calcular el primer coeficiente de Lyapunov, definido en [12] y el cual indica la
estabilidad del ciclo limite, cuando éste existe, es necesario hacer una transformacién
del sistema (2.1)), con cada uno de los equilibrios individualmente, para llevarlo a la

forma
g = (91(%&2) > _ ( 0 —w ) < Y1 )+ < 921(y1,y2) >
92(y1, y2) w 0 Yo 922(y1,92) )’
donde w es la parte imaginaria (positiva) del valor propio imaginario puro, que se

obtiene al estar sobre la curva de bifurcacion Hopf. Para el punto P; con 81 < 0y

B2 = 0, la transformacién anteriormente mencionada se logra mediante el cambio de
T

T
coordenadas y = P~ 'z, donde P = (p; p2) con p; = (—ﬁ, 1) y po = <ﬁ, 1) ,
obteniendo w = /=01 y

V=PBi+b V=PBi—b
av/—Pi + &) %+§1y1w+(a B 51> )

921 (Y1, ¥2) = g22(y1,92) = ( 2 (—p1)° 2 (— )2 Y3
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de donde finalmente podemos calcular el coeficiente de Lyapunov para P;, como

1 1
h = 16 [glylywl +gly1y2y2 +g2y1y1y2 +92y2y2y2] + 16w [91y1y2 (gly1y1 +gly2y2)
T92y,y, (g2y1y1 +g2y2y2) — 91y,4, 92y, 4y + glyzyzg2y2y2]
_ab
CApy

Similarmente, para el punto P, con 1 > 0y fy = gﬂl, tomamos el cambio de coor-

T T
denadas Yy = Pil(x - P2)7 con P = (pl p2)7 P = (_ﬁ11> y p2 = <ﬁ71> , €n

este caso w = /1 y el coeficiente de Lyapunov es nuevamente lo = %. Lo anterior
1

significa que en ambos casos, el ciclo es inestable si ab > 0 o estable si ab < 0.

El sistema (2.1) ademés experimenta la bifurcacién homoclinica, en esta tltima parte
nos dispondremos a encontrar una aproximaciéon a su curva de bifurcaciéon. Con este
propésito en mente, consideremos el siguiente cambio de coordenadas tipo “blowing-

.,

up”:
1 = €u B = a€e’v; t=r1/e

T = ES’U ﬁz = bEQVQ, (27)

para algin € > 0. Como resultado,

N
T odr dtdr @ e lte T &7
dv dv dt 1 1 1
;o - B . o 2
v = > - #a gl‘z; = g(ﬁlfvl—l-ﬁzl‘z—i-a:vl—l—bl‘ll‘g),

por lo que el sistema (2.1 es transformado en

/
u = v

v = au’® 4 aviu + € (buv + bov) . (2.8)

Para encontrar la aproximacién a la curva de bifurcacién homoclinica del sistema ([2.8)),
utilizaremos el Método de Melnikov (ver [12]). Primero, fijaremos nuestra atencién por
un momento, en el siguiente sistema Hamiltoniano,

W o= filu,v) = w
2.
Vo= folu,v) = au®+ avu, (2:9)
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2 3 2
puntos de equilibrio del sistema (2.9) son q1 = (0,0) y ¢2 = (—v1,0) y si denotamos
f = (fi(u,v), fo(u,v))T, su matriz Jacobiana es

1 uS 2
cuyo Hamiltoniano estd dado por la funcién H(u,v) = ~v% —a ( + I/1>. Los

Df(u,v) = < 0 (1) > (2.10)

2au + avq

cuyos determinantes evaluados en ¢ y g2 son |Df(q1)| = —av1 y |Df(g2)| = avy. Por
consiguiente, podemos distinguir entre dos casos distintos de acuerdo con el signo de
avy. Para el caso av; > 0, el cual es equivalente a 81 > 0, el origen ¢; es un punto
silla, mientras que g2 es un centro. La solucién que pasa por el origen, dada por el
Hamiltoniano, es en este caso la curva homoclinica, ésta es

2
v? = au® <3u + 1/1> .

Notemos que sobre el eje horizontal, v = 0, la curva homoclinica corta en los puntos
(0,0) y (—3v1,0), considerando este hecho y utilizando como auxiliar a la funcién
sech(t), la cual tiene al uno como valor maximo y converge a cero para t — 400, una
parametrizacién para la curva homoclinica es y(t) = (v1(t), v2(t)), donde

7n(t) = —gl/l sech?(t)

7(t) = ;\/a»yf’sechQ(t) tanh(t).

La Figura[2.1] muestra la curva homoclinica para el caso av; > 0. Notemos que si v; < 0
el equilibrio g3 se encuentra en el semi-plano derecho, o bien, en el semi-plano izquierdo
para v; > 0.
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\Y%
3 a ng >
)

b)

Figura 2.1: a) a <0, v <0.b) a >0, v; > 0.

Ahora calculamos la Integral de Melnikov, obteniendo como resultado,

o 3
M = / Yo ()% (1(t) + 1) dt = £cwi)’ (Tvy — 611),

finalmente igualamos a cero esta integral para obtener la curva de bifurcaciéon homoclini-
ca del sistema (2.8]). Por consiguiente, la curva de bifurcacién homoclinica del sistema
(2.1) cuando B; > 0, teniendo al origen como punto silla, es

CHomot = {(51,52) | B1 >0, B2 = 2251} : (2.11)

Un analisis similar se sigue para el caso av; < 0, el cual equivale a 51 < 0 y para el
cual, el punto de equilibrio ¢; es ahora el centro y ¢o, el punto silla. En este caso, la
curva homoclinica dada por el Hamiltoniano es,

1
v? = gau?’ + avyu® — gayi)’,

la cual corta al eje v = 0, en los puntos (—v1,0) y (%4,0) y puede se parametrizada

como, y(t) = (11(t),2(t)), donde

() = gw sech?(t) — 11

o) = g v sech?(t) tanh(t),
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obteniendo asi la siguiente integral de Melnikov,

> 3
M= [ 0P (00 + ) dt = Sk (1~ Tn)

dicha integral se anula para 14 — Tve = 0. Por lo tanto, para el sistema ([2.1)), donde el
origen es un foco, la curva de bifurcacién homoclinica es

CHomo- = {(/81752) | B1 <0, B2 = 7baﬁ1} . (2.12)

Todo este andlisis se resume en los siguientes cuatro diagramas de bifurcacién, presen-
tados en las Figuras [2.2

@ P ‘f%%

@& S O
(©X R

b= 2B N\~ 2P
G ACAC

Figura 2.2: Diagrama de bifurcacién y retratos fase del sistema 1) a>0,b<0.
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Figura 2.4: Diagrama de bifurcacién y retratos fase del sistema 1) a<0,b<0.
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Figura 2.5: Diagrama de bifurcacion y retratos fase del sistema 1) a<0,b>0.



Capitulo 3

Sistemas cuadraticos con frontera

En este capitulo analizaremos sistemas diferenciales cuadraticos, en el plano, delimita-
dos por una linea recta como frontera, estamos interesados en estudiar los fenémenos
de bifurcacién que se presentan cuando las posiciones de los puntos de tangencia sobre
la frontera son considerados como los pardmetros de bifurcacién. Recientemente en [3],
se ha probado que la colisién de puntos de tangencia de sistemas diferenciales lineales
por pedazos, con una linea recta como variedad de conmutacién, puede generar ciclos
limites de cruce.

Por otro lado, en [I7] se menciona que para una familia Filippov uno-paramétrica en el
plano, dos puntos de tangencia cuadratica del mismo campo vectorial no pueden coli-
sionar si estos son de la misma naturaleza, es decir, ambos visibles o ambos invisibles.
Para el caso de los sistemas cuadraticos con frontera en el plano, estudiaremos bajo
qué condiciones dos puntos de tangencia cuadratica del mismo tipo pueden colisionar,
mostraremos que de hecho, la colision puede darse de manera genérica en un equilibrio
frontera hiperbdlico.

Con los objetivos planteados previamente, primero, bajo condiciones genéricas, encon-
traremos una familia dos-paramétrica de sistemas diferenciales cuadraticos con al menos
un punto de tangencia, haciendo una clasificacion de los mismos. Asimismo, encontra-
remos una forma normal para esta familia parametrizada y daremos respuesta a lo
planteado en [I7] respecto a la colisién de puntos de tangencia cuadritica del mismo
tipo. Méds aun, dicha forma normal serd utilizada posteriormente en el Capitulo 4, tanto
para generar las bifurcaciones estacionarias: silla-nodo, transcritica y horquilla, a partir
de la colision de puntos de tangencia de doblez de distinto tipo, asi como para generar
la bifurcacién Takens-Bogdanov transcritca, ver [5], [I14] y [18], generada a partir de la
colision de un punto de tangencia de doblez y un equilibrio frontera.

Es importante mencionar que diferentes autores han estudiado la estabilidad estructu-
ral de sistemas con frontera en el plano, ver [23], [24] y [25]. Todos ellos se enfocaron
en describir bifurcaciones genéricas de campos vectoriales definidos en variedades com-

13
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pactas con frontera, en dos dimensiones. Més atn, algunos de estos resultados han sido
recientemente utilizados en el estudio de sistemas Filippov. A diferencia de ellos, nues-
tro objetivo es generar bifurcaciones utilizando la colision de puntos de tangencia como
mecanismo. Asi como los trabajos de Peixoto, Sotomayor y Teixeira han sido de gran
utilidad en el estudio de sistemas Filippov, esperamos que los resultados obtenidos en
nuestro andlisis en una vecindad de la frontera, puedan generar nuevos escenarios en los
sistemas Filippov, por ejemplo, las bifurcaciones de equilibrios frontera para familias
dos paramétricas.

3.1. Puntos de tangencia de un sistema cuadratico con
frontera

Considere el siguiente sistema cuadrético en el plano, delimitado por la recta ¥ = {x €
R? |o(x) =cle—co =0, || =1},

&= f(x) =b+ Az + fa(x), si o(x) >0, (3.1)

donde b € R?, A € R?*2 y fy(x) es un vector en dos dimensiones cuyas componentes
son polinomios homogéneos de grado dos, ver Figura |3.1

f(x)

)

Figura 3.1: Sistema diferencial cuadratico con frontera (3.1)).

Al existir una frontera, resulta interesante analizar el comportamiento de dicho sistema
en una vecindad de la misma. Para ello introducimos las siguientes definiciones.
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Definicion 1.

(i) Un punto q € R? es un punto de equilibrio de st f(q) =0y o(q) >0. El
equilibrio es virtual si o(q) < 0.

(ii) Un punto q € R? es un equilibrio frontera de si f(q) =0y o(q) =0.

Definicién 2. FEl sistema tiene un punto de tangencia en q € ¥ si ¢! f(q) = 0.

(1) El punto de tangencia es un punto de doblez (fold point) o punto de tangencia
cuadrdtica si c"' D f(q)f(q) # 0.

(ii) El punto de tangencia es un punto cuspide (cusp point) o punto de tangencia
cibica si "' Df(q)f(q) =0, y

T ((DF(@)? + £T (@) D*f(q)) f(q) # 0.

Observacion 1. Notemos que un equilibrio frontera es un caso particular de punto de
tangencia.

Definicion 3.

(1) Un punto de tangencia cuadrdtica q es visible para el sistema si
r=c"Df(q)f(q) > 0.
(ii) Un punto de tangencia cuadrdtica q es invisible para el sistema st

r=c"Df(q)f(q) <0.

Dado que nos encontramos estudiando sistemas con frontera, los puntos de tangencia
adquieren gran relevancia. Con el fin de caracterizar aquellos sistemas cuadraticos
con al menos un punto de tangencia, definiremos la siguiente funcién real N : ¥ — R
dada por

2
N (q) = (<" Df(q)v)” — e’ f(g)c” fa(v), (32)
donde v € R? es un vector ortonormal al vector ¢ y ¢! fo(v) # 0.

Proposicién 1. N(q) es una funcion constante.
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Demostracion. Para cada p1,ps € X, existe 8 € R tal que po = p; + Bv. Luego, si
fo(x) = 27 Dz se tiene que Df(x) = A+ 227D . Entonces

N(p2) = N(p1+Bv)
= ("D + Bo)o)” — 4 f(pr + Bu)c” fo(v)
= (cT (A +2(p1 + ﬁv) ) v>2 — 4T (b + A(p1 + Bv) + (p1 + ,BU)TD(m + ﬁv)) chg(v)

= ("Df(pr)v+28¢T f2(0)” = 4 (T F(pr1) + D (pr)vB + T fo(0)8?) T f(v)
- (cTDf )0)* — 4T f(p1)e” fa(v)

Proposicién 2.
(1) Si N(q) <0, el sistema no tiene puntos de tangencia.

(73) Si N(q) = 0, el sistema tiene solo un punto de tangencia: un punto de
tangencia cubica o un equilibrio frontera.

(i4i) St N(q) > 0, el sistema tiene dos puntos de tangencia: dos puntos de tan-
gencia cuadrdtica, dos equilibrios frontera, o un punto de tangencia cuadrdtica y
un equilibrio frontera.

Demostracion. Para cualquier punto x € X, y algun g € X fijo, podemos escribir
T =q+ pv,
para algin real 3, entonces si fa(z) = 27 D,
I f@)]y = b+ Ag+pv)+ fa(q+ o)

= I {b+A(q+,@’v)+(q+ﬁv)TD(q+ﬁv)}

= " f(a) + "D (q)vB + ¢ fov) B
= 0. (3.3)

Observemos que la ecuacién cuadratica (3.3)) tiene por discriminante a la funcién N (q),
es decir, solo existiran soluciones [ de (3.3), y por lo tanto puntos de tangencia, si
N(q) = 0.
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» Si N(gq) =0, entonces el sistema tiene solo un punto de tangencia. Suponga
ahora que ¢ es el punto de tangencia. Claramente si f(q) = 0, entonces ¢ es un
equilibrio frontera. Consideremos ahora f(q) # 0, probaremos que ¢ es un punto
de tangencia cibica. N(q) = ((:TDf(q)v)2 —4cT f(q)cT fo(v) = 0, implica que
c"'Df(q)v = 0, pues ¢ f(q) = 0. Ademés, dado que ¢’ f(q) = 0y f(q) # 0, se
tiene que ¢y f(q) son ortogonales, de modo que existe k1 # 0, tal que f(q) = kv,
ya que ¢ y v también son ortogonales. Entonces

"Df(q)f(q) = kic" Df(q)v = 0.

Luego, como ¢ D f(q)v = 0, existe ko tal que Df(q)v = kgv, por lo tanto,

T(DF@P + T @D @) fla) = ke ((DF@) + k" D*f(a)) v
kic” (Df(a) (Df(q)v) + k1" Do)
= kic! (koaDf(q)v + Ky fo(v))
= kic" (K3v + k1 f2(v))
= kic' fo(v)
= 0.

En consecuencia ¢ es un punto de tangencia cibica.

» Si N(q) > 0, entonces el sistema (3.1)) tiene dos puntos de tangencia: ¢; y go.
Observe que N(g;) > 0, para i = 1,2, implica ¢! Df(g;)v # 0. Suponga que
f(gi) # 0, entonces existe k; # 0, tal que f(g;) = kjv, asi

"D f(q:)f(a:) = kic" D f(gi)v # 0.

Por lo tanto ¢; es un punto de tangencia cuadratica. Si para alguna i = 1,2,
f(gi) = 0 entonces ¢; es un equilibrio frontera.

O

Nuestro objetivo principal es estudiar las bifurcaciones que pueden ocurrir con la in-
teraccién de dos puntos de tangencia y particularmente su colisién. Con este objetivo,
consideraremos las siguientes hipdtesis:

H1) N (¢) > 0.

La hipé6tesis H1) nos permite asegurar que el sistema (3.1)) tiene uno o dos puntos de
tangencia, los cuales escribiremos como ¢; = ¢ + u;v, para i = 1,2 y algin ¢ fijo sobre

Y, asi, de (3.3]) tenemos
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" f(@) + " Df(q)oB + ¢ fo(v) 8% = ¢ fo(v) (B — ) (B — pa), (3.4)
Por lo tanto, N(q) > 0 implica que pj # pe, mientras que para N(q) = 0, se tiene que
H1 = p2.

Como consecuencia de (3.4]) al igualar coeficientes, se desprenden las siguientes propie-
dades:

Propiedades 1.
P1) c"f(q) = " fa(v)pa 2,
P2) "D f(q)v = —c" fa(v)(u1 + p2).

Observaciéon 2. Notemos que p; nos indica la distancia entre el punto de tangencia
gi y el punto fijo q pues |l¢i — gl = [|(q + piv) — qll = il lvll = |l

Esta observacién serd importante mas adelante pues estaremos utilizando estas distan-
cias como pardametros para provocar bifurcaciones en una vecindad de la frontera.

3.2. Forma Normal

Con la finalidad de analizar los sistemas cuadraticos con frontera con al menos un
punto de tangencia de una manera més sencilla, en esta seccién encontraremos una
forma normal para la familia de sistemas que satisfacen H1). Esta forma normal
es tal que transforma la frontera X en el eje vertical y; = 0 y el punto fijo ¢ € ¥ en
el origen, ademéds nos permite ubicar a los puntos de tangencia de forma simple, asi
como identificar de qué tipo son (ver Figura|3.2). Dicha forma normal se establece en
la siguiente proposicion:

Proposicién 3. Suponga que el sistema satisface H1). Entonces, para cualquier
punto fijo q € 3, el cambio de coordenadas

L

donde T' = < o7 ), y las propiedades P1) — P2), transforman en la familia
dos-paramétrica § = G(y, i), con p = (p1,pi2) y

o= g1y Y21, p2) = diz(y2 — ) (Y2 — p2) + aniyr + duys + 2di2yaye,
Y2 = G2(y1,y2) = ba+ asyr + azys + d21y? + 2daoy1ys + dasy3,
(3.6)
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para y1 > 0, donde

by =v"f(q), a1 =c"Df(q)ec, ao1 = v Df(q)e, aze = v  Df(q)v,
n=c fole), dip= %CT (" D*f(q)v),  diz =" fa(v), dar = v" fo(c),
03 = vl fo(v), dag = %UT ("' D?*f(q)v).

Demostracion. Para cualquier x € ¥ y un punto fijo ¢ € X el cambio de coordenadas
transforma 3 en el eje y; = 0, esto debido a que si escribimos x = ¢ 4 Sv, entonces

y:r(g;—q)zr((q+6v)—q)=<§ >(6v)=<g§2):<g)'

Para o(z) > 0, tenemos y = I'(x — ¢), lo cual implica que z = I'"'y + ¢ y § = I'z.
Notemos ademas que I' ( ) I, estoes T =TT pues

@)= (o Jen=(at al)= (5 1)

Luego, si fo(x) = 27 Dz, se sigue que

folz) = fo(ITy+q)
= (FTy+q)TD(FTy+q)

= fa(q) +2¢" DIy +y" (TDIT) y, (3.7)
en consecuencia, de (3.1) y (3.7) obtenemos
. _ T
:B|FTy+q - f(F Y+ Q)

= b+A(FTy+q) + f2 (FTy+q)
f@+Df(@I"y+y" (IDIT)y, (3.8)
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Por lo tanto,

y = I'ilpr

y+q
= T (f(q) + Df()T"y +y" (TDIT)y)
! fa(c) sc (" D2 f(q)v
" f(a) + "D f(a) (¢ v)y+y" < LT (D () (ch2<v> " ) ’
- h(e) b7 (TD2f(q)
vl f(q) +vTDf(q) (c v)y+yT ( 17 (CT52f(q)v) ’ (vaz(v) ) )y
'f(q) + " Df(q)eyr + D (@)vyz + T fa(e)yd + T (" D2 f(q)v) y1y2
+cT fa(v)ys
vl f(q) + v Df(q)eyr + v Df(q)vy2 + o7 fa(c)yi + o7 (" D? f(q)v) yryo
+oT fo(v)y3
(3.9)

Haciendo uso de las propiedades P1) y P2) podemos reescribir el sistema (3.9) como
se muestra en (3.6)). O

Todo el anilisis realizado en las siguientes secciones se hard partiendo de la forma
normal (3.6]), para la cual estaremos considerando a p1 y po como pardmetros de bi-
furcacién, ya que estos determinan las posiciones de los puntos de tangencia.

—» €1

y=F(X'q) <> T2=(O'|J~2)

N

¢0 g(y)

£~

) T1:(0;U1)

y1=0

Figura 3.2: Transformacién del sistema 1) bajo el cambio de coordenadas
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3.2.1. Clasificacién de puntos de tangencia cuadratica bajo la forma normal

Dada la importancia de los puntos de tangencia en nuestro anélisis, es prudente hacer
una clasificaciéon de los mismos para nuestro caso de estudio, para ello observemos lo
siguiente:

Observacién 3. Bajo el cambio de coordenadas , los puntos de tangencia q; del
sistema son transformados en los puntos T; = (0, u;)T, i = 1,2, para el sistema

(@), puesto que
T
T;=T(q—q) =T((q+pmv) —q = ( T >u¢v,

ver Figura[3.9

Para conocer la naturaleza de un punto de tangencia cuadratica dada por la Definicién
es necesario calcular, para cada punto de tangencia, el valor de » = ¢ Df(q)f(q).
Notemos que el vector normal a la frontera es ahora el vector canénico e; = (1,0)7.
Por lo que podemos concluir lo siguiente

Observaciéon 4. Para los puntos de tangencia cuadrdtica del sistema (@,

1= diz(p1 — p2)g2(0, p1),
re = —diz(p1 — p2)g2(0, p2). (3.10)

ya que,

ri = el Dy(Ty(Ty)

0 )
9o (0, 1) 520, 1s) 910, 13)
902 (0, 15)  92(0,1) ) \ 92(0, 1)
0
= <agl(0ﬂu'z>7 agl (0 Mz))
on %2 92(0, 11;)

_ 99, ,
- ayQ (Oaul)QQ(Oau’L)
= di3 (2pi — (w1 + p2)) 92(0, p;).

Notemos que ¢2(0, ;) nos indica la direccién vertical del sistema en los puntos de tan-
gencia, ademds si consideramos j1 < p2, de acuerdo con los signos de dy3 y g2(0, ), pa-
rai = 1,2, obtenemos la siguiente clasificacién para dos puntos de tangencia cuadrética

(ver Figura [3.3):
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(1) Sidyz >0,

a) para g2(0, 1) > 0y g2(0, u2) > 0 entonces T;

b) para g2(0, 1

(
(

c) para g2(0, 1) <0y g2(0, po
(

)
)
)
)

)
)
)
)

> 0 entonces 1}

(

>0y g2(0, u2) < 0 entonces Ty
(
(

d) para g2(0, 1) < 0y g2(0, u2) < 0 entonces Ty

(Zl) Sidyg <0,

a) para g2(0, 1) > 0y g2(0, u2) > 0 entonces Ty

(
b) para g2(0, 1) > 0y g2(0, p2
¢) para g2(0, i1
) (

)
)
)
d )

S )

M1 ({ M1 ({

(%) a) (49) b)

)
)
)
)

< 0 entonces T}

(
(
< 0y g2(0, u2) > 0 entonces Ty
para g2(0,pu1) < 0y g2(0, u2) < 0 entonces T

Hz((

=9
5

(i) )

invisible y T es visible.
invisible y T5 es invisible.
visible y 15 es visible.

visible y 75 es invisible.

visible y 75 es invisible.
visible y T3 es visible.
invisible y T5 es invisible.

invisible y T5 es visible.

00

M1 (D

(ii) d)

Figura 3.3: Clasificacién de puntos de tangencia para el sistema 1’
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En sintesis, dos puntos de tangencia cuadratica seran del mismo tipo, ambos visi-
bles o ambos invisibles, si ¢2(0, 111)g2(0, u2) < 0; o uno visible y uno invisible si
92(0, 111)g2(0, p2) > 0. Por lo cual, el cambio de signo en la funcién g(0, y2), que no de-
pende de los pardametros p1 y pe, se vuelve un factor determinante. Notemos que sélo se
pueden obtener puntos de tangencia del mismo tipo si la curva ga(y1,y2) = 0 atraviesa
el eje vertical en algiin punto de manera transversal y considerando los parametros g
y po antes y después de este punto, respectivamente, para que sea posible el cambio
de signo, ver Figura a). En caso contrario, solo tendremos puntos de tangencia de
distinto tipo como se muestra en la Figura 3.4]b) y c).

u21,> 82(y)=0 uz({ 82(y)=0 Hz({ 82(y)=0
H1(D uﬂD H1<D

a) b) c)

Figura 3.4: a) g2(0, 111)g2(0, 12) < 0, b) g2(0, 1£1)g2(0, p2) > 0y ¢) g2(0, p11)g2(0, p2) > 0.

El movimiento de los puntos de tangencia determinard la aparicién de diferentes escena-
rios muy interesantes, particularmente en la siguiente seccion, analizaremos la colisién
de dos puntos de tangencia cuadratica del mismo tipo, Figura a), mientras que en
el Capitulo 4, estudiaremos la colisién de dos puntos de tangencia cuadratica de dife-
rente naturaleza, para el caso de la Figura b), las cuales daran pie a la ocurrencia
de las bifurcaciones estacionarias y la bifurcacion Takens-Bogdanov transcritica, todo
ocurriendo en la frontera, por lo cual cobra sentido la elecciéon de pg y po como nues-
tros parametros de bifurcacién. Para el caso presentado en la Figura ¢) nuevamente
se tienen dos puntos de tangencia cuadratica de distinto tipo, sin embargo resulta ser
el menos interesante, pues no hay ningtin tipo de bifurcacién al no haber equilibrios
cercanos a la frontera, en este caso la colision de dos puntos de tangencia cuadraticos
da lugar a un punto de tangencia cibico, debido a su simplicidad, se omite su analisis.
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3.3. Colision de dos puntos de tangencia del mismo tipo

Analizaremos el efecto que tiene el colisionar dos puntos de tangencia cuadratica del
mismo tipo, dos visibles o dos invisibles, dicho fenémeno cobra relevancia pues en [17],
Kuznetsov menciona que para una familia uno-paramétrica de sistemas Filippov en el
plano, dos puntos de tangencia de la misma naturaleza no pueden colisionar, sin em-
bargo, probaremos que para una familia de sistemas cuadraticos bi-paramétricos con
frontera, esto si ocurre, pero dicha colisién conlleva una colisién de un equilibro frontera
con los puntos de tangencia.

Para que lo anterior ocurra, como ya se expresé previamente, debemos poner atencién
al signo de la funcién go en evaluada en los puntos de tangencia. Existird un
cambio de signo para ga(y1,y2) sobre el eje vertical si y sélo si la curva ga(y1,y2) = 0
corta al eje vertical y; = 0 de manera transversal en algin punto py = (0, i), ver
Figura 3.5, es decir, es necesario que exista una solucién a la ecuaciéon

92(po) = bz + agapto + daspg = 0, (3.11)

9g2

0y

tal que (po) # 0. Las soluciones de la ecuacién (3.11]) con da3 # 0 son

—an2 + \/5

o= o 0s

donde D = a%Q — 4bsdss es el discriminante de 1' notemos que si D = 0 entonces

C e L, . p g2
existiria una tnica solucién py = — 2“;223, lo cual provocaria que a—(po) =0, lo cual no
2

queremos, por lo tanto D > 0. Lo anterior significa que al haber cambio de signo en go
siempre existen dos posibles valores para .

En consideracion a lo anterior, para dos puntos de tangencia cuadrética del mismo tipo
se establece la siguiente proposicion:

Proposicién 4. Los puntos de tangencia 17 y T, ambos visibles o ambos invisibles,
colisionan en un punto de equilibrio frontera py = (O,uO)T. El punto de equilibrio es
, e,
hiperbdlico si ﬂ(po, o, f10) # 0.
oy
Demostracidn. De (3.10) y la clasificacién para los puntos de tangencia realizada en la
seccién anterior, se sigue que dos puntos de tangencia son del mismo tipo si 179 > 0, es

decir, g2(0, i1)g2(0, p2) < 0, por lo cual debe existir un valor pg, tal que pu; < po < pe,
0
y po = (0, 0)T, tal que g2(po) =0y a—m(po) # 0. Entonces la tnica posibilidad para
Y2
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que los puntos de tangencia del mismo tipo colisionen es en pg, esto es u; = o = o,
este punto sera entonces un equilibrio frontera pues g; se anula directamente en los
puntos de tangencia y go se anula en pg. Ver Figura |3.5|

Figura 3.5: Colisién de dos puntos de tangencia cuadratica del mismo tipo en un equi-
librio frontera.

Analicemos ahora la matriz Jacobiana del sistema ({3.6]),

g1 og

. \Y1, Y2, s M2 a sy Y2, M1, (2
8y1(y Y2, f1, [12) 3y2(y1 Y2, H1, f2)
DG(y17y27M17 M2) = 9 5 ) (312)
ﬂ(?ﬂ:ﬂ?) ﬂ(yhyQ)
o 0y
donde
15)
%(ylayQa pi,p2) = ain + 2diyr + 2digye,
o1
%(ylay% pi,p2) = diz(2ye — (1 + p2)) + 2di2ys,
0
afgj(yl,?ﬁ) = a21 + 2d21y1 + 2d22yo,
0
92 (y1,92) = a2 + 2day1 + 2dasy2,

dy2
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9] 0
Notemos que ﬂ(po,,uo,uo) = 0, por lo que si ﬂ(po,uo, o) = 0, entonces
Oy2 oy
Vg1(po; o, o) = 0,

lo cual implica que el equilibrio frontera es no hiperbdlico y ademés la conica
91y, po, po) = 0

0
es degenerada. En caso contrario, dado que estamos considerando 8—g2(p0) # 0, po es
Y2

hiperbdlico. O

Corolario 1. §i 11 y Ts son puntos de tangencia del sistema (@), ambos visibles
o ambos invisibles, entonces existe un punto de equilibrio hiperbdlico p(u1,u2) (ad-
misible o virtual) cercano a la frontera, con py < py < po, donde p(po, o) = Po Y
g1

3 (po, o, po) # 0. El punto de equilibrio p es punto silla
Y1

G(p07 Mo, HO) =0 Siempre que

si
(@11 + 2d12p10) (a2 + 2dazpio) < O,

0 en caso contrario, un nodo: estable si ambos factores son negativos o inestable si
ambos son positivos.

Demostracion. Sea y = G(y, 1) la forma normal (3.6]), dado que

G(po, po, o) =0y [DG(po, o, po)| # 0,

por el Teorema de la funcién implicita existe una vecindad de pg y g tal que podemos
despejar y = p(ua, p2) con p(po, o) = po y G(p(pa, p2), 1, p2) = 0. Los signos de los
valores propios de DG(py, 10, 10), los cuales coinciden con los elementos de la diagonal
principal al ser una matriz triangular, se mantienen en una vecindad de py y g por
continuidad. O

Ejemplo 1. Consideremos el sistema

o= gy, m) = (y2 — p1)(y2 — p2) + 31

2 = g20y) = y2ly2—2) -2y, (3.13)

claramente la funcion g2(0,y2) se anula tanto en el origen como en (0,2), cualquiera de
estos dos puntos puede ser utilizado si buscamos el colapse de dos puntos de tangencia

del mismo tipo. En este caso por simplicidad, seleccionaremos p1 < 0 < pe < 2. Bajo
esta consideracion, de obtenemos

ri = dig(pr — p2)g2(0, 1) = (1 — po)pa(p — 2) <0,
ro = —diz(p1 — p2)92(0, p2) = —(u1 — p2)pu2(p2 —2) <0,
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por lo que ambos puntos de tangencia son invisibles. Luego, la matriz Jacobiana del
sistema evaluada en el origen es

DG(0,0,0,0) = ( B )

por lo que el origen es un punto de equilibrio tipo silla cuando p1 = pe = 0. Lo cual
significa que en una vecindad del origen, tanto para los pardmetros como los estados,
coexisten dos puntos de tangencia cuadrdtica invisibles y un punto de equilibrio tipo
silla, los cuales colisionan en un equilibrio frontera. En la Figura |3.6| se muestra la
simulacion del sistema antes y después de la colision.

g2(y)=0 g1(y,0,0)=0

g1(y,Ha,12)=0

W\

/lll.
p1 <0< po 1 =p2 =10

Figura 3.6: Colision de puntos de tangencia del mismo tipo para el sistema l}
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Capitulo 4

Analisis de bifurcaciones

En este capitulo analizaremos dos sub-familias de sistemas cuadraticos en el plano,
con una recta como frontera, dadas por la forma normal presentada en el capitu-
lo anterior, una de estas sub-familias caracterizada por la existencia de dos puntos
de tangencia cuadrética de distinta naturaleza, uno visible y uno invisible; y la otra
caracterizada por la existencia de un punto de tangencia cuadratica y un equilibrio
frontera. En este capitulo establecemos los dos teoremas principales de esta tesis, para
la primer sub-familia estableceremos condiciones suficientes para la existencia de las
bifurcaciones estacionarias: silla-nodo, transcritica y horquilla, mientras que para la se-
gunda sub-familia, se probara la existencia de la bifurcacion llamada Takens-Bogdanov
transcritica (TBT), ver [5], [I4] y [18]. Por tltimo, ilustraremos ambos resultados con
dos ejemplos, donde el primero de ellos hace referencia a un sistema activador-inhibidor
con frontera, ver [21] y [22], donde se presentan las bifurcaciones estacionarias.

4.1. Bifurcaciones estacionarias en sistemas cuadraticos
con frontera

En esta seccion estudiaremos el caso en el que el sistema tiene dos puntos de
tangencia cuadratica de distinta naturaleza, esto es, uno invisible y el otro visible, ver
Figura b). El movimiento de los puntos de tangencia serd el mecanismo utilizado
para generar las bifurcaciones estacionarias: silla-Nodo, transcritica y horquilla. Para
ello, es necesario establecer algunas condiciones:

Nuestra primera hipétesis implica que la curva cénica ga2(y1,y2) = 0 y el eje vertical
se intersecan tangencialmente en un tnico punto (0, ig), como se muestra en la Figura

Lo anterior se traduce en g2(0, o) = 0 ,ggZ(O,,uo) #0y ggQ(O,MO) = 0, esto
Y1 Y2

es, un gradiente horizontal en el punto de interseccién, lo cual implica a su vez que
Jg2

92 (0, p0) = aga + 2daspg = 0 siy

la cénica debe ser no degenerada. Notemos que

29
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solo si g = —2“(12223, con dag # 0. Ahora, si sustituimos po en g2(0, 119), obtenemos que
2
92(0, 9) = 0 si y solo si by — 4ad2223 = 0, de donde obtenemos la siguiente hipdtesis:

H2) a%Q — 4bodog = 0, dog 75 0.

21 (Y., p2)=

Figura 4.1: Caso de estudio: g2(y) = 0 interseca tangencialmente al eje y; = 0.

La siguiente condicion nos permite asegurar que las bifurcaciones ocurriran en la regién
admisible de estudio, recordemos que nos encontramos en un sistema con frontera, por
lo tanto, los equilibrios involucrados deben pertenecer al semi-plano derecho, requeri-
mos entonces que la curva go(y) = 0 se encuentre contenida en esta regién. Bajo la
hipétesis H2) podemos escribir go(0,1y2) = das(y2 — po)?, esto implica que el signo de
la funcién go(y1,y2) es positivo a lo largo del eje vertical si dag > 0 y negativo en caso
contrario; recordemos ademas que el gradiente de g2(y1,y2) es horizontal en el punto
(0, o) vy que éste apunta a la direccién de méximo crecimiento, obteniendo asi las si-
guientes cuatro configuraciones posibles mostradas en la Figura [4.2
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y2 y2 y2 y2

Vg2(0,10) Vg2(0,10)
e —>

Figura 4.2: Condicién H3).

0
Claramente los escenarios favorables son aquellos tales que d238—m(0, o) < 0, esto es
1

do3 <a21 + 2d99 (— 2“;;3)) < 0, estableciendo la siguiente hipdtesis:

H3) agodoy — a21d23 > 0.
Finalmente, la siguiente hipétesis garantiza que la familia de cénicas g1 (y1, Yo, p1, po) =

0 es genérica para cada p12 & o, esto ocurre cuando Vg1 (0, po, po, ft0) # 0. Nueva-
mente el gradiente de g1 (y, 1) es horizontal en el punto de colapse, por lo que solo es

0
necesario que 8—51(0, Lo, 140, f40) = a11 + 2d12 (— 2“;;3) # 0, es decir:

H4) a11das — agadia # 0.

Una vez establecidas las condiciones, para simplificar el analisis es necesario que haga-
mos una traslacién, tanto del punto (0, po) en el espacio de estados, como de (ug, (o),
en el espacio de pardmetros, por ello enunciamos el siguiente Lema.

Lema 1. Suponga que la familia parametrizada (@ satisface las condiciones H2) —
H4), entonces existe un cambio de coordenadas y pardmetros tal que el sistema (@
se transforma en el sistema:

yl = d13 <y2 - Ul) (92 - ,U2) + anyr + dny% + 2d12y1y2, (4.1)
Yo = amy1 + do1y? + 2dooy1yn + dozys,
para y1 > 0, donde ay, — 1928~ 0202 | o 021023 7 G2ty

d23 d23
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_ Q22
a2 a22 . , .
Z21=Y1, 22 =Y+ —— y v; = uj + ——, para i = 1,2. Asi, transformamos el sistema
3

2ds 2ds3
B-6) en

Demostracion. Observe que bajo H2), ug = . Hagamos el cambio de coordenadas

2= U
— dip( (-2 )~ (-2 = a2 ) (- 22 ) ) fanz
a
Fdi 2+ 2dinz (20 — 522 ),
_ ai1das — azadia 2
= diz(22 —v1) (22 —12) + o z1 +duzi + 2digz1 22,
Andlogamente,
. ao1doz — asad
Zy = < 21 23d 2 22) 21 + d21 27 + 2daoz1 20 + dog 23,
23
Por 1ltimo, solo renombramos nuevamente a z; — y; y v; — u; para i =1, 2. O

Observacién 5. De H3) y H4) se sigue que ajias # 0.
Con esta configuracién tenemos los siguientes escenarios para los puntos de tangencia:

Lema 2. Considere los puntos de tangencia T; = (0, ;)" del sistema , para i =
1,2.

(a) Sip; =0, entonces T; es un equilibrio frontera.

(b) Siprpz #0 yp1 # ua, entonces Ty y Ty son puntos de tangencia cuadratica, uno
tnuistble y el otro vistble.

(¢) Sipy = pa #0, entonces Th = Ty es un punto de tangencia cibica.

Demostracion. Se sigue de , como estudiamos en la clasificacién de puntos de
tangencia cuadratica (Seccién [3.2.1]), y la Proposicién 2, ya que la funcién g2(0, y2) no
cambia de signo y solo se anula en el origen, mientras que g;(0, y2) siempre se anula en
los puntos de tangencia. Ver Figura O
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y2 y2 J y2 J K
K
w=p2 ¢
W
W yi yi yi
b)

a)

Figura 4.3: Escenarios para los puntos de tangencia del sistema l , dados por el
Lema .

Como se mencioné anteriormente, nuestro principal objetivo en esta seccién es provocar
las bifurcaciones estacionarias: silla-nodo, transcritica y horquilla en una vecindad de la
frontera, mismas que surgen al cambiar la posicién de los puntos de tangencia alrededor
del punto de interseccién de la cénica go(y) = 0 con la frontera y; = 0, asi como al
colisionarlos. A continuacién estableceremos el teorema principal de esta seccidn.

Teorema 1. Considere el sistema dos-paramétrico . Definamos las constantes

di = andss — azds,
dy = andse — ande,
las superficies
Hi(p, p2) = aoidis (andispd + 2(2dy + @ardis)papiz + asdisps) + O(|uf?),
Hy(p,p2) = aniaoida (u + M2)3 + O(’M’4)7

y las regiones en el plano de pardmetros

Rf = {(u1,p2) | Hi(pa, p2) >0} N Qo,
RY = {(p1,p2) | Hi(p1, p2) = 0} N Qy,
R, = {(m,p2) | Hi(p, p2) <0} NQ,

coni=1,2 y donde Qg es una vecindad del origen, suficientemente pequenia. Entonces
se siguen las siguientes afirmaciones:
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(’l) St a11dozdy > 0,

(a) para po € RY — {0}, existe un punto de equilibrio po(uo) # 0 donde el
sistema experimenta la bifurcacion silla-nodo cuando (w1, p2) cruza
transversalmente de R a Ry a través de pyo.

(b) El sistema experimenta la bifurcacion silla-nodo en el origen cuando
(1, po) cruza de Rf a Ry a través de pig = 0.

(¢) El sistema experimenta la bifurcacion transcritica en el origen cuando

(11, o) cruza transversalmente de R{ a R{ a través de pg = 0.

(13) Si ap1degdy < 0, el sistema experimenta la bifurcacion transcritica en el
origen cuando po = 0.

(ZZZ) Si Cl1 =0 ydg #0,

(a) para po € RS — {0}, existe un punto de equilibrio po(uo) donde el sistema
experimenta la bifurcacion silla-nodo cuando (u1,p2) cruza transver-
salmente de Ry a R, a través de pyo.

(b) El sistema experimenta la bifurcacion horquilla en el origen cuando
(1, o) cruza de Ry a Ry a través de pg = 0.

Ver Figuras y para los casos (i) y (ii%), respectivamente. Para el caso (i)
la bifurcacién transcritica ocurre sin importar como nos movamos en el plano de los
parametros solo con atravesar por g = 0, es por ello que no se incluye un diagrama de
bifurcacién.

Demostracion. Reescribamos la familia (4.1)) como:

v =G(y,p) = d(p) + B(p)y + Ga(y), (4.2)

donde

d(p) = dizpip2 7
B(Z) = f<30 +0(4)(M)B?7
w0 = (o)
con By = ( a0 ) By = ( 8 (1) ) a(p) = —diz(p + p2),

as O
v 92i(y) = diny? + 2diay1y2 + dizy3, para i = 1,2.
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Hz

\ : M
RS .
R} R}

Figura 4.4: Diagrama de bifurcacién para d; # 0.

Observemos que G(0,0) =0y

a1 + 2dnyr + 2di2y2 diz (2y2 — (w1 + p2)) + 2d12y1
DG(y,p) = ,
a21 + 2d21y1 + 2d22y2 2da3ys + 2daoy1

0

por lo que, DG(0,0) = < le 0
21

> = By. Sean \; = 0y Ao = a1 los valores propios de

la matriz Jacobiana DG(0,0) con v; = < (1) > yv2= < gll
21

propios. Entonces, el cambio de coordenadas z = P~ !y, donde P = (v; v ), transforma

el sistema (4.2)) en

> sus respectivos vectores

2= Joz + a(p) 1z +d(p) + G2(2), (4.3)
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M2

v

M1

Figura 4.5: Diagrama de bifurcacién para d; =0y do # 0.

donde
0 0
_ -1 _
Jo = P BOP_<0 a11>
1 = _ =2
J = PlBlP:< as1 7“21 )7
ar 1 as
= _ dispipe [ —a
dp) = Pl === "),
ar
= g21(2)
Go(z) = 7 )
2(2) g22(2) >
con
1
go1(z) = an (=di27 + 2(a11dy — Gs1d1)z122 + (@11922(11, @21) — G21921 (@11, @21))23)
1
G22(2) = — (di32} + 2(@nidia + aondiz)z122 + go1 (@11, @21)73) .

a1
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Por lo tanto, el sistema suspendido estd dado por

as1dy3 _ _
4 000 0 2 ~ gy, Mkt ango(z ) + g (2)
11 000 O 1 0
- 4.4
fi2 000 O 1) + 0 7( )
2.2 0 0O ail z92

di3 _
—p1p2 — go(z, i) + Go2(2)
ai

d
donde go(z, u) = C_L—B(Ml + p2)(21 + G2122). Buscaremos la variedad central del sistema

(4.4), para ello proponemos la curva

20 = h(z1, 1, p2) = a12] + qopn 21 + aspiazy + cupipo + aspd + agus + O(|w, 21 %),

la cual debe satisfacer la ecuaciéon homolégica Z5 = Mz}. Después de algunos

0z1
calculos, obtenemos entonces que la variedad central es

di3
22 = h(21, 1, p2) = _aT(Zl — p1) (21 — p2) + O, 21]?),
11
cuya dindmica queda determinada por

. d
a—%w+MWM+Q;+MWO%+&£+@%@W, (4.5)

2d as1d
donde B = — = (G21d1 + G11da), B2 = s Ly
a1q aiy

62
ho(p) = —Bapape — 61721“1”2(“1 + p2),

B2
hi(p) = PBo(ur + p2) + &Tzl(,ua + M2)2 + Bip1pz,

BQ
ho(p) = —(B1+ C_LTQl)(Ml + pa2)-

Si dy # 0, podemos truncar la dindmica (4.5)) hasta orden dos, entonces

) d
21 = —Boprpz + Bo(p1 + po)z1 + aTllz% + O(|p, 21 ), (4.6)

asi, la aproximacion de la curva de bifurcacién silla-nodo estara dada por la ecuacién
D(p) = 0, donde D(p) es el discriminante de la dindmica (4.6) hasta orden dos igualada
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a cero, pues éste determina el nimero de puntos de equilibrio, dicho discriminante es:

D(p) = (Bolp + p2))® — 4 (—Popipia) < a )

ail

azdig _ _
= ;2 (a2idizp + 2(2dy + Go1dis) i pio + a2idazps) -
11

Observemos que la superficie D(u) satisface D(0) = 0y V.D(0) = 0, esto significa que
# = 0 es un punto critico de la funcién D(u). Luego, el determinante de la matriz
Hessiana en p =0 es

andiz\? dazd
det(Hess(0)) = —16 <a2113> e
ai ai

de modo que, si aj1degdy > 0, el punto critico es un punto silla, es decir, la funcién D(u)
toma tanto valores positivos, como negativos en una vecindad del p = 0, provocando
que haya un cambio en el niimero de equilibrios, dos en la regiéon positiva y ninguno
en la negativa; en consecuencia D(u) = 0 es la aproximacién a la curva de bifurcacién
silla-nodo; adema&s podemos provocar la bifurcacion transcritica al pasar de una regién
positiva a otra positiva a través de p = 0. Por el contrario, si aj1desd; < 0 el punto
critico es un minimo local, lo cual implica que en una vecindad del origen D(u) > 0, asi
existiran dos puntos de equilibrio que pueden colapsar en uno cuando p = 0, generando
la bifurcacién transcritica, (ver Figura .

Ahora bien, si d; = 0y dy # 0, truncamos la dindmica (4.5)) hasta orden tres, entonces

2 = ho(p) + k()21 + ha(p)2t + Bzt + O(|p, z1|Y),

seguimos ahora las férmulas de Cardano’s para resolver la ecuacién cibica, obteniendo
lo siguiente

A = —4B1Bs (1 + p2)® + O(lulh),
p = gi(/ﬂ + o) + (@nffs — @ B — Ba) (pa + p2)” + pape + O(|ul?),
_ Palanf +53) 2 a1 — 253
q = W(Nl + p2)” — Bapape + WM/‘?(M + p2)
(0Bt ) (Gan 5 = 2B = 25) (s 4 o(juft.
27ay, By

La funcién A es en este caso el discriminante de la ecuacién cubica, por lo que tendremos
tres equilibrios si A > 0 y solo uno cuando A < 0, de modo que las bifurcaciones
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ocurrirdn aproximadamente sobre la curva A = 0. Si A = p = ¢ = 0, entonces los
tres equilibrios se encuentran colapsados en uno solo, esto ocurre cuando p; = po = 0,
provocando la bifurcacion tipo horquilla. Por otro lado, si A = 0y pg # 0, entonces dos
de los tres equilibrios se encuentran colapsados, lo cual se tiene para la curva py+puo ~ 0
con pipe # 0, es decir, fuera del origen, generando la bifurcacién silla-nodo, (ver Figura

1), 0

Corolario 2. Supongamos que di = 0, dy # 0, y u =~ 0, entonces el sistema
experimenta la bifurcacion horquilla en el origen cuando p pasa a través de cero como
stgue:

(¢) Para dy >0, en una vecindad del origen,
(a) siairagr(pur + pe) < 0 entonces, existe solamente un punto de equilibrio, el
cual es de tipo nodo;
(b) si ayrag)(p1 + pe) > 0 entonces, existen tres puntos de equilibrio: dos nodos
con una silla entre ellos.
(1) Para dy < 0, en una vecindad del origen,
(a) siajragr(pur + p2) > 0 entonces, existe solamente un punto de equilibrio, el
cual es de tipo silla;
(b) st arrao(p1 + pe) < 0 entonces, existen tres puntos de equilibrio: dos sillas
con un nodo entre ellas.

Los nodos son estables si aj1 < 0 o inestables si a;1 > 0.

Demostracion. Consideremos el caso po = 0, notemos que el origen es un punto de
equilibrio del sistema (4.1) independientemente del valor de py. El determinante de la
matriz Jacobiana evaluada en este punto es

a1 —dizp

’DG(anaubo)‘ = o1 0

= a1d13p1-

Luego, de la hipdtesis H3) y la definicién para as; en tenemos que as1dog < 0.
Ademsds, como d; = 0 también se cumple que a11d13 < 0, es decir a11 y di3 tienen signos
opuestos. Asi, el origen serd un punto silla si aj1asi 1 > 0, o bien, un nodo (estable
para aj; < 0 o inestable para a;; > 0) si ajjagip; < 0, ya que la traza de la matriz
Jacobiana T'r (DG(0,0, i1,0)) = @11 y el discriminante de su polinomio caracteristico
d%l — dao1digp ~ d%l > 0 cuando 1 es cercano a cero.
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Estudiemos ahora los otros dos puntos de equilibrio p;(u1) = (y1i(p1), y2i(11)), para
i = 1,2. Comenzamos calculando mediante el Método del Resultante, ver [I], la aproxi-
macién de la coordenada yy; para cada uno de los equilibrios. Calculamos el Resultante
de las funciones ¢1(y, 1) v g2(y) del sistema (4.1)) respecto a ys y tomamos los térmi-
nos de primer orden, obteniendo asi y1;(u1) =~ —‘7‘212%23’“, lo cual nos indica que p; y
p2 aparecen solo cuando ajjagipide > 0, ya que yp; debe ser positivo. Para obtener la

aproximacién de la coordenada ys; calculamos la solucién de la ecuacion ga(y1i, y2i) = 0,

ésta es yo; ~ =, /%52”“. Finalmente, el determinante de la matriz Jacobiana evaluada
en cada punto de equilibrio p;, para ¢ = 1,2, asi como su traza, son

IDf(y1i(p1), y2i(pa), 1, 0)| = —2az1dizp,
Tr (D f(yi(p1), y2i(p1), 11,0)) =~ an,

ademaés, el discriminante de su polinomio caracteristico es aproximadamente a3;. Por lo
tanto, estos dos equilibrios seran tipo silla si aj1a21 41 < 0y nodos cuando ajiasy 1 > 0,
estables si @17 < 0 o inestables si a7 > 0.

Notemos que si u; # 0 cada equilibrio existente es hiperbdlico, entonces por continui-
dad, este mismo comportamiento puede extenderse a las regiones R, y R;r dadas por
el Teorema [1l

Para 1 = po = 0, la matriz Jacobiana | DG(0, 0)| tiene por valores propios a \; = a11 y

Ao = 0, por lo que el origen tiene una variedad central, ésta es y; = gﬁ Y3+ 2d12d13 ys +
, cuya dindamica estd dada por la ecuacién gp = —%yg + .-+, esto 1mphca que si

dy > 0, entonces el origen es un nodo (estable para a;; < 0 o inestable para a;; > 0).
Si da < 0 el origen es una silla.
O

4.2. Bifurcacién Takens-Bogdanov transcritica con fron-
tera

En esta seccién estudiaremos una subfamilia del sistema, , la cual tiene la carac-
teristica de tener siempre un punto de equilibrio frontera. Probaremos que su interaccion
con un punto de tangencia cuadratica puede generar la bifurcacién Takens-Bogdanov
transcritica (TBT), la cual ocurre en la regién admisible, cercana a la frontera. Para
mayor detalle respecto a la bifurcacién TBT, ver el capitulo Preliminares, Seccion
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Considere la sub-familia del sistema (3.6]),

U1 = diz(y2 — 1) (y2 — p2) + anyr + diys + 2di2y1ye
U2 ba(p1) + ag1y1 + ageye + daryd + 2dasy1ys + dasy3, (4.7)

donde bo(p1) = —pi1(age +dazp) y y1 > 0. Claramente, el punto p = (0, p1) es siempre
un punto de equilibrio del sistema (4.7) para cada p;.

En el siguiente lema, se verifica que el sistema (4.7) cumple con las condiciones de
no-hiperbolicidad, necesarias para que ocurra la bifurcacién TBT.

Lema 3. Considere el sistema cuadrdtico con frontera y = G(y, ), dado por .
Entonces, para el punto py = (0,a0) y el pardmetro po = (ag,bo), el sistema satisface
las siguientes hipdtesis de mo-hiperbolicidad:

Gl) G(p07 /'LO) = 07

G) DG(pO,MO):<_r1 r2>NJ0:<8 é)

T3 T
donde
a1 + az2
apg=——, r1 = a9 + 2apdog,
2(d12 + da3)
9 T%
bo = ao — -, re=——,
di3 T3

r3 = ag1 + 2apda2,

y r3di3(dio + dog) # 0.

Demostracion. La condicién G1) se cumple directamente, pues pu; = ag. Para probar
la condicién G2), calculamos primero la matriz Jacobiana del sistema (4.7]), ésta es

DG(p[)aMO) = =

a11 + 2apd12  di3 (ap — bo) < o )
a1 + 2apdz2 a2 + 2apda3

r3 mn

para obtener la equivalencia —r; en la primer entrada de la matriz, basta con despejar
a1y en la definicién de ag y sustituir directamente. Similarmente para la segunda en-
trada, despejamos 1o de la definicién para by. Por ultimo, para probar que la matriz
Jacobiana DG (py, 119) es similar a la matriz nilpotente Jy, puede verificarse facilmente
que Jo = P~'DG(po, p10) P, donde P = (p; pa) con py = (ro,71)T y pa = (0,1)7. O



42 Anilisis de bifurcaciones

Es bien conocido que cualquier sistema, con frontera o no, que satisface las condiciones
G1) — G2) tiene forma normal, truncada hasta orden dos,

i:l = X9
iy = ax? 4 brizs. (4.8)
. 1 w{ . -1 01
donde, si P = (p1 p2), con P~ = W ) satisfacen P~ DG (pg, po)P = 00 )
2
entonces
1
a = 5’[1); : DzG(x()v MO)(phpl)a
b=w{ - D*G(zo, o) (p1,p1) + wy - D*G(x0, p10) (p1, p2)- (4.9)

Por otra parte, si ab # 0, un desdoblamiento para la bifurcacion TBT esta dado por

T1 = T9

iy = Pra1+ Paws + axt + brixa. (4.10)

Ver Preliminares, Seccién para el anélisis de bifurcacién completo del sistema (4.10]).

El teorema principal de esta seccidén establece que existe un difeomorfismo entre las
dindmicas de (4.7)) y (4.10)), con el cambio de pardmetros

T

B=Q '(u—po) = ( Z%r > (1 — po), (4.11)
2

donde

v1T = )

2 2 o\ T
2d237’1T2 + 2d227’2 - d137’1 - 2d127"17’2 d137“1
T2 T ’

vy = 2(dig + das, O)T .

A continuacién, establecemos el teorema principal de esta seccion, el cual describe bajo
qué condiciones se presenta la bifurcacion TBT, en una vecindad de la frontera, para
nuestra sub-familia de estudio.

Teorema 2. Considere el sistema diferencial cuadrdtico con frontera, § = G(y, u),
dado por , que satisface las hipdtesis de no-hiperbolicidad G1) — G32). Entonces, si

G3) ab # 0, hipotesis de no-degeneracidad,

G4) B1=vI(pu—po) >0, yary <0, hipdtesis de admisibilidad,
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el sistema experimenta la bifurcacion Takens-Bogdanov transcritica dentro de la
region admisible, en el punto pg = (0,ag) cuando (u1,u2) =~ (ag, bo).

Si @ = (¢ij), las curvas de bifurcacién del sistema (4.7)) en una vecindad de pyg, sufi-
cientemente pequena, estan dadas por

CTrans = {MQ = P22 (Hl - CLO) + bo} s
q12
age1 + b
CHOPf = {/’LQ:ququQ(p’l_aO)—i_bO’ Bl >0}7
q12
Taqo1 + 6b
CHomo = { = M (Hl - Clo) + bo, 51 > 0} s (412)
6bq12
donde el primer coeficiente de Lyapunov es I; = 4L52, entonces la estabilidad del ciclo
1

limite queda determinada por el signo de ab. Los distintos diagramas de bifurcacion del

sistema (4.7) se muestran en las Figuras 4.9

Figura 4.6: Diagrama de bifurcacién y retratos fase del sistema (4.7): a > 0, b > 0,
ro < 0.
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Figura 4.7: Diagrama de bifurcacién y retratos fase del sistema 1} a>0,b<0,

ro < 0.

&

CH”,,/

Figura 4.8: Diagrama de bifurcacién y retratos fase del sistema 1’ a<0,b>0,

ro > 0.
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@,

Figura 4.9: Diagrama de bifurcacién y retratos fase del sistema 1} a<0,b<0,
ro > 0.

Demostracion. El sistema (4.7)), cercano a pg = (0,a9) v po = (a0, bo), puede reescri-
birse como

= Gly.p) = Ao(y — po) + Bl — o) + ~(y — p0)"Dr(y — po)

2
T 1 T
+(1 = p0)” D2y = po) + 5 (1 — p10)” Ds(pt = peo), (4.13)
donde
Ag = DG(po, o), By =Gu(po, o), Dy = D*G(po, o),
DQ = Guy(POa /‘60)5 D3 :G,U«M(p07 ,U’O)

Ahora, antes de establecer el siguiente lema necesario para esta demostracién, se re-
quiere introducir la siguiente notacién.

V1 Q1T
Definicion 4. Consideremos v € R™, v = Q= : con q; € R™ para
Vn, qr
Ry
j=1..,myR= : con R; € R™M>m2,

R,,
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(a) veR =" R, € Rmxmz,

a1 eR
) Qer=| :
7w eR
UTR\V
(¢) Para U € Rmixki i ¢ Rmexk: R(U, V) = UTRV = :
UTR,,V

Observacion 6. Haciendo uso de esta notacion, reescribimos a,b en como

a = %(WQ.D1>(p1,p1)a
b = (wieD1)(p1,p1)+ (w2 @ Dy) (p1,p2)-

Asi, enunciamos el siguiente lema, cuya prueba se obtiene directamente al hacer los
céalculos correspondientes.

Lema 4. Sea P = (p1 p2), donde p; = (r2,71)7, p2 = (0,1)T y Q € Maoys. El cambio
de coordenadas z = P~ (y —po), B =Q (1 — o), transforma el sistema (m en

_ 1 o _ 1 e
3= Joz+ Bof + 5szl,z + T Doz + 55%35, (4.14)
donde

Jo = ( 8 (1) ) By =P 'ByQ, Dy =P (P71 eDy) P,

Dy =Q" (P! eDy) P, D3 =Q" (P! e D3) Q.

T
Observacion 7. El cambio z = Pil(y —po), donde pl = ( Z;T ) con ’wlT = (%7 0>
T2

1
Y wg = (—T—l, 1) , implica que z1 = <r2> Y1, lo cual significa que el cambio de coor-

denadas transforma la frontera y1 = 0 en la recta z1 = 0 y, al semi-plano y; > 0 en
z1>0, 8019 >0; 021 <0 sire <0. Ver Figura .
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Z2

O —
r2>0 Z1
Y2

Po

Zz

m o

Z1

Figura 4.10: Cambio de coordenadas, Lema .
Considere ahora el cambio de coordenadas, cercano a la identidad

1 1
z=h(z,f) =z + LA+ 59;%1;5 + BT Loz + 55%35, (4.15)

donde 8 = (B1,82)", L = ( E ﬁ;j ) L= < ﬁ’; ) i =1,2,3,y Lij € Mayxo. Este

cambio de coordenadas debe ser tal que cualquier punto = = (0, a) debe transformarse
en algin punto z = (0, b):

0 lin ho ) < p1 ) 1 < aT Ly ) ( BT Ly ) 1 ( BT Lax )
= - - + + ,
: ( a > ( lor 122 B2 2\ 2TLiz BT Losa 2\ BT Lsga
para lo cual tomamos
0 O Q1] Q12
L = , L1 = ,
< lor 122 ) 1 ( a2 0 )
_( O (00
L21—<,ﬂ3 0>, L31—<00)-

Luego, con el objetivo de encontrar la dindmica del sistema (4.14)) bajo el cambio de
coordenadas (4.15)), primero calculamos

- 1 - - 1 -
sy = Jow + BoB + 5::;%195 + B Doz + i/BTDgﬁ +..., (4.16)
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donde

BO = BO + JoL, 151 :151 + Elv
252 = 252 + LT'Dl + E_Q, '153 :'Dg + 2'1_)2[/ + LT'DlL + ,C_g,

- L; .
£¢=< 62 > i=1,2,3.
Notemos que

B _ [ dis(bo—ap) 0\ _ [ =2 0 a1 10
BO — G,ll(p()vNO) - < —a99 — 2d23a0 0 - —r 0 , ¥ P — T —r Ty )

de modo que si @ = (gi;), podemos elegir lo1 = q11 ¥ l22 = ¢12, haciendo asf Bg =0.
Por lo tanto, la dindmica del sistema (4.14) bajo (4.15) se calcula como sigue

b= (I+a"C+87L,) "%
= (I R Ly ) (Jga: + %xTﬁlx + BT Dy + %5Tﬁ3ﬁ, +.. )
= Jox + %xTﬁlx + BT Doz + éﬁTﬁgﬁ +..., (4.17)
donde
Dy = Di-2Lidy = Di+Li—2L1ds,
Dy = Dy—LyJy = Dy+L'Di+ Ly — Loy

. PN B
Comenzaremos, simplificando el término ixTDlx.

Py = 2:)11 ) _ < Dy >+ ( Lo ) _2< Li1Jo ) _ < Dy 4 L1z — 2L11Jo >
Dio Dys 0 Li2Jy D1y —2L12Jy ’
Observemos que xTﬁnx =0& 1511 + @ﬂ =0« Dy + Lia— Li1Jog— JOTLH = 0, por
lo que tomamos L1y = L11Jy + J{{Lll — D11. Asi,
Dig = Dig — 2L12Jo = D1 + 2D11Jo — 2J8 Li1 Jo,

luego @11 = PT (w1 ° Dl) P y @12 = PT (wg o Dl) P, entonces

Py ( (w2 @Dy) (p1,p1) (w2 D) (p1,p2) + 2 (w1 ®D1) (p1,p1) >
2 (w2 @ D1) (p2,p1)  —2011 + (w2 D) (p2,p2) + 2 (w1 @ Dy) (p2,p1) )’
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de modo que, si hacemos ai1 = 1 ((wz  D1) (p2,p2) + 2 (w1 ® D1) (p2,p1)), obtenemos
%a;Tan = ax% + bzxo. Ahora, simplificaremos el término 87 Dyz.

A Doy Doy > < LDy ) ( Lo > ( Loy Jy >
D = ~ = — =+ — =+ —
2 ( Do ) < Dys LTDyy 0 LaoJo
Dy1 + L™ D1y + Lag — LarJo
Dag + LTDyg — Lo Jy '

En este caso, 2521 =0« Loy = Loy Jg— Doy — LT@H, y entonces 1522 = Doy + Da1Jy +
LT(ﬁlg + Dy Jp). La idea es ahora encontrar @) tal que 7522 = I, la matriz identidad.
Por otro lado, tenemos Do; = QT (wy Do) P, Das = QT (wp @ Do) P, y LT = QT Jy,
obteniendo como resultado

Doy = QT (w2 @ D2) P + (wy ® Da) PJy + Jo(D12 + Di1Jp)) -
Definamos la matriz
My = (wg ° 'Dg) P+ (w1 ° Dg) PJy+ J()('Dm + 'DHJO),

 2dy3 (d12 + das

2
r
después de algunos calculos obtenemos que, det(My) = )i # 0, por

T2
lo que la matriz M es invertible. Definimos entonces () = (MO_ I)T, y asi logramos que
Dys = I. Finalmente, simplificamos el término 87 Ds 0.

Dy = D3+ 2D,L+ LT™DiL + L
7?31 + 27?21L + LTY?HL + L3o
D3y + 2Dgo L + LDy L '

Ahora,
BTDyuB=0 < Dy + @3Tl =0 & L3y =- (1331 + L™Dy L+ Do L + LT@%}) .
Mientras que,

D3y = Dsy+2DpL + LTDysL
= QT (wy e D3)Q + 2Q" (wy @ Dy)PL + LT PT (wy @ D1)PL
QT (’LUQ e D3+ 2(11)2 ° DQ)PJ("]F + J0PT(’LU2 ° Dl)PJg) Q,

pues L = J&FQ. Definamos por ultimo

Ko =wo eD3 + 2(’(02 ° DQ)PJ(? + JQPT(UJQ ° Dl)PJg,
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al realizar los calculos pertinentes, dicha matriz queda simplificada como,
digr1 (0 —1
K =
0 T2 1 0 ’

esta matriz es antisimétrica, esto es, Ko + KI = 0, en consecuencia, D32 = QT KoQ es
también antisimétrica, por lo tanto 57 D33 = 0.

Es asi como hemos transformado el sistema en el sistema . Los distintos
escenarios para los diagramas de bifurcacion, asi como las expresiones para las curvas
de bifurcacién, se obtienen directamente del analisis de bifurcacién de la TBT, descrito
en Preliminares, Seccién 2.1} En principio, debemos ubicar aquellos escenarios para los
cuales tenemos una silla en el origen del retrato fase, esto ocurre solo para g1 > 0.
Ahora bien, recordemos que el signo de 19 tiene un efecto en el cambio de coordenadas
enunciado en el Lema[d] por lo que los escenarios admisibles son aquellos donde el ciclo
aparece del lado derecho si ro > 0 o bien, del lado izquierdo si r3 < 0, lo cual ocurre
cuando are < 0 siendo ésta la hipdtesis de admisibilidad, concluyendo entonces que la
bifurcacién ocurre en la regién deseada. O

4.3. Ejemplos

4.3.1. Aplicacidn: Sistema activador-inhibidor (Gierer-Meinhardt) con fron-
tera

En esta seccion analizaremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no linea-
les, el cual describe la interaccién en una reacciéon quimica autocatalitica entre una
sustancia activadora y una inhibidora. El activador estimula su propia produccion y a
su vez, la produccién del inhibidor. Esta formulacién matematica es cominmente usada
para estudiar la formacién de patrones en la naturaleza, ver [22],[21]. Atdn cuando este
ejemplo no es cuadratico, resulta util para aplicar el Teorema

Considere el siguiente sistema activador-inhibidor, delimitado por la linea recta

S {(z1,3) € R?|o(z) = —65(x1 — 2) + 1625 = 0},

2
o= s
zo (14 ka?) ’
iy = % — o, (4.18)

para o(x) > 0, donde ;1 > 0 y 22 > 0 son las concentraciones del activador e in-
hibidor, respectivamente. El pardmetro p representa una pequeinia produccién base del



4.3 Ejemplos 51

2
activador, 7 es una tasa de decrecimiento del inhibidor, mientras que el término (“fﬁz)
1
indica una saturacién de la produccién del activador. Suponga (x1,x2) v (7, p, k) en

una vecindad de (z19, z20) = (4, %) y (70, po, ko) = (%, %, —28—8), respectivamente.

Con el objetivo de encontrar bifurcaciones del sistema (4.18]), tomamos su aproximacién
cuadratica en Serie de Taylor, obteniendo el sistema

, 416, 10816 , (8 676 128 256
w = 9 — —« [0 - — —Q w1 — —_— — — w
! 2775 78 5 2" \5 5 %)t \325 25 °) 2
9, 8 L 102,
801 T 9512 T o952
65 128
Wy = _§a1 + 8wy — (65 + al) wo + w%, (4.19)

donde wy = x1 — 10, W2 = To — Tag, 1 =Y — Y0, @2 = p—po ¥ ag = k — kg, delimitada

APV _ 116 _ 65
por 3: ¢ w =0 con ¢ = ay( 1765)3’0‘0_\/@'

Notemos que si quisiéramos encontrar la bifurcacion horquilla para el sistema ,
utilizando su aproximacién , el resultado no seria correcto, puesto que no esta-
mos tomando en consideracion los términos de tercer grado en la Serie de Taylor, por
lo que solo nos encontramos en la buisqueda de las bifurcaciones silla-nodo o transcritica.

Para el sistema (4.19)), la funcién (3.2), es N(q) = N(0) = agN (a1, az, a3), donde

N ) 52096 26048 833536 256 , 18432

a1, 09, X = — a1 — o « o7 — a1

1,52, 43 274625 1 274625 2 ' 105625 ° ' 4225 1 1625 L °
2646016 |
2002 4.9
8125 3 (4.20)

En consecuencia, la condicién H1) es equivalente a N (o, az, a3) > 0. En este caso, los
puntos de tangencia del sistema 1) son ¢; =vv,cont=1,2, v= ao(%, )y

65
16280&0

V12 = (1300&1 — 121680&3

i\/ 13 (—4070a; — 203502 4 169312a:3 4 13000F — 243360a1 v + 6987136a§)>
(4.21)

Luego, bajo la hipdtesis H1), el sistema (4.19) puede ser transformado en la forma
normal dada por la Proposicién

4 = dig(z2 —11)(22 — v2) + anzr + di 2 + 2dia21 2,
2o = by +anz +anz +danzi + 2daszi 2o + dog2s, (4.22)
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52
donde
by (65, 16 512 13312 o) 4 _ 1389567579 , _ 7542540704 4
2T 8§ 15 2T 25 2T g5 U370 T T 14280500000 Tt T 5801453125
_ (20886 + 416001 + 9455381as) g, _ 78503 4 i, 24557248
= 274625 o 127 373125 27 789253125
6512 b 96256
T 1373125

_ 8 2 _
021 = — Toeaoe (1528021 + 422500 — 5818696as)ad,  dis = — 5oz ai,

am = — (@ +9216a o2
22 = 11 Jg25%8 | %0

Puede verificarse directamente que do3 # 0 y que ademds, para (a1, a9, a3) ~ 0, se
cumple que a22d22 - a21d23 > 0, y a11d23 - a22d12 75 0. Por otro lado, a%2 - 4b2d23 =0

S1

13 (78208000@1 + 19713228803 + 3432812502 + 3893760000 a3 — 402128896004%)

@ = 30801920
(4.23)

Considerando (4.23)), el sistema (4.22)) satisface las hipdtesis H2) y H3). Por lo tanto,
por el Lema |1} este sistema puede ser reescrito como

diz(y2 — ) (y2 — po) + anyr + duys + 2diay1ye
(4.24)

no=
. 2, - 2
Yo = dos3ys + a21y1 + dayi + 2da2y1y9,
_  _ —2310144+4453735a; —78515507203 -~ __ _ 4102912+19223750; —53647360: o
con ayl = 6256640 %, a1 = = 138800 Ly o=
a22 . . _ ,
v; + o De lo anterior, se obtiene que dyaii1dag = 0.005 > 0. Asi, por el Teorema
23

la curva de bifurcacion silla-nodo en el plano pq-po es

ha(pn, po) = 1387872 — 34976611 o + 1387873 + . . ., (4.25)

(ver Figura|4.11)). La bifurcacién transcritica ocurre cuando p = pug = 0.
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M2

Hq

Figura 4.11: Curva de bifurcacion en el plano pq-ps.

Finalmente, sustituimos (4.21)) en (4.25)) para obtener la curva de bifurcaciéon ha(aq, a3) =
0, donde

ho(ar, as) = 84224000 + 343167503 + 611020800 a3 — 110415052802 + ..., (4.26)
o bien, en los parametros originales, la curva h(y, k) = 0, con

h(y,k) = 88510464 + 471161607 + 2254307328k — 4461177572 — 794327040~k
+14353956864k> + - - - | (4.27)

mientras que, la funcién N dada por (4.20)), en los pardmetros originales, es transfor-
mada en

N(v, k) = 88510464 + 35565440 + 2254307328k — 387461757% — 794327040~k
414353956864k + - - - . (4.28)

De hecho, h(v, k) = 0 pertenece a la regién donde N (v, k) > 0, es decir, la regién donde
se cumple la condicién para la existencia de puntos de tangencia H1), en los pardmetros
originales. Ademas, debido a la eleccién para as obtenemos

1
= —— (—455143424 — 61921 — 99186114 4462656252
p(7, k) 30801920( 55143 619216000y — 9918611456k + 446265625

+50618880007k — 52276756480k2) . (4.29)
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El diagrama de bifurcacién se muestra en la Figura donde N = 0 es representada
a lo largo de la curva punteada, con la region N > 0 del lado izquierdo, claramente la
curva de bifurcacion h = 0, mostrada en linea continua, pertenece a esta misma regién.

Figura 4.12: Curva de bifurcacion h =0, con 1.96 <y < 2.35y —0.07 < k < 0.

Algunas simulaciones del sistema original se presentan en las siguientes figuras.
La Figura ha sido simulada utilizando pardmetros sobre la curva N = 0, por lo
que el sistema tiene un punto de tangencia cibica, o punto ctspide, y ningin
punto de equilibrio. Mientras que la Figura simulada en la regién h > 0, muestra
dos puntos de equilibrio, acompanados de dos puntos de tangencia cuadratica.
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95

2

Figura 4.13: Retrato fase del sistema simulado con v = 1.9716, £ = —0.028,

0<z1<5y0< 2 <11

Q4

2

Figura 4.14: Retrato fase del sistema simulado con v = 1.96, £k = —0.028, 0 <

1 <5Hy0<zy <11
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4.3.2. Ejemplo Académico: Bifurcacion Takens-Bogdanov transcritica con
frontera

Para cerrar este capitulo, presentamos este sencillo ejemplo que nos permite ilustrar el
Teorema [2| pues experimenta la bifurcacién Takens-Bogdanov transcritica.
Considere el sistema cuadratico delimitado por el eje vertical y; = 0,

1 1 13

o= 5(3/2 —p1)(y2 — p2) + 31 + n ye (4.30)
1 5 10 20 2

o1 — o) — 9 — 2 WY oo Y £ 2

2 3m(5 pi) — 2y1 g¥2F 5yt gy + S,

definido para y; > 0.

Notemos que el punto pg = (0,1)7, es un equilibrio del sistema (4.30) cuando o =
(1,2)T. Ademss, la matriz Jacobiana evaluada en este punto es,

w
NO|—=

3 0 1
DG(po,,LLQ) = . ~ Jg = < 00 > (4.31)
3

el )

pues Jo = P~'DG(po, o) P, para P = (p1 pz), donde p; = (—%, —%)T y p2 = (0, 1)T.
Por lo tanto, el sistema satisface, en el punto (po, o), las hipétesis de no-
hiperbolicidad G1) — G2) del Teorema |2, Luego, de , obtenemos a =1,y b = —1,
por lo que se satisface la hipdtesis de no-degeneracidad G3). Mientras que, de ob-

tenemos ry = —%, cumpliéndose la hipétesis de admisibilidad G4), pues are < 0.
13 1 3
9 79 0 3
Finalmente, de (4.11) se tiene Q! = , esto es, Q) =
4 0 -9 39
3 1

Asi, de (4.12)), las curvas de bifurcacién del sistema (4.30) quedan determinadas por:

CTrans : po = —13p1 + 15, CHopf Dop2 = —p1+ 3, CHomo : o = p1 + 1.

ab
Ver Figura|4.15 Més aun, el primer coeficiente de Lyapunov [ = 47,6’2 es negativo, pues
1

B1 > 0, por lo tanto el ciclo limite, cuando exista, serd estable. Observemos que este
ejemplo se corresponde con el caso mostrado en la Figura [4.7]

Por dltimo, la Figura muestra una simulacién del sistema (4.30)) en presencia de
oscilaciones.
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Figura 4.15: Curvas de bifurcacién del sistema ()
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Figura 4.16: Simulacién del sistema () para p1 = 0.999 y puo = 2.009.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

Para sistemas cuadraticos en el plano con frontera, empleamos cambios en las posi-
ciones de puntos de tangencia y la colisién entre ellos como mecanismo para generar
bifurcaciones. Se analizaron las condiciones para asegurar la existencia de al menos un
punto de tangencia y se encontré una forma normal para esta familia de sistemas. Por
medio de nuestro analisis pudimos probar que a diferencia de una familia Filippov uni-
paramétrica en el plano, donde dos puntos de tangencia del mismo campo vectorial no
pueden colisionar si ambos son de la misma naturaleza, ver [17], en el caso de sistemas
dos-paramétrico cuadraticos con frontera, esto no solo es posible sino que ademés ocu-
rre en un equilibrio hiperbdlico. Al considerar las posiciones de los puntos de tangencia
como parametros de bifurcacion, estudiamos dos casos: la interacciéon de dos puntos de
tangencia cuadratica de distinta naturaleza y la interaccién de un punto de tangen-
cia cuadratica con un equilibrio frontera. En el primer caso probamos la existencia de
las bifurcaciones estacionarias: silla-nodo, transcritica y horquilla, mientras que en el
segundo caso, se probd que esta interaccion provoca la bifurcacion Takens-Bogdanov
transcritica.

Como hemos mencionado anteriormente, los sistemas Filippov han cobrado gran re-
levancia en los ultimos afios por sus diversas aplicaciones, al igual que los resultados
presentados en [23], [24] y [25], han sido retomados, aplicados en sistemas Filippov, esta-
mos interesados en utilizar los mecanismos empleados en nuestro analisis para sistemas
cuadraticos con frontera, fijando nuestra atenciéon en los puntos de tangencia, ahora
para sistemas Filippov esperando provocar diversos escenarios de bifurcacién propios
de estos sistemas.

Los principales resultados de esta tesis han sido publicados en el siguiente articulo:
Castro, J. A. & Verduzco, F. [2020] “Bifurcation Analysis in Planar Quadratic Differen-

tial Systems with Boundary”. International Journal of Bifurcations and Chaos, Vol.
30 (7), pp. 2030017.
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