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Universidad de Sonora, Hermosillo, México.
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Introducción

La teoŕıa de sistemas dinámicos ha tenido un desarrollo importante durante los últimos
años, pues estos pueden implemetarse para modelar diferentes fenómenos en la naturaleza que
impliquen cambios. La teoŕıa ha crecido, a su vez, siempre vinculada con otras disciplinas en
un continuo intercambio de problemas, técnicas y aplicaciones, por lo cual tienen una vasta
aplicación en áreas como ingenieŕıa, economı́a, bioloǵıa, f́ısica, etc. Los sistemas dinámicos
pueden clasificarse en linales o no linales. Los sistemas lineales son sencillos de analizar y
trabajar, ya que la solución del sistema sujetos a condiciones complejas puede estudiarse
simplificando el problema a condicines más sencillas. Existen técnicas ampliamente utilizadas
para analizar este tipo de sistemas como lo son la transformada de Laplace, el principio de
superposición, la transformada de Fourier, etc. Por lo anterior, es usual encontrar soluciones
anaĺıtuicas exactas de sistemas lineales. Aunque también es muy común recurrir a los métodos
geométricos para visualizar la evolución del sistema en el tiempo.

Si el sistema es no lineal, su análisis es mucho más complejo, esto se debe a la no linealidad
del sistema y son de interés en f́ısica y matemáticas debido a que la mayoŕıa de los problemas
f́ısicos son impĺıcitamente no lineales en su naturaleza. En los últimos cuarenta años hubo
un creciente interés en el estudio de este tipo de sistemas, el desarrollo de herramientas
computacionales para estudiar estos sistemas, y la aplicación de estas herramientas a un
número importante de problemas. En la mayoria de las ocaciones no se podrá encontrar
soluciones análiticas exactas a los problemas no lineales, por lo tanto, la representación de
la dinámica del sistema se auxilia mucho en técnicas geométricas de visualización y análisis.
Aunque los sistemas no lineales son complejos de analizar, hay resultados que garantizan que
los sistemas dinámicos no lineales se comportan localmente como lineales. De lo anterior se
sigue que, en general, el análisis de el comportamiento de las soluciones de sistemas no lineales
puede ser dividido en de dos categorias, análsis local y anális global.

Los sistemas no lineales, que usualmente dependen de varios parámetros, suelen cambiar
radicalmente su estrucutura cualitativa al varias dichos parámetros, apareciendo o desapare-
ciendo, por ejemplo, puntos de equilibrio o ciclos ĺımites, cuando esto sucede se dice que ha
ocurrido una bifurcación. La teoŕıa de bifurcación forma parte de la teoŕıa general de sistemas
dinámicos y es una teoŕıa que sirve como herramienta para el análisis de sistemas no linales.
Se origina junto con la moderna teoŕıa cualitativa a finales del siglo XIX cuando Poincaré in-
troduce las ideas topológicas y geométricas en el estudio de la dinámica. La formalización del
concepto de bifurcación se produce al ponerlo en relación con el de estabilidad estructural,
introducido por Andronov y Pontriaguin en 1937.
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viii Introducción

Dado que los cambios cualitativos a los que alude la teoŕıa de bifurcaciones ocurren entorno
a un punto de equilibrio, el cual puede ser hiperbólico o no hipérbolico, en este trabajo todo
el análisis se desarrolla entorno a puntos de equilibrios no hiperbólicos, es decir, aquéllos para
los cuales la matriz Jacobiana del sistema posee valores propios igual a cero, pues, es conocido
que (ver [64], [44], [60]), por el teorema de Hartman-Grobman, los equilibrios hiperbólicos son
estructuralmente estables. En este contexto, resulta fundamental el teorema de la variedad
central que establece la existencia de una variedad invariante pasando por el punto de equilibrio
(no hiperbólico) a la cual puede restringirse el sistema para estudiar la dinámica en un entorno
del mismo.

Una forma de clasificar las bifuraciones es por su codimensión. La codimensión de una bi-
furación es el mı́nimo número de parámetros que necesita un sistema parametrizado para que
ocurra una bifurcación. Las bifurcaciones de codimensión uno, relacionadas con la aparición
de un valor propio cero, han sido ampliamente estudiadas y caracterizada, las cuales corres-
ponden a tres tipos de bifurcaciónes: nodo-silla, transcŕıtica y horquilla. En las bifuraciones
de codimensión dos, se distingue la bifurcación Takens-Bogdanov, cero-Hopf y Hopf-Hopf,
también ampliamente estudiadas, mientras que las bifuraciones de codimensión mayor a dos,
son bifuraciones que hasta el momento no han sido caracterizadas y por lo tanto existen po-
cos resultados entorno a ellas. Sin embargo, exiten algunos intentos por caracterizar algunas
bifurcaciones de codimensión tres, particularmente, la bifurcación triple cero, la cual ocurre
cuando la matriz Jacobiana tiene tres valores propios iguales a cero. Fue Durmortir quien
dio comienzo al estudio de esta bifurcación (ver [21], [23], [24]), mostrando que la bifurcación
cero-Hopf y Takens-Bogdanov se encontraban en su desdoblamiento. Un año más tarde, Freire
et al. [19] presenta otro desdoblamiento de la bifurcación triple cero. Sin embargo, el análisis
parcial que ellos presentan revelan la complejidad de los comportamientos de las soluciones
que se encuentran dentro de esta bifurcación.

En este trabajo abordamos el estudio de la bifurcación k cero, la cual ocurre cuando la
parte lineal del campo vectorial tiene un valor propio cero de multiplicidad k y el resto parte
real diferente de cero. El caso k = 2 es conocido como la bifurcación Takens-Bogdanov, la
cual fue estudiada, independientemente, por Takens [28] y Bognadov [58]. Partiendo de un
campo vectorial n-dimensional m-parametrizado, mostramos un teorema donde se establecen
las condiciones sobre el campo vectorial para asegurar la existencia una bifurcación k cero.
El análisis complejo que muestran las bifuraciciones de codimensión k ≥ 3 hace que por el
momento no se tenga un diagrama de bifurcación, al menos para la bifuración triple cero,
por el cual, conviene mencionar que nuestro trabajo no tiene como objetivo el análisis de
bifurcación, si no más bien, establecer un resultado que caractice la ocurrencia de bifuraciones
de codimensión k. Por otro lado, hacemos notar que, cuando se presente un diagrama completo
para la bifurcación triple cero, el resultado que presentamos en este trabajo servirá como medio
para realizar análisis de bifurcación.

Con las ideas anterior, se presenta a continuación la estructura que organiza este trabajo.

En el caṕıtulo 1 se establece el objetivo principal de este trabajo junto con algunos concep-
tos útilices para llevar a cabo una simplificación significativa en el desarrollo de los caṕıtulos
posteriores. En el caṕıtulo 2 se utiliza la teoŕıa de la dinámica sobre la variedad central para
reducir el problema de bifurcación, limı́tando el análisis a la dinámica sobre la variedad cen-
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tral. Aunque las técnicas para determinar dicha dinámica sugieren la implementación de una
serie de cambios de coordenadas, en este trabajo, utilizamos solo un cambio de coordenadas
que nos llevó directamente a la dinámica sobre la variedad central.

En el caṕıtulo 3 se calcula una forma normal y se presenta una conjetura que sugiere una
estructura de una forma normal para k ≥ 2, aunque no se demuestra formalmente el resultado
si se presenta un código que se puede utilizar como medio para calcular los coeficientes de
dicha forma normal. Partiendo de la forma normal, en el caṕıtulo 4 se presenta un análisis para
obtener una deformación versal para la bifurcación k cero. Dicho análisis se sigue teniendo
como base la técnica utilizada en [48]. En el mismo caṕıtulo se logran dar expĺıcitamente las
k direcciones de desdoblamiento para desdoblar la bifurcación k cero. Terminamos el caṕıtulo
4 estableciendo el teorema principal de este trabajo.

Finalizamos este trabajo mostrando un modelo para exhibir la aplicación del teorema prin-
cipal. El modelo empleado para tal objetivo es conocido como el sistema de Rössler el cual
está ampliamente estudiado en la literataura (ver [4], [19], [37], [47], [51], [50]). Para este siste-
ma se calculan las tres direcciones de desdoblamiento y se utilizan para llevar acabo un anális
de bifurcación utilizando el diagrama de bifurcación para la bifurcación Takens-Bogdanov.
Se presentan las superficies en el espacio de los parámetros donde el sistema de Rössler ex-
perimenta una bifuración silla-nodo y Takenes-Bogdanov. Además se logra caracterizar dos
puntos en el espacio de los parámetros donde el sistema experimenta una bifurcación triple
cero.
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Caṕıtulo 1

Planteamiento del problema

Consideremos el campo vectorial m-parametrizado

ẋ = F (x, µ), (1.1)

donde x ∈ Rn, µ ∈ Rm con m ≥ k ≥ 2 y F ∈ Cr, r ≥ 2.

A lo largo de este trabajo, suponemos que existe (x0, µ0) ∈ Rn × Rm, tal que se verifican
las siguientes hipótesis:

H1) F (x0, µ0) = 0,

H2) DF (x0, µ0) es similar a J =

(
J0 0
0 J1

)
,

donde J0 =


0 1

0
. . .
. . . 1

0


k×k

y σ (J1) = {Re (λj) 6= 0, para j = k + 1, ..., n} .

A vista de la matriz J0, en esta tesis consideramos el caso no semisimple, el cual hace
referencia a la multiplicidad geométrica del valor propio λ = 0, es decir, supondremos que la
multiplicidad geométrica del valor propio λ = 0 es uno. Por otro lado, llamaremos a H1) y
H2) hipótesis de no hiperbolicidad. Para el caso k = 2, es conocido que las hipótesis de no
hiperbolicidad proporcionan un primer escenario para la ocurrencia de la bifurcación Takens-
Bogdanov (ver [12] ). De forma similar, en esta tesis, dichas hipótesis nos provee un ambiente
para la ocurrencia de la bifurcación k cero.

Los resultados sobre el análisis de bifurcación del campo vectorial (1.1), parten en general,
de la forma canónica de Jordan de este campo vectorial (ver [44], [64]). Por tal motivo,
nuestro enfoque inicial es expresar la parte lineal del campo (1.1) en su forma de Jordan. Para
lograr esto recurrimos al vector propio y vectores propios generalizados asociados a la matriz
DF (x0, µ0), los cuales se defininen a continuación.

1



2 Planteamiento del problema

Llamaremos a v1 el vector propio, y v2, . . . , vk los vectores propios generalizados deDF (x0, µ0)
correspondientes al valor propio λ = 0. Sea ahora V0 = (v1, v2, ..., vk) ∈ Rn×k la matriz que se
construye con el vector propio y los generalizados. Como consecuencia de la construcción ante-
rior, sea P0 ∈ Rn×(n−k) la matriz que contiene los vectores propios (incluyendo generalizados)
asociados a la matriz J1.

La manera de proceder usando las matrices V0 y P0, es la siguiente: definimos P =

(V0 P0 ) ∈ Rn×n, luego, de la teoŕıa de formas de Jordan, existe P−1 =

(
W0

Q0

)
donde

W0 ∈ Rk×n, P0 ∈ Rn−k×n y W0 =

w
T
1
...
wTk

, tal que

P−1DF (x0, µ0)P = J =

(
J0 0
0 J1

)
. (1.2)

Hacemos notar que por simplicidad definimos A = DF (x0, µ0).

A la vista de la expresión que adopta W0, el siguiente lema caracteriza los elementos wi,
para i = 1, ..., k.

Lema 1. wk es el vector propio izquierdo y w1, ..., wk−1 son los vectores propios izquierdos
generalizados de A correspondiente al valor propio λ = 0, es decir,

W0A = J0W0.

Demostración. Es claro que

P−1AP = J ⇔ P−1A = JP−1 ⇔
(
W0A
Q0A

)
=

(
J0W0

J1Q0

)
.

De aqúı se deduce que

W0A = J0W0 ⇔


wT1 A

...
wTk−1A
wTk A

 =


wT2
...
wTk
0

 .

Esto finaliza la demostración.

A continuación se establece un resultado que tiene como base la identidad (1.2). Conviene
mencionar que algunas expresiones presentadas en los caṕıtulos posteriores son posibles gracias
a la gran variedad de identidades que se desprenden de (1.2). Por otro lado, se aclara que
Ik ∈ Rk×k, de manera similar In−k ∈ R(n−k)×(n−k).
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Lema 2. Se verifican las siguientes identidades

W0AV0 = J0,

W0AP0 = 0,

Q0AV0 = 0,

Q0AP0 = J1,

y

W0V0 = Ik,

W0P0 = 0,

Q0V0 = 0,

Q0P0 = In−k.

Demostración. A partir de (1.2) es inmediato que

P−1AP =

(
J0 0
0 J1

)
⇔

(
W0

Q0

)
A
(
V0 P0

)
=

(
J0 0
0 J1

)
.

Por tanto (
W0AV0 W0AP0

Q0AV0 Q0AP0

)
=

(
J0 0
0 J1

)
.

Las otras propiedades se evidencian al considerar que P−1P = I, pues(
W0

Q0

)(
V0 P0

)
= I ⇔

(
W0V0 W0P0

Q0V0 Q0P0

)
= I.

Si hacemos la descomposición adecuada para la matriz I, tenemos(
W0V0 W0P0

Q0V0 Q0P0

)
=

(
Ik 0
0 In−k

)
.

El resultado se sigue.

A efectos de reducir la dimensión de un problema de bifurcación, el teorema de la variedad
central y la hipótesis de no hiperbolicidad implican la existencia de una variedad central k-
dimensional m-parametrizada en x = x0 y µ ≈ µ0. En el caṕıtulo 2 se calcula la dinámica
sobre la variedad central del sistema (1.1) truncada hasta orden dos. La justificación de dicho
truncamiento se menciona con detalle posteriormente.

Aunque es conocido que la dinámica sobre la variedad central se obtiene siguiendo una
serie de cambio de coordenadas, conviene mencionar que las expresiones obtenidas, podŕıan
ser algo tediosas de manipular. En el caṕıtulo 2 se exhiben tales expresiones, las cuales pueden
reescribirse de una forma simple al considerar la siguiente definición.

Definición 1. Consideremos ν ∈ Rn1, ν =

 ν1
...
νn1

, Q =

q
T
1
...
qTr

 con qj ∈ Rn1 para j = 1, ..., r,

y R =

 R1
...

Rn1

 con Ri ∈ Rm1×m2.



4 Planteamiento del problema

a) ν • R =
∑n1

i=1 νiRi ∈ Rm1×m2.

b) Q • R =

q1 • R...
qr • R

.

c) For U ∈ Rm1×k1, V ∈ Rm2×k2, R(U, V ) = UTRV =

 UTR1V
...

UTRn1V

.

El resultado principal obtenido en el caṕıtulo 2 se menciona en la siguiente proposición.
Su demostración se detalla en el mismo caṕıtulo.

Proposición. Supongamos que el sistema (1.1) satisface las hipótesis de no-hiperbolicidad
H1) y H2) en el punto de equilibrio (x0, µ0). Entonces, la dinámica sobre la variedad central
m-parametrizada k-dimensional en el punto de equilibrio, está dada por

ẏ1 = J0y1 +N0β + βTR0y1 +
1

2
yT1R1y1 + · · · , (1.3)

donde y1 = W0(x− x0), β = µ− µ0, y

N0 = W0Fµ(x0, µ0),

R0 =
(
W0 •

(
Fµx(x0, µ0)−

(
P0J

−1
1 Q0Fµ(x0, µ0)

)T
D2F (x0, µ0)

))
V0, (1.4)

R1 =
(
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0).

El objetivo principal que nos hemos marcado en esta tesis es encontrar condiciones su-
ficientes sobre el campo vectorial F , tal que la dinámica sobre la variedad central (1.3) es
localmente topológicamente equivalente a la deformación versal

ż1 = z2,
...

żk−1 = zk,
żk = ε1 + ε2z2 + · · ·+ εkzk + g2(z),

(1.5)

donde g2(z) = a11z
2
1 + · · · , es un polinomio homogéneo cuadrático, con a11 6= 0.

La estructura para g2(z) se determina en el caṕıtulo 3. La demostración de la deformación
versal (1.5) se detalla en el caṕıtulo 4, y tiene como base las ideas presentadas en [49] and
[48].

Observación 1. Es importante mencionar que, para la bifurcación Takens-Bogdanov (k = 2),
bajo una condición genérica, la dinámica sobre la variedad central está determinada por el
sistema (1.3) truncado hasta orden dos, esto es, el sistema (1.3) y su truncamiento hasta orden
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dos son topológicamente equivalentes. Por lo tanto, en [12] los autores prueban la equivalencia
entre (1.3) y (1.5) para k = 2. Sin embargo, para k ≥ 3, aún no se ha demostrado que la
dinámica sobre la variedad central esté determinada por su truncamiento hasta orden dos. En
este trabajo imponemos la condición H0), la cual supone que la dinámica sobre la variedad
central está determinada por el truncamiento hasta orden dos. A esta condición la llameremos
condición de determinación.

H0) Bajo condiciones de no degeneracidad, la dinámica sobre la variedad central (1.3) está de-
terminada por

ẏ1 = J0y1 +N0β + βTR0y1 +
1

2
yT1R1y1,

donde N0, R0 y R1 son definidos en (1.5).

Observación 2. Para k = 2, la condición genérica es:(
w2 •D2F (x0, µ0)

)
(v1, v1) 6= 0.

En el siguiente teorema establecemos las condiciones sobre el campo F para lograr el
objetivo principal de esta tesis. Dicho resultado se demuestra en los caṕıtulo posteriores.

Hacemos notar que la hipótesis H0) no es una condición impuesta para el campo F , por
tal motivo no se considera en el siguiente resultado.

Teorema. (El teorema de la bifurcación k-cero)
Consideremos el campo vectorial

ẋ = F (x, µ),

donde x ∈ Rn, µ ∈ Rm con m ≥ k y F ∈ Cr, r ≥ 2. Supongamos que existe (x0, µ0) ∈ Rn×Rm,
tal que

H1) F (x0, µ0) = 0,

H2) DF (x0, µ0) es similar a J =

(
J0 0
0 J1

)
, (no hiperbolicidad)

H3)
(
wk •D2F (x0, µ0)

)
(v1, v1) 6= 0, (no degeneracidad)

H4) Existe una matriz de rango máximo D0 =

 dT1
...
dTk

 ∈ Rk×m, donde ε = D0(µ − µ0).

(transversalidad)

Entonces, la dinámica sobre la variedad central (1.3) en (x0, µ0) es localmente topológicamente
equivalente a la deformación versal (1.5).



6 Planteamiento del problema

Aunque quedó establecido el objetivo de esta tesis y con ello el resultado principal, conviene
mencionar algunos detalles que nos encaminarán a establecer una relación entre los parámetros
del sistema (1.1) y el sistema (1.5).

El estudio de la equivalencia topológica nos lleva a la obtención de los vectores d1, d2, . . . , dk.
Tales vectores serán llamados vectores de desdoblamiento de la bifurcación k cero, los cuales
supondremos que son linealmente independientes. La indepencia lineal se sigue de la condición
de tranversalidad, establecida en el Teorema 1. Los vectores de desdoblamiento son esenciales
porque desdoblarán la bifurcación k cero, es decir, nos permitirán establecer una relación entre
los parámetros del sistema (1.1) y los parámetros del sistema (1.5).

La relación entre los parámetros ε y µ se lleva acabo mediante la transformación conside-
rada en la siguiente observación.

Observación 3. La transformación T : Rm → Rk, dada por las direcciones de desdoblamiento

T (µ) = D0(µ− µ0), (1.6)

nos da una aproximación del diagrama de bifurcación en el espacio original de parámetros.

Por ejemplo, para la bifurcación Takens-Bogdanov (k = 2), la deformación versal está dada
por

ż1 = z2,

ż2 = ε1 + ε2z2 + az21 + bz1z2.
(1.7)

Para este caso, la transformación T : Rm → R2, está definida por

T (µ) =

(
dT1 (µ− µ0)
dT2 (µ− µ0)

)
. (1.8)

De modo que las ecuaciones

ε1 = 0,

ε1 + ε22 + · · · = 0, y ε2 ≥ 0,

ε1 +
49

25
ε22 + · · · = 0, y ε2 ≥ 0,

(1.9)

representan curvas de bifurcación silla-nodo, Hopf y homocĺınica respectivamente para la
deformación versal (1.7), con a = b = 1 (ver [44]). Entonces, de la transformación (1.8),
ε1 = dT1 (µ− µ0) y ε2 = dT2 (µ− µ0), las ecuaciones

dT1 (µ− µ0) = 0,

dT1 (µ− µ0) + (µ− µ0)Td2dT2 (µ− µ0) + · · · = 0, and dT2 (µ− µ0) ≥ 0,

dT1 (µ− µ0) +
49

25
(µ− µ0)Td2dT2 (µ− µ0) + · · · = 0, and dT2 (µ− µ0) ≥ 0,

representan hipersuperficies de bifurcación silla-nodo, Hopf y homocĺınica, respectivamente,
en el espacio de parámetros original del sistema (1.1).



Caṕıtulo 2

Dinámica sobre la variedad central

Encontrar condiciones generales sobre un campo F , tal que, exista una equivalencia topólo-
gica entre su variedad central y una deformación dada, como lo establece el objetivo principal
de esta tesis, nos conduce al estudio de un problema de bifurcación. Es conocido que, en ge-
neral, el estudio de algunos problemas de bifurcación de campos vectoriales, es un problema
complicado. Sin embargo, un primer intento para entender este tipo de problema, consiste en
simplificar el problema tanto como sea posible sin que el comportamiento dinámico del campo
vectorial cambie.

En la literatura existen técnicas para lograr tal simplificación, la primera de ellas es la
teoŕıa de la variedad central y la segunda es la teoŕıa de formas normales. Esta segunda
técnica se analiza con más detalle en el caṕıtulo 3.

En este caṕıtulo se aprovecha la primera técnica de simplificación, la teoŕıa de la variedad
central, y se toma como inicio para simplificar el campo vactorial. Esta teoŕıa nos provee una
medio para reducir la dimensión del espacio de los estados proyectando la dinámica sobre una
variedad llamada variedad central, la cual se corresponde con los valores propios con parte
real nula, además, es conocido (ver [11]) que es suficiente restringir el analisis de bifurcación
al flujo de la variedad central.

Consideremos el campo vectorial m-parametrizado

ẋ = F (x, µ), (2.1)

donde x ∈ Rn, µ ∈ Rm con m ≥ k y F ∈ Cr, r ≥ 2.

Es conocido que existen cambios de coordenadas y parámetros para expresar (2.1) en su
forma de Jordan, de ese modo, utilizando la teoŕıa de la variedad central es posible determinar
la dinámica sobre dicha variedad. Aunque en la literatura el método usual para determinar
la dinámica sobre la variedad central consiste en utilizar varios cambios de coordenadas, vale
la pena mencionar que en esta tesis se utilizan las propiedades exhibidas en el lema 2 para
determinar de una manera sencilla la dinámica mediante un cambio de coordenadas.

Proposición. Supongamos que el sistema (2.1) satisface las hipótesis de no hiperbolicidad
H1) y H2) en el punto de equilibrio (x0, µ0). Entonces, la dinámica sobre la variedad central
m-parametrizada k-dimensional en el punto de equilibrio, está dada por

ẏ1 = J0y1 +N0β + βTR0y1 +
1

2
yT1R1y1 + · · · , (2.2)

7



8 Dinámica sobre la variedad central

donde y1 = W0(x− x0), β = µ− µ0, y

N0 = W0Fµ(x0, µ0),

R0 =
(
W0 •

(
Fµx(x0, µ0)−

(
P0J

−1
1 Q0Fµ(x0, µ0)

)T
D2F (x0, µ0)

))
V0,

R1 =
(
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0).

Demostración. Para expresar el campo vectorial (2.1) en su forma de Jordan, recurrimos a la
serie de Taylor del campo al rededor del punto no hiperbólico (x0, µ0). De esta forma

F (x, µ) =DF (x0, µ0)(x− x0) + Fµ(x0, µ0)(µ− µ0)

+ Fµx(x0, µ0)(µ− µ0, x− x0) +
1

2
D2F (x0, µ0)(x− x0, x− x0) + · · ·

(2.3)

El cambio de coordenadas utilizado para determinar de manera directa, la dinámica sobre
la variedad central, viene dado por

x =H(y) = x0 + V0y1 −Kβ + P0y2,

µ =µ0 + β,
(2.4)

donde

K = P0J
−1
1 Q0Fµ(x0, µ0), (2.5)

con P0 y Q0 definidas en el caṕıtulo 1.

Derivando (2.4) obtenemos

ẋ = V0ẏ1 + P0ẏ2.

Luego,

W0ẋ = W0V0ẏ1 +W0P0ẏ2,

Q0ẋ = Q0V0ẏ1 +Q0P0ẏ2.
(2.6)

Del lema 2, W0P0 = Q0V0 = 0 y W0V0 = Q0P0 = I, entonces

ẏ1 = W0ẋ|H(y),

ẏ2 = Q0ẋ|H(y).
(2.7)
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Para determinar ẋ|H(y) se sustituye (2.4) en (2.3). Es decir

ẋ|H(y) = A (V0y1 −Kβ + P0y2) + Fµ(x0, µ0)β

+βTFµx(x0, µ0) (V0y1 −Kβ + P0y2)

+
1

2
(V0y1 −Kβ + P0y2)

T D2F (x0, µ0) (V0y1 −Kβ + P0y2) + · · · ,

= AV0y1 + (Fµ(x0, µ0)−AK)β +AP0y2

+βT
(
Fµx(x0, µ0)−KTD2F (x0, µ0)

)
V0y1

+βT
(
Fµx(x0, µ0)−KTD2F (x0, µ0)

)
P0y2 +

1

2
D2F (x0, µ0)(V0y1, V0y1)

+D2F (x0, µ0)(V0y1, P0y2) +
1

2
D2F (x0, µ0)(P0y2, P0y2) + · · · .

Distribuyendo correctamente las expresiones y utilizando adecuadamente las identidades
del lema 2, se resumen las siguientes expresiones

W0ẋ|H(y) =J0y1 +W0Fµ(x0, µ0)β +W0

(
βT
(
Fµx(x0, µ0)−KTD2F (x0, µ0)

)
V0y1

)
+W0

(
βT
(
Fµx(x0, µ0)−KTD2F (x0, µ0)

)
P0y2

)
+W0

(
1

2
D2F (x0, µ0)(V0y1, V0y1)

)
+W0

(
D2F (x0, µ0)(V0y1, P0y2)

)
+W0

(
1

2
D2F (x0, µ0)(P0y2, P0y2)

)
+ · · · ,

(2.8)

De manera similar, las propiedades del lema 2 muestran que

Q0ẋ|H(y) =J1y2 +Q0 (Fµ(x0, µ0)−AK)β +Q0

(
βT
(
Fµx(x0, µ0)−KTD2F (x0, µ0)

)
V0y1

)
,

+Q0

(
βT
(
Fµx(x0, µ0)−KTD2F (x0, µ0)

)
P0y2

)
,

+Q0

(
1

2
D2F (x0, µ0)(V0y1, V0y1)

)
+Q0

(
D2F (x0, µ0)(V0y1, P0y2)

)
,

+Q0

(
1

2
D2F (x0, µ0)(P0y2, P0y2)

)
+ · · · .

Resumiendo la expresión anterior, se tiene que

Q0ẋ|H(y) = J1y2 +Q0 (Fµ(x0, µ0)−AK)β +O(|β, y1, y2|2).

Obsérvese que

Q0 (Fµ(x0, µ0)−AK) = Q0

(
Fµ(x0, µ0)−A

(
P0J

−1
1 Q0Fµ(x0, µ0)

))
,

= Q0Fµ(x0, µ0)−Q0AP0J
−1
1 Q0Fµ(x0, µ0),

= Q0Fµ(x0, µ0)− J1J−11 Q0Fµ(x0, µ0),

= Q0Fµ(x0, µ0)−Q0Fµ(x0, µ0) = 0,



10 Dinámica sobre la variedad central

por lo tanto,

Q0ẋ|H(y) = J1y2 +O(|β, y1, y2|2).

Con el objetivo de simplificar las expresiones dadas en (2.8) utilizamos la definición 1,
pues esta contribuye a reescribir de una forma compacta tales expresiones. Por la estrucura
de W0, se sigue que

W0

[
D2F (x0, µ0)(V0y1, V0y1)

]
=

w
T
1
...
wTk

D2F (x0, µ0)(V0y1, V0y1)

=

 wT1
(
D2F (x0, µ0)(V0y1, V0y1)

)
...

wTk
(
D2F (x0, µ0)(V0y1, V0y1)

)


(2.9)

Ahora, considerando que wTi = (wi1 · · · win ) para i = 1, 2, ..., k, se tiene la siguiente
reestructuración

wTi
[
D2F (x0, µ0)(V0y1, V0y1)

]
= (wi1 · · · win )

 yT1 V
T
0 D

2F1(x0, µ0)V0y1
...

yT1 V
T
0 D

2Fn(x0, µ0)V0y1

 ,

= Σn
j=1wij

(
yT1 V

T
0 D

2Fj(x0, µ0)V0y1
)
,

= yT1 V
T
0

(
Σn
j=1wijD

2Fj(x0, µ0)
)
V0y1,

= yT1 V
T
0

((
wi •D2F (x0, µ0)

))
V0y1,

= yT1
((
wi •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0)

)
y1.

Lo anterior permite expresar (2.9) de la siguiente forma

W0

[
D2F (x0, µ0)(V0y1, V0y1)

]
=

 yT1
((
w1 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0)

)
y1

...
yT1
((
wk •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0)

)
y1

 ,

= yT1
((
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0)

)
y1.

De manera similar, se obtiene la equivalencia de las siguientes expresiones

W0

(
D2F (x0, µ0)(P0y2, P0y2)

)
= yT2

[(
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(P0, P0)

]
y2,

W0

(
D2F (x0, µ0)(V0y1, P0y2)

)
= yT1

[(
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, P0)

]
y2,

W0

(
βT (Fµx(x0, µ0))P0y2

)
= βT [W0 • (Fµx(x0, µ0))P0] y2.

Es evidente entonces que (2.7) puede reescribirse como

ẏ1 = J0y1 +N0β + βTR0y1 + βTS0y2 +
1

2
yT1R1y1 + yT1R2y2 +

1

2
yT2R3y2 + · · · ,

ẏ2 = J1y2 +O(|β, y1, y2|2),
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donde

N0 = W0Fµ(x0, µ0),

R0 =
(
W0 •

(
Fµx(x0, µ0)−

(
P0J

−1
1 Q0Fµ(x0, µ0)

)T
D2F (x0, µ0)

))
V0,

S0 =
(
W0 •

(
Fµx(x0, µ0)−

(
P0J

−1
1 Q0Fµ(x0, µ0)

)T
D2F (x0, µ0)

))
P0,

R1 =
(
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0),

R2 =
(
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, P0),

R3 =
(
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(P0, P0).

El siguiente paso es utilizar el Teorema de la Variedad Central, el cual nos asegura que
existe una variedad central y2 = g(β, y1) = O(|β, y1|2).

Conviene aclarar que por la condición H0) sólo nos interesan los términos cuadráticos en
la dinámica. Entonces, no es necesario calcular la variedad central y2 = g(β, y1).

De este modo, la dinámica sobre la variedad central está dado por

ẏ1 = J0y1 +N0β + βTR0y1 +
1

2
yT1R1y1 + · · · .
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Caṕıtulo 3

Forma normal

Dado el campo vectorial

ẋ = F (x, µ). (3.1)

Se sabe, del caṕıtulo 2, que la dinámica sobre la variedad central del campo (3.1), truncada
hasta orden dos, está dada por el campo vectorial

ẏ1 = J0y1 +N0β + βTR0y1 +
1

2
yT1R1y1. (3.2)

Dado que la dimensión de la variedad central es k, con k < n, esto simplifica el problema
de determinar el comportamiento cualitativo del campo vectorial (3.1) cerca del punto de
equilibrio (x0, µ0). Sin embargo, analizar este problema podŕıa ser una tarea dif́ıcil. Por tal
motivo, para estudiar la dinámica del campo (3.2) es conveniente expresar dicha dinámica de
la forma más simple.

Una herramienta utilizada en el marco de los sistemas no lineales, es la teoŕıa de formas
normales. Esta teoŕıa nos proporciona un método para simplificar el campo (3.2). La idea
principal del método consiste en definir un cambio de coordenadas en una vecindad del punto
de equilibrio (0, 0), tal que, la expresión anaĺıtica del campo (3.2) se tan sencilla como sea
posible, en el sentido de que, mediante el cambio de coordenadas es posible eliminar los
términos que no son esenciales en el comportamiento dinámico del campo. Se sabe que la
estructura de la forma normal está determinada completamente por la parte lineal del campo
vectorial (3.2) (ver [59]). De esta manera, se obtiene un sistema canónico que representa una
clase amplia de sistemas, desechando los términos no esenciales. A la expresión simplificada
bajo el cambio de coordenadas se le conoce como forma normal (ver [44] y [59]).

Existe un vasto estudio sobre formas normales, algunas referencias que siguen el desarrollo
de este concepto son [44], [1], [59] y [14].

En términos generales, la forma normal de un sistema de ecuaciones diferenciales es el
elemento más simple de una clase de equivalencia de sistemas diferenciales que poseen el
mismo comportamiento cualitativo. Por ello, en la siguiente sección establecemos cambios
de coordenadas tal que la expresión anaĺıta de la dinámica sobre la variedad central pueda
simplificarse.

13
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3.1. Términos cuadráticos

De acuerdo a la hipótesis H0), la dinámica (3.2) está determinada por sus términos
cuadráticos. Para simplificar estos términos consideremos el siguiente cambio de coordena-
das

y1 = h(z) = z +
1

2
zTL2z, (3.3)

donde L2 =

 L21
...
L2k

, con L2j ∈ Rk×k, para j = 1, 2, . . . , k.

El objetivo principal en esta sección es encontrar L2 tal que, el cambio de coordenadas
(3.3) simplifica los términos cuadráticos en el sistema

ẏ1 = J0y1 +
1

2
yT1R1y1. (3.4)

Lema 3. El cambio de coordenadas (3.3) transforma (3.4) en

ż = J0z +
1

2
zT R̃1z,

donde

R̃1 = R1 + L2 − 2L2J0, y L2 =


L22

...
L2k

0

 .

Demostración. Usando la regla de la cadena, derivamos (3.3), entonces

ẏ1 =
(
I + zTL2

)
ż ⇔ ż =

(
I + zTL2

)−1
ẏ1|y1=h(z).

Dado que el cambio de coordenadas (3.3) tiene inversa en una vecindad del origen, esto

es, para |z| ≈ 0, la matriz inversa
(
I + zTL2

)−1
puede expresarse como

(
I + zTL2

)−1
= I − zTL2 + ..., (3.5)

entonces el sistema ż =
(
I + zTL2

)−1
ẏ1 puede escribirse como

ż =
(
I − zTL2 + ...

)
ẏ1|y1=h(z). (3.6)
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Por otro lado

ẏ1|y1=h(z) = J0h(z) +
1

2
h(z)TR1h(z),

= J0

(
z +

1

2
zTL2z

)
+

1

2

(
z +

1

2
zTL2z

)T
R1

(
z +

1

2
zTL2z

)
,

= J0z +
1

2
J0z

TL2z +
1

2
zTR1z.

Reescribimos la expresión J0z
TL2z de la siguiente manera

J0z
TL2z =


0 1

0
. . .
. . . 1

0


 zTL21z

...
zTL2kz

 =


zTL22z

...
zTL2kz

0

 ,

= zT


L22

...
L2k

0

 z = zTL2z.

Se concluye entonces que

ẏ1|y1=h(z) = J0z +
1

2
zT
(
R1 + L2

)
z + · · · ,

entonces, (3.6) se reescribe de la siguiente manera

ż =
(
I − zTL2 + ...

)
ẏ1|y1=h(z),

=
(
I − zTL2 + ...

)(
J0z +

1

2
zT
(
R1 + L2

)
z + · · ·

)
,

= J0z +
1

2
zT
(
R1 + L2 − 2L2J0

)
z + · · · .

= J0z +
1

2
zT R̃1z + · · · .

En el análisis anterior obtuvimos una serie de simplificaciones las cuales nos llevan a
concluir que el término cuadrático yT1R1y1, bajo el cambio de coordenadas (3.3), se transforma
en zT

(
L2 +R1 − 2L2J0

)
z. Dado que L2 es desconocido, se busca L2 para simplificar la

expresión L2 +R1 − 2L2J0.
La simplificación del término cuadrático R̃1 sugiere definir la siguiente función.

Sea G : Rk×k → Rk×k dada por G(X) = XJ0 +JT0 X, para XT = X. G satisface las siguientes
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propiedades

P1) G(X + Y ) = G(X) +G(Y ),

P2) Gr(X) = (G · . . . ·G)(X) = Σr
i=0

(
r
i

)(
JT0
)i
XJr−i0 ,

P3) eT1G
r(X)e1 = 0, para r = 1, . . . , k, .

(3.7)

donde e1 = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Rk.
La demostración de las propiedades P1) y P3) son directas, mientras que la propiedad P2)

puede probarse por inducción matemática.

La siguiente observación es útil para la demostración del siguiente lema, el cual establece
la existencia de una una forma cuadrática g2(z) la cual queda determinada por el tensor R̃1.

Observación 4. Dado J0 ∈ Rk×k y L2 ∈ Rk×(k×k) se sigue que

L2J0 =

 L21
...
L2k

 J0 =

 L21J0
...

L2kJ0

 ,

JT0 L2 = JT0

 L21
...
L2k

 =

 JT0 L21
...

JT0 L2k

 .

Lema 4. Existe L2 tal que 1
2z
T R̃1z =


0
...
0

g2(z)

, donde g2(z) = a11z
2
1 + · · · , con a11 =

1
2

(
wk •D2F (x0, µ0)

)
(v1, v1).

Demostración. Es conocido que si M es una matriz cuadrada, entonces

xTMx =
1

2
xT (M +MT )x. (3.8)

Se aclara que R1 = RT1 , similarmente L2 = LT2 , pues tanto R1 como L2 son tensores de

matrices asociadas a una forma cuadrática. Esto permite concluir que L2 = LT2 . Sin embargo,
es claro que R̃1 carece de esta propiedad, pues el término L2J0 no es simétrico, como lo
muestra el siguiente análisis

(L2J0)T =


 L21J0

...
L2kJ0



T

=

 (L21J0)
T

...

(L2kJ0)
T

 =

 JT0 L21
...

JT0 L2k

 ,

= JT0

 L21
...
L2k

 = JT0 L2.
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Se sigue de (3.8)

zT R̃1z =
1

2
zT
(
R̃1 + R̃T1

)
z,

=
1

2
zT
(
L2 +R1 − 2L2J0 + L2 +R1 − 2JT0 L2

)
z,

=
1

2
zT
(
2L2 + 2R1 − 2L2J0 − 2JT0 L2

)
z,

= zT
(
R1 + L2 − L2J0 − JT0 L2

)
z,

= zTR1z,

Si definimos R1 =

 R11
...

R1k

 y R1 =

 R11
...

R1k

, entonces, se desprenden las siguientes

ecuaciones

R1 = R1 + L2 − L2J0 − JT0 L2,

=


R11 + L22 − L21J0 − JT0 L21

R12 + L23 − L22J0 − JT0 L22
...
R1,k−1 + L2k − L2,k−1J0 − JT0 L2,k−1
R1k − L2kJ0 − JT0 L2k

 =


R11

R21
...

R1k−1
R1k

 .

Claramente, es posible determinar L2i para i = 2, . . . , k tal que R1j = 0 para j =
1, 2, . . . , k − 1, es decir, dado que en el tensor L2 cada matriz L2i representa una matriz
de parámetros libres, se emplea esa libertad para anular los primeros k−1 términos del tensor
R1. Dicho en términos algebraicos

R11 + L22 − L21J0 − JT0 L21 = 0,

R12 + L23 − L22J0 − JT0 L22 = 0,

... (3.9)

R1,k−1 + L2k − L2,k−1J0 − JT0 L2,k−1 = 0.

Está claro que (3.9) se tienen al considerar las siguientes elecciones para cada L2r con
r = 2, . . . , k

L22 = L21J0 + JT0 L21 −R11,

L23 = L22J0 + JT0 L22 −R12,

... (3.10)

L2k = L2,k−1J0 + JT0 L2,k−1 −R1,k−1.
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Estas elecciones nos lleva a simplificar el tensor R1. De (3.10) se sigue que

R1 =


0
0
...
0

R1k

 .

Por otro lado, de manera natural definimos g2(z) = 1
2z
TR1kz. Se tiene entonces la siguiente

equivalencia

1

2
zT R̃1z =

1

2
zT


0
...
0

R1k

 z =


0
...
0

1
2z
TR1kz

 =


0
...
0

g2(z)

 .

El análisis anterior demuestra la existencia de la forma cuadrática g2(z). Esto demuestra
la primera parte del resultado.

A continuación se demuestra la estructura general para el coeficiente a11.

Las propiedades establecidas en (3.7), que caracteriza a la función G, nos conducen a
reescribir (3.10) de la siguiente manera

L22 = G(L21)−R11,

L23 = G(L22)−R12 = G2(L21)−G(R11)−R12,

...

L2k = G(L2,k−1)−R1,k−1,

= Gk−1(L21)−Gk−2(R11)− · · · −G(R1,k−2)−R1,k−1,

R1k = R1k −G(L2k),

= R1k +G(R1,k−1) + · · ·+Gk−1(R11)−Gk(L21). (3.11)

El análisis anterior nos aporta una estructura general de R1k. Aunque L21 es desconocida
y por ello representa una matriz de parámetros libres, se observa que g2(z) está determinada
por R1k.

Para probar la estructura de a11 es necesario identificar los elementos de R1. En conse-
cuencia, de la Proposición 1.

R1 =
(
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0) =


(
w1 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0)(

w2 •D2F (x0, µ0)
)

(V0, V0).
...(

wk •D2F (x0, µ0)
)

(V0, V0)

 =

 R11
...

R1k

 .
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Hemos de hacer notar queR1i ∈ Rk×k para i = 1, 2..., k. En particularR1k =
(
wk •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0).

Utilizando la definición 1 es posible disponer de los elementos de R1k. Dado que V0 =(
v1 v2 · · · vk

)
R1k =

(
wk •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0),

=


(
wk •D2F (x0, µ0)

)
(v1, v1) · · ·

(
wk •D2F (x0, µ0)

)
(v1, vk)

...
...(

wk •D2F (x0, µ0)
)

(vk, v1) · · ·
(
wk •D2F (x0, µ0)

)
(vk, vk)

 .

El coeficiente a11 queda determinado por la matriz R1k. Esto es, debido a la propiedad
P3) establecida en (3.7), es sencillo verificar que

a11 =
1

2
eT1R1ke1 =

1

2
eT1

(
R1k +G(R1,k−1) + · · ·+Gk−1(R11)−Gk(L21)

)
e1,

=
1

2
eT1R1ke1 =

1

2

(
wk •D2F (x0, µ0)

)
(v1, v1).

Esto finaliza la demostración.

Observación 5. Bajo las hipótesis de no hiperbolicidad, H1) y H2), el lema 4 nos proporciona
un método general para simplificar los términos cuadráticos sobre la variedad central del campo
vectorial (3.1).

Con la demostración de Lema 4 se tiene que es posible determinar una forma normal para
el campo vectorial dado en la proposición 1. Esto nos lleva a deducir que es posible establecer
una equivalencia topológica entre los términos cuadráticos yT1R1y1 y zT R̃1z.

El caso k = 2 está bien estudiado en la literatura, y es conocido que g2(z) = a11z1+a12z1z2,
además los coeficientes a11 y a12 están bien definidos. Sin embargo, en el siguiente análisis se
calcula g2(z) para k = 2 y k = 3, aśı como sus respectivo coeficientes, utilizando el Lema 4.

En general, dado k ≥ 2, es posible determinar una estructura única para g2(z), de este
modo, tenemos una una estructura general de una forma normal. El siguiente resultado tiene
como base las propiedades definidas en (3.7). Aunque su demostración está lejos del objetivo
del trabajo se incluye un apéndice con el código para determinar g2(z) y sus respectivos
coeficientes. Para simplificar los coeficientes aij consideremos la siguiente observación.

Observación 6. Para i, j, s = 1, . . . , k, definimos

rsij =
(
ws •D2F (x0, µ0)

)
(vi, vj) .

A efectos de cálculos posteriores, por la observación 6 se deduce que

R1k =

r
k
11 · · · rk1k
...

...
rk1k · · · rkkk


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Lema 5. Sea k, n ∈ N, con k ≥ 2, entonces

(1) Si k = 2n

g2(z) =
k∑
i=1

a1,iz1zi +
k∑
i=2

a2,iz2zi + · · ·+
k∑
i=n

an,iznzi.

donde

a11 =
1

2
rk11,

aii =
i−1∑
j=1

(
2i−2j−1

i−1−j

)
rk−2i+2j
j,j +

i∑
j=2

(
2i−j−1

i−1

)
rk+1−2i+j
1,j +

i∑
j=3

(
2i−j−2

i−2

)
rk+2−2i+j
2,j

+ · · ·+
i∑
j=i

(
2i−j−(i−1)

1

)
r
k+(i−1)−2i+j
i−1,j +

1

2
rkii, i = 2, ..., n.

(2) Si k = 2n+ 1, g2(z) queda determinada por la paridad de n.

(i) Para n = 2m

g2(z) =

k∑
i=1

a1,iz1zi + · · ·+
k∑
i=n

an,iznzi +

3k+1
4∑

j=n+1

an+1,2j−n−1zn+1z2j−n−1.

(ii) Para n = 2m+ 1

g2(z) =
k∑
i=1

a1iz1zi + · · ·+
k∑
i=n

aniznzi +

3k−1
4∑

j=n+1

an+1 2j−n−1zn+1z2j−n−1.

Conviene mencionar que m queda determinado al fijar un valor de k.

3.2. Coeficientes de la forma normal

Está claro que, para k ≥ 2, el Lema 4 nos proporciona una manera directa para determinar
una forma normal y sus coeficientes. A continuación se calcula una forma normal para el caso
k = 2 y k = 3. Hacemos notar que para k = 2 , los coeficientes a11 y a12 están definidos en
[12]. Aunque en [19] se definen los coeficientes de la forma normal para k = 3, el análisis se
hace para el caso degenerado.

Los resultados establecidos anteriormente nos determinan los coeficientes a11, a12, a13 y
a22 de la forma normal para k = 3.



3.2 Coeficientes de la forma normal 21

3.2.1. Coeficientes para k = 2

Mediante el uso del Lema 5, para el caso k = 2, la estructura para g2(z) viene expresada
por

g2(z) = a11z
2
1 + a12z1z2.

Por lo cual, se deduce que la forma normal en este caso es

ż1 = z2,

ż2 = a11z
2
1 + a12z1z2.

Por otro lado, a efectos de calcular los coeficientes a11 y a12, se sigue que J0 =

(
0 1
0 0

)
,

L21 =

(
l11 l12
l12 l22

)
, R1i =

(
ri11 ri12
ri12 ri22

)
para i = 1, 2.

De acuerdo al Lema 4 los coeficientes de g2(z) quedan determinados por la matriz R12.
Para k = 2 se tiene que

R12 = R12 +G(R1,1)−G2(L21).

Mediante la definición de la función G, definida en el lema 4, se tiene que

G(R1,1) = R1,1J0 + JT0 R1,1 =

(
r111 r112
r111 r122

)(
0 1
0 0

)
+

(
0 0
1 0

)(
r111 r112
r112 r122

)
,

=

(
0 r111
r111 2r112

)
,

G2(L21) = L21J
2
0 + 2JT0 L21J0 +

(
JT0
)2
L21 =

(
0 0
0 2l11

)
.

Ahora, con estos cálculos obtenemos la simplificación para determinar los coeficientes. Se
sigue que

R12 = R12 +G(R1,1)−G2(L21) =

(
r211 r111 + r212

r111 + r212 r222 + 2r112 − 2l11

)
.

Dado que l11 es un parámetro libre, es posible utilizar esta libertad del parámetro para
simplificar R12. De este modo, si l11 = r112 + 1

2r
2
22, la matriz R12 queda determinada por la

siguiente expresión

R12 =

(
r211 r111 + r212

r111 + r212 0

)
.

De lema 4, g2(z) = 1
2z
TR12z. Si zT = (z1, z2), entonces

g2(z) =
1

2
(z1, z2)

(
r211 r111 + r212

r111 + r212 0

)(
z1
z2

)
,

=
1

2
r211z

2
1 +

(
r111 + r212

)
z1z2.
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Se concluye que

a11 =
1

2
r211,

a12 = r111 + r212.

3.2.2. Coeficientes para k = 3

Pasamos, por último, a determinar la forma normal para el caso k = 3. De acuerdo al
lema 5, la estructura para g2(z) está definida por

g2(z) = a11z
2
1 + a12z1z2 + a13z1z3 + a22z

2
2 .

En consecuencia, la forma normal está representada por el campo vectorial

ż1 = z2,

ż2 = z3,

ż3 = a11z
2
1 + a12z1z2 + a13z1z3 + a22z

2
2 .

De manera similar, se determinan los coeficientes. En este caso, se tiene que

J0 =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , L21 =

l11 l12 l13
l12 l22 l23
l13 l23 l33

 y R1i =

ri11 ri12 ri13
ri12 ri22 ri23
ri13 ri23 ri33

 ,

para i = 1, 2, 3.

De forma equivalente, los coeficientes para la forma normal en este caso, quedan determi-
nado por la matriz

R12 = R13 +G (R12) +G2 (R11)−G3 (L21) .

Un poco de álgebra muestra que, por definición de G

G (R12) =

 0 r211 r212
r211 2r212 r213 + r222
r212 r213 + r222 2r223

 ,

G2 (R11) =

 0 0 r111
0 2r111 3r112
r111 3r112 2r113 + 2r122

 ,

G3 (L21) =

0 0 0
0 0 3l11
0 3l11 3l12

 .
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Se deduce entonces de inmediato que, de (3.11)

R12 = R13 +G (R12) +G2 (R11)−G3 (L21) ,

=

 r311 r312 + r211 r313 + r212 + r111
r312 + r211 r322 + 2r212 + 2r111 r323 + r213 + r222 + 3r112 − 3l11

r313 + r212 + r111 r323 + r213 + r222 + 3r112 − 3l11 r333 + 2r223 + 2r113 + 2r122 − 6l12


De la matriz anterior, notamos que los parámetros l11 y l12 son libres. Si tomamos la

siguiente definición

l11 =
1

3

(
r323 + r213 + r222 + 3r112

)
,

l12 =
1

6

(
r333 + 2r223 + 2r113 + 2r122

)
.

Se tiene la siguiente simplificación

R12 =

 r311 r312 + r211 r313 + r212 + r111
r312 + r211 r322 + 2r212 + 2r111 0

r313 + r212 + r111 0 0

 .

Sea zT = (z1, z2, z3), del Lema 4 se sigue

g2(z) =
1

2
zTR13z =

1

2
zT

 r311 r312 + r211 r313 + r212 + r111
r312 + r211 r322 + 2r212 + 2r111 0

r313 + r212 + r111 0 0

 z,

= a1z
2
1 + a2z1z2 + a3z1z3 + a4z

2
2 ,

donde

a1 =
1

2
r311,

a2 = r211 + r312,

a3 = r111 + r212 + r313,

a4 =
1

2

(
2r111 + 2r212 + r322

)
.

El análisis que se empleó para determinar la forma normal en el
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Caṕıtulo 4

Deformación versal

En este caṕıtulo seguimos el método ultilizado en [49] para determinar el desdoblamiento
clásico de una singularidad. En el caṕıtulo anterior, se utilizó la teoŕıa de formas normales para
determinar la forma normal más simple para un sistema general. En el estudio de dinámica es
común utilizar una perturbación del sistema, a esta perturbación se le conococe como defor-
mación. Tal perturbación depende de una serie de parámetros los cuales, mediante un cambio
de coordenadas es posible minimizar. Al sistema simplificado se le conoce como deformación
versal. La técnica empleada en [citar Murdok] parte del hecho de tener el sistema en su forma
normal simple.

Consideremos un sistema en su forma normal truncado hasta orden 2

ẋ = J0x+ F2(x), (4.1)

donde F2(x) = 1
2xR1x son términos cuadráticos y J0 es la matriz definida en el caṕıtulo 1.

Consideremos una perturbación arbitraria definida de la siguiente manera

ε (p+Qx)

donde p ∈ Rk, Q = (Q1, Q2, . . . , Qk) ∈ Rk×k, QTi = (qi1, · · · , qik) y ε ≈ 0. Entonces, el
sistema

ẋ = J0x+ F2(x) + ε (p+Qx) , (4.2)

es llamado sistema deformado, el cual representa un sistema parametrizado con k2+k paráme-
tros. El objetivo en este caṕıtulo será reducir el número de parámetros de tal forma que po-
damos estudiar el comportamiento de las soluciones del sistema deformado. Al sistema con la
mı́nima cantidad de parámetros será llamado deformación versal del sistema.

Observación 7. Para probar el siguiente lema usaremos las siguientes operaciones elemen-
tales. Si B =

(
B1 B2 · · · Bk

)
∈ Rn×k está particionado en k columnas, entonces

BJ0 =
(
B1 B2 · · · Bk

)
J0 =

(
0 B1 B2 · · · Bk−1 )

25
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Lema 6. Sea

ẋ = J0x+ F2(x) + ε (p+Qx) (4.3)

una deformación del sistema (4.1) con p ∈ Rk, Q ∈ Rk×k y ε ≈ 0. Entonces, si a1 6= 0, existe
un cambio de coordenadas

x = h(y) = y + ε (q + Ly) , (4.4)

con q ∈ Rk y L ∈ Rk×k, tal que una deformación versal de (4.3) es

ẏ = J0y + F2(y) +


0
0
0
ε1

+


0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0
0 ε2 · · · εk

 y

Demostración. A efectos de encontrar la deformación versal, de (4.4) se sigue que

ẋ = (I + εL) ẏ,

equivalentemente, obtenemos un nuevo sistema con la misma forma

ẏ = (I + εL)−1 ẋ. (4.5)

Considerando que, para |ε| ≈ 0 se tiene

(I + εL)−1 = I − εL+O
(
|ε|2
)
, (4.6)

donde O
(
|ε|2
)

denota términos de orden mayor o igual a 2. En el sentido de que es prosible

reescribir el sistema (4.3) bajo el cambio de coordenadas (4.4), se tiene que

ẋ|h(y) = J0h(y) + F2 (h(y)) + ε [p+Qh(y)] ,

ẋ = J0 [y + ε (q + Ly)] + F2 (y + ε (q + Ly)) + ε [p+Q (y + ε (q + Ly))] .

El análisis posterior exige expresar el campo vectorial F2(x) en serie de Taylor alrede-
dor de y. Partiendo de ese punto utilizamos (4.4) para determinar la serie de Taylor de
F2 (y + ε (q + Ly)) alrededor de y. Se sigue que

F2 (y + ε (q + Ly)) = F2 (y) +DF2 (y) [ε (q + Ly)] +O
(
ε2
)
.

Siguiendo la idea, el análisis anterior no lleva a reescribir el sistema ẋ. A vista de la
expresión que adopta F2 (y + ε (q + Ly)), se sigue

ẋ|h(y) = J0 [y + ε (q + Ly)] + F2 (y + ε (q + Ly)) + ε [p+Q (y + ε (q + Ly))] ,

= J0 [y + ε (q + Ly)] + F2 (y) +DF2 (y) [ε (q + Ly)]

+ε [p+Q (y + ε (q + Ly))] +O
(
ε2
)
,

= J0y + F2(y) + ε [p+ J0q +Qy + J0Ly +DF2(y)q] +O
(
ε2
)
,
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En lo que respecta al término DF2(y), es claro que DF2(y) = yTR1. De este modo, tenemos

ẋ = J0y + F2(y) + ε
[
p+ J0q +Qy + J0Ly + yTR1q

]
+O

(
ε2
)
,

= J0y + F2(y) + ε
[
p+ J0q +

(
Q+ J0L+ qTR1

)
y
]

+O
(
ε2
)
.

Debido a la estructura que presenta el sistema, es natural considerar la siguiente asignación:

p̂ = p+ J0q,

Q̂ = Q+ J0L+ qTR1.

Por lo tanto, se puede reescribir de la siguiente forma:

ẋ = J0y + F2(y) + ε
[
p̂+ Q̂y

]
+O

(
ε2
)
. (4.7)

Por otro lado, sustituyendo (4.7) y (4.6) en (4.5), se tiene la siguiente estructura

ẏ = J0y + F2(y) + ε
[
p̂+ Q̃y

]
, (4.8)

con Q̃ = Q+ J0L+ qTR1 − LJ0.
Para la simplificación de (4.8) basta con definir L y q, los cuales, mediante una simple

elección determinan una estructura simple para p̂ y Q̂.

Dado que p, q ∈ Rk, sea p = (p1, · · · , pk)T y q = (q1, · · · , qk)T , entonces

p̂ = p+ J0q = (p1 + q2, p2 + q3, · · · , pk−1 + qk, pk)
T .

Si bien, p es un vector dado y q un vector de parámetros libres, es natural considerar la
elección qi = −pi−1 para i = 2, ...., k, esto implica que p̂ = (0, · · · , 0, pk) . Consecuentemente,
se sigue que εp̂ = (0, · · · , 0, εpk). Por lo que respecta al parámetro libre pk, definimos

ε1 = εpk.

Un análisis similar se sigue para simplificar Q̃. Definimos a continuación L =

L
T
1
...
LTk

.

Basta obervar que

Q̃ =


Q̃1

Q̃2
...

Q̃k−1
Q̃k

 = Q+ J0L+ qTR1 − LJ0 =


QT1 + LT2 − LT1 J0
QT2 + LT3 − LT2 J0

...
QTk−1 + LTk − LTk−1J0
QTk − LTk J0 + qTR1k

 , (4.9)

donde Q̃i ∈ Rk.
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Dado que L representa una matriz de parámetros libres, es posible usar la estructura de
(4.9) para anular cada Q̃i para i = 1, ..., k − 1.

A continuación consideramos el análisis para determinar L2 y L3 que simplifican Q̃1 y
Q̃2, respectivamente, lo cual no lleva a determinar LTi que simplifica Q̃i−1 para i = 2, ..., k.
Tenemos aśı

Q̃T1 = 0 ⇔ LT2 = LT1 J0 −QT1 ,

Q̃T2 = 0 ⇔ LT3 = LT1 J
2
0 −

(
QT1 J0 +QT2

)
.

(4.10)

(4.10) nos detalla una forma de simplificación, utilizando esta idea, se sigue un anásis minu-
cioso en (4.9) para obtener una forma general para LTi . En definitiva, se deduce que

LTi = LT1 J
i−1
0 −

i−1∑
j=1

QTj J
i−(j+1)
0 , i = 2, ..., k. (4.11)

De esta forma, (4.11) representa una elección de parámetros para conseguir que Q̃Tj = 0 para

j = 1, ..., k − 1. Por lo tanto, se deduce que una forma simplificada para Q̃ es Q̃ =


0
...
0

Q̃Tk

.

Ahora, dado que Q̃k representa un vector con k parámetros, sea Q̃k =
(
qk1 qk2 . . . qkk

)
.

Del mismo modo LTk =
(
lk,1 lk,2 . . . lk,k

)
. Haciendo un análisis es posible reescribir el

vector Q̃k con k − 1 parámetros. De la observación 7 se sigue que

LTk J0 =
(
0 lk,1 . . . lk,k−1

)
Q̃Tk = QTk − LTk J0 + qTRk =

(
2a1q1 + qk1 +

∑k
i=2 aiqi q̃k2 . . . q̃kk

)
.

Si a1 6= 0, es posible definir q1, en consecuencia

q1 =
1

2a1

(
k∑
i=2

aipi−1 − qk1

)
.

Esto nos lleva a tener Q̃k =
(
0 q̃k2 . . . q̃kk

)
. De este modo, la matriz Q̃ queda definida

como

Q̃ =


0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0
0 q̃k2 · · · q̃kk

 ,

como, qij son parámetros libre, definimos

εi = εq̃ki, i = 2, ..., k,

y el resultado se sigue
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El resultado de este lema implica que una deformación versal para el sistema (4.3) tiene
la estructura

ż1 = z2,
...

żk−1 = zk,

żk = ε1 + ε2z2 + · · ·+ εkzk + g2(z),
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Caṕıtulo 5

Equivalencia Topológica

Consideremos el campo vectorial

ẋ = F (x, µ), (5.1)

donde x ∈ Rn, µ ∈ Rm con m ≥ k y F ∈ Cr, r ≥ 2. Suponemos que existe (x0, µ0) ∈ Rn×Rm,
tal que se satisfacen las hipótesis de no hiperbolicidad H1) y H2). Entonces, el cambio de
coordenadas

x = x0 + V0y1 −Kβ + P0y2,

µ = µ0 + β,

nos permite determinar la dinámica sobre la variedad central del sistema (5.1)

ẏ1 = J0y1 +N0β + βTR0y1 +
1

2
yT1R1y1 + · · · , (5.2)

donde

N0 = W0Fµ(x0, µ0),

R0 =
(
W0 •

(
Fµx(x0, µ0)−

(
P0J

−1
1 Q0Fµ(x0, µ0)

)T
D2F (x0, µ0)

))
V0,

R1 =
(
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0).

Por otro lado, consideremos un campo vectorial ẏ1 = J0y1 + 1
2y1R1y1 + · · · , en el caṕıtulo

3 se demostró que este campo puede reducirse a la forma normal, truncada hasta orden dos,
ż = J0z + 1

2zR̃1z + · · · , mediante un cambio de variable próximo a la identidad de la forma
y1 = z + 1

2z
TL2z

En el caṕıtulo 4, se demostró que una deformación versal para la forma normal, truncada
hasta orden dos ẏ1 = J0y1 + 1

2y1R̃1y1, tiene la estructura

ż1 = z2,

...

żk−1 = zk,

żk = ε1 + ε2z2 + · · ·+ εkzk + g2(z),

(5.3)

31
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Observación 8. El campo vectorial (5.3) puede reescribirse de la forma

ż = J0z +


0
...
0
ε1

+


0
...
0

ε2z2 + · · ·+ εkzk

+


0
...
0

g2(z)

 .

El objetivo principal en este caṕıtulo es encontrar bajo qué condiciones, los campos (5.2)
y (5.3) son localmente topológicamente equivalentes.

El análisis inicia considerando el siguiente cambio de coordenadas:

y1 = g(z) = z + L0β + βTL1z +
1

2
zTL2z, (5.4)

donde L0 =

 LT01
...
LT0k

, Li =

 Li1
...
Lik

, para i = 1, 2, con L0 ∈ Rk×m, L1j ∈ Rm×k y

L2j ∈ Rk×k, for j = 1, 2, . . . , k.

Lema 7. El cambio de coordenadas (5.4) transforma (5.2) en

ż = J0z + Ñ0β + βT R̃0z +
1

2
zT R̃1z + · · · ,

donde

Ñ0 = J0L0 +N0,

R̃0 = R0 + L1 + LTR1 − L1J0 − (J0L0 +N0)
TL2,

R̃1 = R1 + L2 − 2L2J0,

y Li =


Li2

...
Lik
0

, para i = 1, 2.

Demostración. Se sigue del cambio de coordenadas (5.4) que

ẏ1 =
(
I + βTL1 + zTL2

)
ż ⇔ ż =

(
I + βTL1 + zTL2

)−1
ẏ1|y1=g(z).

Para |z| ≈ 0, se sigue que
(
I + βTL1 + zTL2

)−1
= I − βTL1 − zTL2 + · · · .

Por otro lado,

ẏ1|y1=g(z) = J0g(z) +N0β + βTR0g(z) +
1

2
g(z)TR1g(z) + · · ·

= J0z + (J0L0 +N0)β + βT
(
R0 + L1 + LT0R1

)
z +

1

2
zT
(
R1 + L2

)
z + · · · ,



33

entonces,

ż =
(
I + βTL1 + zTL2

)−1
ẏ1|y1=g(z),

= J0z + (J0L0 +N0)β + βT
(
R0 + L01 + LTR1 − L1J0 − (J0L0 +N0)

TL2
)
z

+
1

2
zT
(
R1 + L2 − 2L2J0

)
z + · · · .

Para demostrar que los campos (5.2) y (5.3) son localmente topológicamente equivalentes,
buscamos condiciones sobre el campo F que garanticen la existencia L0,L1,L2 tal que

Ñ0β =


0
...
0
ε1

 , βT R̃0z =


0
...
0

ε2z2 + · · ·+ εkzk

 y
1

2
zT R̃1z =


0
...
0

g2(z)

 .

Observación 9. La existencia de L2, tal que 1
2z
T R̃1z =


0
...
0

g2(z)

 se demuestró en el

caṕıtulo 3.

Existe L0 tal que Ñ0 =

 0
...
dT1

, donde d1 = F Tµ (x0, µ0)wk.

Demostración. Observemos que

J0L0 +N0 =


0 1

0
. . .
. . . 1

0


 LT01

...
LT0k

+

 wT1 Fµ(x0, µ0)
...

wTk Fµ(x0, µ0)



=


LT02 + wT1 Fµ(x0, µ0)

...
LT0k + wTk−1Fµ(x0, µ0)

wTk Fµ(x0, µ0)

 .

Si definimos

L0j = −F Tµ (x0, µ0)wj−1, para j = 2, . . . , k. (5.5)
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entonces Ñ0 =


0
...
0

wTk Fµ(x0, µ0)

.

El resultado se sigue.

Observación 10. Obsérvese que, por el momento, L01 está aún sin determinar.

Si ε1 = dT1 β, entonces Ñ0β =


0
...
0
ε1

.

La demostración de lema 5 nos lleva a definir la primera dirección de desdoblamiento
d1 = F Tµ (x0, µ0)wk. El resto de las direcciones emergen de la demosotración del siguiente
lema.

Lema 8. Si a11 6= 0, entonces existe L01 y L1 tal que R̃0 =


0
...
0

R̃0k

, donde R̃0k =

( 0 d2 · · · dk)m×k.

Demostración. Obsérvese que, de lema 7

R̃0 =


R̃01

R̃02
...

R̃0k−1
R̃0k

 = R0 + L1 + LT0R1 − L1J0 − ÑT
0 L2,

=


R01 + L12 + LT0R11 − L11J0 − ÑT

0 L21

R02 + L13 + LT0R12 − L12J0 − ÑT
0 L22

...

R0,k−1 + L1k + LT0R1,k−1 − L1,k−1J0 − ÑT
0 L2,k−1

R0k + LT0R1k − L1kJ0 − ÑT
0 L2k

 ,
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a partir de esta descomposición es sencillo verificar que si definimos

L12 = L11J0 −
(
R01 + LT0R11

)
+ ÑT

0 L21,

L13 = L12J0 −
(
R02 + LT0R12

)
+ ÑT

0 L22,

= L11J
2
0 −

(
R01 + LT0R11

)
J0 −

(
R02 + LTR12

)
+ ÑT

0 (L21J0 + L22) ,

...

L1k = L11J
k−1
0 −

(
R01 + LT0R11

)
Jk−20 − · · · −

(
R0,k−1 + LT0R1,k−1

)
+

ÑT
0

(
L21J

k−2
0 + · · ·+ L2,k−1

)
,

entonces

R̃01 = 0,

R̃02 = 0,
...

R̃0k−1 = 0,

R̃0k = R0k + LT0R1k − L1kJ0 − ÑT
0 L2k.

Sustituyendo L1k en R̃0k, entonces se tiene la siguiente estructura

R̃0k = R0k + LT0R1k − L1kJ0 − ÑT
0 L2k,

= R0k + LT0R1k +
(
R0,k−1 + LT0R1,k−1

)
J0 + · · ·+

(
R01 + LT0R11

)
Jk−10 ,

−ÑT
0

(
L21J

k−1
0 + · · ·+ L2,k−1J0 + L2k

)
,

=
(
R0k +R0,k−1J0 + · · ·+R01J

k−1
0

)
+ LT0

(
R1k +R1,k−1J0 + · · ·+R11J

k−1
0

)
,

−ÑT
0

(
L21J

k−1
0 + · · ·+ L2,k−1J0 + L2k

)
,

= M0 + LT0M1 − ÑT
0 M2,

donde

M0 = R0k +R0,k−1J0 + · · ·+R01J
k−1
0 ,

M1 = R1k +R1,k−1J0 + · · ·+R11J
k−1
0 ,

M2 = L21J
k−1
0 + · · ·+ L2,k−1J0 + L2k.

Utilizando la observación 7 es posible escribir R̃0k en términos de sus columnas. Luego,
dado que R̃0k depende de R0 y R1, se sigue que

R0 =

 R01
...

R0k

 =
(
W0 •

(
Fµx(x0, µ0)−

(
P0J

−1
1 Q0Fµ(x0, µ0)

)T
D2F (x0, µ0)

))
V0.
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La definición de V0 y W T
0 junto con la operación • nos lleva a decucir que

R0s =
(
ws •

(
Fµx(x0, µ0)−

(
P0J

−1
1 Q0Fµ(x0, µ0)

)T
D2F (x0, µ0)

))
V0

=
(
R1

0s R
2
0s · · · Rk0s

)
, para s = 1, . . . , k,

con

Rj0s =
(
ws •

(
Fµx(x0, µ0)−

(
P0J

−1
1 Q0Fµ(x0, µ0)

)T
D2F (x0, µ0)

))
vj ,

para j = 1, . . . , k.

De forma similar

R1 =
(
W0 •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0) =

 R11
...

R1k

 ,

donde

R1s =
(
ws •D2F (x0, µ0)

)
(V0, V0) =

(
V T
0

(
ws •D2F (x0, µ0)

))
V0

=
(
R1

1s R
2
1s · · · Rk1s

)
, para s = 1, . . . , k,

con

Rj1s =
(
V T
0

(
ws •D2F (x0, µ0)

))
vj , para j = 1, . . . , k

Por otro lado, la descomposición en columnas de M0 y M1 está dado por:

M0 =
(
R1

0k Σ2
j=1R

3−j
0,k−j+1 Σ3

j=1R
4−j
0,k−j+1 · · · Σk

j=1R
k−j+1
0,k−j+1

)
,

=
(

(M0)
1 (M0)

2 (M0)
3 · · · (M0)

k
)
,

M1 =
(
R1

1k Σ2
j=1R

3−j
1,k−j+1 Σ3

j=1R
4−j
1,k−j+1 · · · Σk

j=1R
k−j+1
1,k−j+1

)
,

=
(

(M1)
1 (M1)

2 (M1)
3 · · · (M1)

k
)
.

(5.6)

Dado que L21 representa una matriz de parámeros libres, entonces M2 también representa
una matriz con las mismas caracteŕısticas.

Definiendo M2 =

M
T
01
...

MT
0k

, donde MT
0k =

 γk1
...
γkk

, se sigue que

ÑT
0 M2 = ( 0 · · · 0 d1 )

M
T
01
...

MT
0k

 = d1M
T
0k = ( γk1d1 γk2d1 · · · γkkd1 ) .
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Por lo tanto

R̃0k = M0 + LT0M1 − ÑT
0 M2,

=
(

(M0)
1 + LT0 (M1)

1 − γk1d1 (M0)
2 + LT0 (M1)

2 − γk2d1 · · · (M0)
k + LT (M1)

k − γkkd1
)
,

=
(

(R̃0k)
1 (R̃0k)

2 · · · (R̃0k)
k
)
.

A la vista de la expresión que adopta el elemento R̃1
0k, se tiene que

(R̃0k)
1 = (M0)

1 + LT0 (M1)
1 − γk1d1,

= R1
0k + (L01 · · · L0k )

 (wk •D2F (x0, µ0))(v1, v1)
...

(wk •D2F (x0, µ0))(vk, v1)

− γk1d1,
= R1

0k + 2a1L01 + Σk
j=2(wk •D2F (x0, µ0))(vj , v1)L0j − γk1d1,

Por el lema 5, L0j = −F Tµ (x0, µ0)wj−1, para j = 2, . . . , k. Entonces, puesto que L01 está sin
determinar, lo definimos de la siguiente forma:

L01 = − 1

2a1

(
Σk
j=2(wk •D2F (x0, µ0))(vj , v1)L0j +R1

0k − γk1d1
)
.

De este modo, tenemos

(R̃0k)
1 = 0,

(R̃0k)
2 = (M0)

2 + LT0 (M1)
2 − γk2d1 = d2,

...

(R̃0k)
k = (M0)

k + LT0 (M1)
k − γkkd1 = dk.

Esto finaliza la demostración.

Si εj = dTj β, para j = 2, . . . , k, entonces βT R̃0z =


0
...
0

ε2z2 + · · ·+ εkzk

.

Las direcciones de desdoblamiento son vectores en Rm que sirven para desdoblar la bifur-
cación. Los resultado abordados anteriormente no conducen a definir

d1 = F Tµ (x0, µ0)wk,

d2 = (M0)
2 + LT (M1)

2 − γk2d1,
...

dk = (M0)
k + LT (M1)

k − γkkd1.

(5.7)
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Si definimos D0 =

 dT1
...
dTk

, la obervación 3 y los resultados anteriores nos conducen a

establecer el resultado principal de esta tesis.

Teorema. (El teorema de la bifurcación k-cero)
Consideremos el campo vectorial

ẋ = F (x, µ),

donde x ∈ Rn, µ ∈ Rm con m ≥ k y F ∈ Cr, r ≥ 2. Supongamos que existe (x0, µ0) ∈ Rn×Rm,
tal que

H1) F (x0, µ0) = 0,

H2) DF (x0, µ0) es similar a J =

(
J0 0
0 J1

)
, (no hiperbolicidad)

H3)
(
wk •D2F (x0, µ0)

)
(v1, v1) 6= 0, (no degeneracidad)

H4) Existe una matriz de rango máximo D0 =

 dT1
...
dTk

 ∈ Rk×m, donde ε = D0(µ − µ0).

(transversalidad)

Entonces, la dinámica sobre la variedad central (5.2) en (x0, µ0) es localmente topológicamente
equivalente a la deformación versal (5.3).

5.1. Direcciones de desdoblamiento

En esta sección se utilizan las ecuaciones difinidas en (5.7) para determinar las direcciones
de desdoblamiento para el caso k = 2 y k = 3. En [12] se considera el caso k = 2, aunque
se determinan las direcciones de desdoblamiento, es necesario hacer notar que la deformación
versal que consideran los autores difiere un poco a la utilizada en esta tesis.

Definimos qj = F Tµ (x0, µ0)wj , para j = 1, 2, . . . , k, y

rsij =
(
ws •D2F (x0, µ0)

)
(vi, vj), para i, j, s = 1, 2, . . . , k.

Por otro lado, de (5.7)

d1 = qk,

di = (M0)
i + LT (M1)

i − γkiqk, for i = 2, . . . , k,



5.1 Direcciones de desdoblamiento 39

donde

(M0)
i = Σi

j=1R
i+1−j
0,k−j+1,

(M1)
i = Σi

j=1R
i+1−j
1,k−j+1,

LT = (L1 L2 · · · Lk ) ,

con Lj = −qj−1, para j = 2, . . . , k.

Por otro lado, se tiene que

L1 = − 1

2a1

(
−Σk

j=2 r
k
j1 qj−1 +R1

0k − γk1qk
)
.

Además, L0 = L21J
k−1
0 + · · ·+ L2,k−1J0 + L2k =

 LT01
...
LT0k

 and L0k =

 γk1
...
γkk

.

5.1.1. Caso k = 2

Para calcular d1 y d2 primero determinamos la estructura de g2(z) aplicando el lema 5
para k = 2. En este caso

g2(z) =
1

2
zTR12z = a11z

2
1 + a12z1z2

Ahora, para determinar los coeficientes a11 y a12 recurrimos a la ecuación (3.11). Como
consecuencia de esto tenemos que

R12 = R12 +G(R11)−G2(L21) = R12 +R11J0 + JT0 R11 − 2JT0 L21J0.

Para este caso L21 =

(
l1 l2
l2 l3

)
y R1s =

(
rs11 rs12
rs12 rs22

)
, con rsij = ws •D2F (x0, µ0)(vi, vj),

para i, j, s = 1, 2. Un cálculo sencillo muestra que

R12 =

(
r211 r111 + r212

r111 + r212 r222 + 2r112 − 2l1

)
.

Dado que l1 es un parámetro libre, se define l1 = 1
2(r222 + 2r112), esto no lleva a reescribir

R12. Aśı

R12 =

(
r211 r111 + r212

r111 + r212 0

)
,

deduciendo que

a11 =
1

2
r211 =

1

2

(
w2 •D2F (x0, µ0)

)
(v1, v1), (5.8)

a12 = r111 + r212 =
(
w1 •D2F (x0, µ0)

)
(v1, v1) +

(
w2 •D2F (x0, µ0)

)
(v1, v2).
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Luego, las direcciones de desdoblamiento quedan determinadas por las siguientes expre-
siones

d1 = q1,

d2 = (M0)
2 + LT (M1)

2 − γ22q1.

La determinación de (M0)
2 y (M1)

2 se defien en (5.6). En este caso

(M0)
2 = R2

02 +R1
01,

(M1)
2 = R2

12 +R1
11 =

(
r111 + r212
r112 + r222

)
=

(
a2

r112 + r222

)
,

L1 = − 1

2a1

(
r221q1 − γ21q2 +R1

02

)
,

LT02 =
(
l1 − r112 3l2 − r122

)
=

(
1

2
r222 3l2 − r122

)
,

Se conluye que

d1 = q2,

d2 = R1
01 +R2

02 −
a2
2a1

R1
02 −

(
−r

2
21a2
2a1

+ r112 + r222

)
q1 +

(
r222a2
4a1

+ r122 − 3l2

)
q2.

Obsérvese que el parámetro l2 permanece libre en d2. Podŕıamos utilizar esta libertad
para simplificar d2, con el objetivo de verificar que d1 y d2 son linealmente independientes, sin
embargo dicha simplificación no es necesaria, pues no aporta información para probar dicha
independencia.

5.1.2. Caso k = 3

De forma similar, para el caso k = 3 el lema 5 nos proporciona la estructura

g2(z) = a1z
2
1 + a2z1z2 + a3z1z3 + a4z

2
2 .

Los coeficientes de esta forma cuadrática quedan determinados por la matriz R13. De esta
forma

R13 = R13 +G(R12) +G2(R11)−G3(L21),

= R13 +R12J0 + JT0 R12 +R11J
2
0 + 2JT0 R11J0 + (JT0 )2R11 − 3JT0 L21J

2
0

−3(JT0 )2L21J0.

Si L21 =

 l1 l2 l3
l2 l4 l5
l3 l5 l6

 y R1s =

rs11 rs12 rs13
rs12 rs22 rs23
rs13 rs23 rs33

.
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Un análisis minucioso muestra que

R13 =

 r311 r211 + r312 r111 + r212 + r313
r211 + r312 2r111 + 2r212 + r322 3r112 + r213 + r222 + r323 − 3l1

r111 + r212 + r313 3r112 + r213 + r222 + r323 − 3l1 2r113 + 2r122 + 2r223 + r333 − 6l2

 .

Dado que los parámetros l1 y l2 permanecen libre, esto nos incita a definir lo siguiente

l1 =
1

3

(
3r112 + r213 + r222 + r323

)
,

l2 =
1

6

(
2r113 + 2r122 + 2r223 + r333

)
.

De este modo

R13 =

 r311 r211 + r312 r111 + r212 + r313
r211 + r312 2r111 + 2r212 + r322 0

r111 + r212 + r313 0 0

 .

Se deduce rápidamente que

a1 =
1

2
r311,

a2 = r211 + r312,

a3 = r111 + r212 + r313,

a4 =
1

2

(
2r111 + 2r212 + r322

)
.

Por otro lado, las direcciones de desdoblamiento para este caso quedan determinadas por
las siguientes expresiones

d1 = q3,

d2 = (M0)
2 + LT (M1)

2 − γ32q3,
d3 = (M0)

3 + LT (M1)
3 − γ33q3,

donde

(M0)
2 = R1

02 +R2
03,

(M0)
3 = R1

01 +R2
02 +R3

03,

(M1)
2 =

(
a2

r212 + r322

)
,

(M1)
3 =

 a3
r112 + r222 + r323
r113 + r223 + r333

 ,

L1 = − 1

2a1

(
−r312q1 − r313q2 +R1

03 − γ31q3
)
,

LT03 =
(
l1 − (r112 + r213) 4l2 − (2r113 + r122 + r223) 4l3 + 3l4 − (3r112 + r233)

)
,
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Por lo tanto

d1 = q3,

d2 = R1
02 +R2

03 −
a2
2a1

R1
03 +

(
a2
2a1

r312 − r212 − r322
)
q1 +

(
a2
2a1

r313 − r213 − r323
)
q2

+

(
a2
2a1

(
l1 − (r112 + r213)

)
− 4l2 + 2r113 + r122 + r223

)
q3,

d3 = R1
01 +R2

02 +R3
03 −

a3
2a1

R1
03 +

(
a3
2a1

r312 − r112 − r222 − r323
)
q1

+

(
a3
2a1

r313 − r113 − r223 − r333
)
q2

+

(
a3
2a1

(
l1 − (r112 + r213)

)
− 4l3 − 3l4 + 3r112 + r233

)
q3.

Obsérvese que los parámetros l3 y l4 permanecen libres, lo cual nos sugiere la simplificación
de d3. En general esta libertad en los parámetros aparece en la dirección de desdoblamiento
dk.



Caṕıtulo 6

Aplicación

El objetivo en esta sección es mostrar la utilidad del teorema principal que se obtuvo
en los caṕıtulos anteriores. Para esto, consideramos un sistema con tres parámetros en R3

conocido como el sistema de Rössler. Verificando que las condiciones de nuestro teorema se
cumplan para este sistema, es posible llevar acabo un análisis de bifurcación. El análisis de
bifurcación que aqúı presentamos tiene como motor de análisis el diagrama de bifurcación
para la bifurcación Takens-Bogdanov, el cual puede consultarse con más detalles en [44]. Por
otro lado, también se presenta un análisis de la bifurcación triple para el sistema comentado.

6.1. El sistema de Rössler

El sistema de Rössler también conocido como el atractor de Rössler, es un sistema de
tres ecuaciones diferenciales ordinarias estudiado por Rössler [51, 50]. En el análisis siguiente
probamos que este sistema tiene puntos de equilibrio que experimentan las bifurcaciones silla
nodo, Takens-Bogdanov y triple cero para ciertos puntos en el espacio de los parámetros. El
sistema se define de la siguiente manera

ẋ = −y − z,
ẏ = x+ ay,
ż = b+ xz − cz,

(6.1)

donde a, b, c ∈ R son parámetros.

Si a 6= 0, los puntos de equilibrio del sistema (6.1) están dados por

x±0 =
c±
√
c2 − 4ab

2a
(a,−1, 1) . (6.2)

Es evidente que si c2 − 4ab = 0, el sistema (6.1) tiene un punto de equilibrio dado por
x0 = c

2a (a,−1, 1). Por otro lado, el sistema no tiene puntos de equilibrio si c2− 4ab < 0. Esto
nos lleva a la siguiente caracterización.

• Si c2 − 4ab < 0, el sistema (6.1) no tiene puntos de equilibrio.

• Si c2 − 4ab = 0, el sistema (6.1) tiene un punto de equilibrio.
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• Si c2 − 4ab > 0, el sistema (6.1) tiene dos puntos de equilibrio.

La caracterización anterior nos indica que puntos de equilibrio puedes aparecer o desapa-
recer según la región donde se tomen los valores de los parámetros. Esto es, en el espacio de los
parámetros existe una zona donde se da el fenómeno de tener a no tener puntos de equilibrio.
Definimos

Ω =
{

(a, b, c) | c2 − 4ab = 0,∀ a, b, c ∈ R, con a 6= 0 y ab > 0
}
.

Es claro que en Ω se tiene un punto de equilibrio, también, para valores de los parámetros
fuera de Ω se tienen dos puntos de equilibrio o ninguno para el sistema (6.1). Entonces,
geométricamente, Ω representa una superficie de bifurcación en el espacio de los parámetros
(Figura 6.1). Un análisis directo muestra que para cualquier terna de valores de parámetros,
tomados en la superficie Ω, el sistema (6.1) experimenta una bifurcación silla nodo.

5

0

5

5

0

5

5
0

5
a

c

b

Figura 6.1: Superficie de bifurcación Ω.

Lo anterior nos indica que si µ = (a, b, c)T , y F el campo vectorial asociado a (6.1),
entonces, para µ ∈ Ω,

x0(µ) =
c

2a
(a,−1, 1) , (6.3)

además

A(µ) = DF (x0(µ), µ) =

 0 −1 −1
1 a 0
c
2a 0 − c

2

 , (6.4)
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El polinomio caracteŕıstico asociado a (6.4) está dado por

p(λ) = λ3 − α2(µ)λ2 + α1(µ)λ, (6.5)

con α2(µ) = 1
2(2a− c) y α1(µ) = 1

2a(2a+ c− a2c).
Es claro que, de (6.5), λ = 0 es un valor propio asociaso a A(µ) de multipliciadad algebraica

1 y geométrica 1. Sin embargo, existen valores para los parámetros a, b c sobre Ω, tales que,
los puntos de equilibrio (6.2) experimentan una bifurcación Takens-Bogdanov (BT) o una
bifurcación triple cero (TZ). A continuación presentamos un análisis de bifuración completo
sobre Ω.

6.1.1. Puntos de bifurcación Takens Bogdanov

El objetivo es determinar puntos µ ∈ Ω tal que el sistema (6.1) experimente una bifurcación
Takens-Bogdanov en el punto de equilibrio (6.3). De (6.5), es claro que, λ = 0 es un valor
propio de multiplicidad algebraica 2 asociado a A(µ) si se satisfacen las ecuaciones

c2 − 4ab = 0,

2a+ c− a2c = 0.
(6.6)

Se sigue que si b = a
(a2−1)2 y c = 2a

a2−1 se tiene (6.6). Estos es, si

µ =

(
a,

a

(a2 − 1)2
,

2a

a2 − 1

)T
, (6.7)

donde a 6= 0, y a 6= ±1, el punto de equilibrio x0(µ) =

(
a

a2 − 1
,− 1

a2 − 1
,

1

a2 − 1

)T
expe-

rimenta una bifurcación Takens-Bogdanov (ver Figura 6.2). Es decir, por lo que respecta a
las condiciones de no hiperbolicidad H1) y H2) del Teorema 5, los valores de los parámetros
definidos en (6.7) cumplen con que

σ(A(µ)) = {λ1,2 = 0, λ3 =
a(a2 − 2)

a2 − 1
}.

Ahora podemos verificar las condiciones de no degeneracidad y transversalidad. La con-
dición de no degeneracidad está determinada por el coeficiente a11. Para el sistema (6.1) se
tiene que

a11 = −a
2 − 1

a2 − 2
.

Por lo tanto, si a 6= ±1 y a 6= ±
√

2 se sigue que a11 6= 0. La condición de transversalidad
queda determinada por las direcciones de desdoblamiento d1 y d2, en este caso
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Figura 6.2: Las curvas azules sobre Ω representan puntos donde el sistema (6.1) experimenta
una la bifurcación Takens-Bogdanov BT, mientras que en los puntos rojos el sistema experi-
menta una bifurcación triple cero TZ.

d1 =

(
− 1

a5 − 3a3 + 2a
,

1− a2

a(a2 − 2)
,

1

a(a2 − 2)

)T
,

d2 =

(
−4a10 + 23a8 − 40a6 + 16a4 + 11a2 − 2

2a4(a2 − 2)4
,−(a2 − 1)3(a4 − 3a2 − 2)

2a4(a2 − 2)4
,

−(a2 − 1)2(a8 − 6a6 + 11a4 − 5a2 + 2)

2a4(a2 − 2)4

)T
.

Las expresiones anteriores evidencian que para a 6= ±1 y a 6= ±
√

2, las condiciones H1),
H2), H3) and H4) del Teorema 5 se satisfacen sobre las curvas azules en Ω. Es evidente
que los puntos de bifurcación Takens-Bogdanov está dado por (6.7). A continuación y con
el objetivo de presentar un análisis de dicha bifurcación en el sistema (6.1), consideramos
el valor particular a0 = −17

10 , entonces, el punto de equilibrio xT0 =
(
−170

189 ,−
100
189 ,

100
189

)
, con

µT0 =
(
−17

10 ,−
17000
35721 ,−

340
189

)
experimenta una bifurcaci

on Takens-Bogdanov. Asimismo a11 = −189
89 y a12 = 35343

79210 .

Se sigue, de la observación 3, que las superficies de bifurcación silla nodo (Ssn), Hopf
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(SHopf ), y homocĺınica (SHom), están dadas, respectivamente, por las ecuaciones

a+ 3,5721b− 1,89c = 0,

328,3a2 + 45,5b2 + 162,8c2 − 244,6ab+ 462,4ac− 172,2bc+ 1826,1a− 703,01b+ 1300,7c+ 2554,9 = 0,

16090,1a2 + 2233,4b2 + 7977,9c2 − 11989,3ab− 8442,2bc+ 22659,7ac+ 89620,3a− 33955,6b+ 63478,6c+ 125195,5 = 0,

Ver figura 6.3.

T

Figura 6.3: Superficies de bifurcación para el sistema (6.1) con a = −17
10 .

El diagrama para la bifurcación Takens-Bogdanov queda determinado por el signo de a11
y a12, lo cual se justifica en el Apéndice A. Para a0 = −17

10 , ver figura 6.3.

Las diferentes bifurcaciones del sistema (6.1) pueden visualizarse al variar los parámetros
a, b y c. En particular, un ciclo ĺımite estable se exhibe en la figura 6.4.
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-1.00 -0.95 -0.90 -0.85
x

-0.60
-0.55

-0.50
y

0.50

0.55

0.60

z

Figura 6.4: Ciclo ĺımite estable en el sistema (6.1) para a = −17
10 , b = −17000

35721 + 3
1000 y

c = −340
189 −

1
10000 .

6.1.2. Puntos de bifurcación triple cero

Un razonamiento análogo al anterior muestra la existencia de µ ∈ Ω, tal que, el punto de
equilibrio definido en experimenta una bifurcación triple cero. La condición para determinar
los valores de los parámetros quedan determinados por condiciones impuestas en el polinomio
caracteŕıstico (6.5). Pues, obersérvese que λ = 0 es un valor propio de multiplicidad algebraica
tres asociado a la matriz A(µ), si se tiene que

c2 − 4ab = 0,

2a+ c− a2c = 0,

2a− c = 0.

(6.8)

Un breve análisis muestra que los puntos µ± = (±
√

2,±
√

2,±2
√

2)T satisfacen los ecua-
ciones (6.8), en consecuencia, existe únicamente dos puntos en Ω (ver Figura 6.3) tal que los
puntos de equilibrio x0(µ

±) = (±
√

2,−1, 1)T satisfacen que σ(A(µ)) = {λ1,2,3 = 0 }.
Por lo tanto, se sigue que, para k = 3 se tiene la condición de no degeneracidad, pues,

para este caso a11 = ±
√

2.

Aplicando el Lema 8, las direcciones de desdoblamiento d1, d2 y d3 quedan definidas por
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los vectores

d1 = (1, 1, −1)T ,

d2 =

(
±7
√

2

4
,±
√

2

4
, 0

)T
,

d3 =

(
0,−1

2
,
1

2

)T
,

las cuales son linealmente independientes, por lo cual, las hipótesis H1), H2), H3) y H4) se
satisface para (x0(µ

±), µ±). Ver figura 6.2.

Es natural pensar que los puntos de bifurcación triple cero concurran en la curva de
bifurcación Takens-Bogadanov (ver Figura 6.3), pues, es conocido que la bifurcación Takens-
Bogdanov ocurre dentro en la bifurcación triple cero.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

Aunque las técnicas conocidas para calcular la dinámica sobre la variedad central consisten
en utilizar una serie de cambios de coordenadas, en este trabajo se obtuvo dicha dinámica de
manera directa al definir un solo cambio de coordenadas. Esto tuvo como consecuencia una
simplificación significativa en el desarrollo del caṕıtulo dos. Por otro lado, dado que en la lite-
ratura no se ha demostrado que la dinámica sobre la variedad central esté determinada por su
truncamiento hasta orden dos, en el presente trabajo se impone la condición de determinación,
la cual supone que la dinámica sobre la variedad central k-dimensional está determinada por
la su truncamiento hasta orden dos. Es importante resaltar que la condición de determinación
garantiza que la dinámica sobre la variedad central y su truncamiento son topológicamente
equivalentes.

Si bien existen varios métodos para obtener la forma normal de un sistema dado, en el
caṕıtulo tres se logra establecer una conjetura donde se detalla una estructura general para una
forma normal de una campo vectorial dado. Aunque es importante calcular los coeficientes de
la forma normal, en la conjetura se logra dar la forma expĺıcita de algunos coeficintes, el resto
de los coeficientes pueden determinarse de manera directa utilizando el código mencionado en
el apédice de este trabajo.

En el caṕıtulo cinco se logró dar una demostración detallada de una deformación versal
para la bifurcación k cero.

Los resultados descritos en los caṕıtulos anteriores nos llevaron a concluir que para una
familia m-parametrizada de campo vectoriales n-dimensionales, cuya linealización en un punto
de equilibrio tiene un valor propio cero de multiplicidad algebraica k y geomeétrica uno, es
posible determinar condiciones sobre la familia m-parametrizada de campos vectoriales, tal
que la dinámica sobre la variedad central de dicha familia es localmente, topológicamente
equivalente a la deformación versal establecida en el caṕıtulo cuatro. Con esto se estableció,
bajo qué condiciones una familia m-parametrizada de campos vectoriales n-dimensionales
experimenta una bifurcación k-zero.

Encontramos k direcciones linealmente independientes, llamadas direcciones de desdobla-
miento, las cuales nos permitieron establecer una transformación T : Rm → Rk, que relaciona
el diagrama de bifurcación del desdoblamamiento y el sistema original. Por otro lado, consi-
deremos que una posible extensión de nuestro trabajo podŕıa ser considerar el problema de
determinar direcciones de desdoblamiento con estructuras más sencillas a las presentadas en
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este trabajo.

En el caṕıtulo seis se estudió el sistema de Rössler. Luego de un análisis detallado se veri-
ficó que existen valores en el espacio de parámetros, donde la linealización del campo vectorial,
en un punto de equilibrio puede tener un valor propio cero de multiplicidad algebraica uno,
dos y tres. A partir de este análisis, se determinaron las regiones en el espacio de parámetros
donde el sistema de Rössler experimenta una bifurcación Takens-Bogdanov (TB). De igual
forma, se caracterizarón dos puntos en dicho espacio donde se presenta una bifuración triple
cero (TZ).

Finalmente, se caracterizarón las superficies en el espacio de los parámetros donde el
sistema de Rössler experimenta una bifurcaión Silla-nodo, Hopf y homocĺınica, utilizando el
diagrama de la bifuración Takens-Bogdanov.

Concluimos el presente trabajo, mencionando el art́ıculo y los eventos participaciones en
congresos que han sido frutos de este trabajo:

Martin A. Carrillo, Fernando Verduzco and Francisco A. Carrillo. The k-Zero Bifurcation
Theorem for m-Parameterized Systems. International Journal of Bifurcation and Chaos,
Vol. 28, No. 8, pp. 185-100. April 2018.

Marzo 2017-VIII Taller de Sistemas Dináamicos y Control, dentro del marco de la XXVI
Semana Nacional de Investigación y Docencia en Matemáticas. T́ıtulo de la ponencia:
Conexiones homocĺınicas en el atractor de Rössler.

Julio 2016-4th Colloquium on Dynamical Systems, Control and Applications (DyS-
CAIV), México, DF. Poster: Unfolding directions in the k-zero bifurcation.

Octubre 2015-XLVIII Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana, Hermo-
sillo, Sonora. T́ıtulo de la ponencia: Sobre la bifurcación Takens-Bogdanov.



Apéndice A

Bifurcación Takens-Bogdanov

En esta sección se presenta un análisis de la bifurcación Takens-Bogdanov, utilizando la
deformación versal

ż1 = z2,

ż2 = ε1 + ε2z2 + az21 + bz1z2.
(A.1)

Referencias importantes en el estudio de esta bifurcación son [44], [48], [15] y [59]. En ellas,
los autores presentan un análisis de bifurcación de (A.1) para valores fijos de los coeficientes
a y b, presentando un diagrama de bifurcación. Sin embargo, otros diagramas se pueden
obtener al variar a y b. El siguiente análisis muestra cuatro posibles diagramas de bifurcación
al considerar esta variación.

Análsis de bifurcación

Para determinar los diferentes comportamientos dinámicos del sistema (A.1) primero ana-
lizamos la naturaleza de sus puntos de equilibrio.

Puntos de equilibrio

Cualquier equilibrio del sistema (A.1) se localiza sobre el eje horizontal ε2 = 0, y satisface
la ecuación

ε1 + az21 = 0,

es decir, si z =
√
− ε1

a , con ε1a < 0, los puntos de equilibrio son

z±0 = (±z, 0) .

La matriz Jacobiana del campo vectorial evaluado en estos puntos de equilibrio esta dada
por

DF
(
z±0
)

=

(
0 1

±2az, ε2 ± bz

)
,
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con valores propios

λ1,2
(
z±0
)

=
1

2

(
(ε2 ± bz)±

√
(ε2 ± bz)2 ± 8az

)
(A.2)

Para a > 0(a < 0), el punto z+(z−) es una silla para ε1 < 0(ε1 > 0), mientras que el punto
z−(z+) es un foco.

Caso a > 0

Si a > 0, entonces, para ε1 > 0, el sistema (A.1) no tiene puntos de equilibrio. Si ε1 = 0
el sistema tiene un punto de equilibrio (0, 0), el cual es un punto silla-nodo para ε2 6= 0 y una
cúspide para ε2 = 0. Si ε1 < 0, el sistema tiene dos puntos de equilibrio z±0 .

Bifurcación silla-nodo

Un análisis muestra que, cuando ε1 = 0, el sistema (A.1) experimenta una bifurcación
silla-nodo en (0, 0), es decir, la región

CSN = {(ε1, ε2) | ε1 = 0}

en el plano de parámetros de bifurcación representa la región de puntos de bifurcación silla-
nodo.

Bifurcación Hopf

De (A.2), se verifica que si ε2 = bz entonces se tiene un único par de valores propios
imaginarios en el punto z−0 , dados por λ1,2

(
z−0
)

= ±i
√

2az. Por otro lado, Re
(
λ1,2

(
z−0
))

=
1
2 (ε2 − bz), y

d =
d

dε2

(
Re
(
λ1,2

(
z−0
)))
|ε2=bz =

1

2
,

donde d representa la velocidad de cruce de los valores propios a través del eje imaginario.
Por lo tanto, se concluye que el sistema (A.1) experimenta una bifurcación Hopf en el punto
z−0 cuando ε2 = bz. Obsérvese que

ε2 = bz ⇔ ε1 = − a
b2
ε22,

entonces, en el plano de los parámetros de bifurcacián, la curva

CH =
{

(ε1, ε2) | ε1 = − a
b2
ε22, con ε2b > 0

}
representa la curva de puntos de bifurcación de Hopf.
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La establidad de las órbitas periódicas quedan determinadas por el primer coeficiente de
Lyapunov l (ver [44]). Para cálcular este coeficiente primero ponemos el sistema (A.1) en su
forma normal, lo cual es posible mediante el cambio de coordenadas

ψ = P−1
(
z − z−0

)
donde P =

(
0 −ω0

ω0 0

)
, con ω0 =

√
2az. Se sigue que

ψ1 = −ω0ψ2 + bψ1ψ2 +
a

ω0
ψ2
2,

ψ2 = ω0ψ1,

se sigue que

l =
b

16
√
− ε1

a

.

Claramente, el signo del l queda determinado por el coeficiente b, de este modo, existen
dos direcciones para la ocurrencia de la bifurcación Hopf, las cuales se muestran en la figura
A.1

(a) b > 0 (b) b < 0

Figura A.1: Curvas de bifurcación Hopf para a > 0.

Bifurcación homocĺınica

El análisis de la bifurcación homocĺınica inicia con un rescalamiento en variables, paráme-
tros y tiempo, el cual está dado por

z1 = ε2u, z2 = ε3v, ε1 = ε4aν1, ε2 = ε2bν2, ε ≥ 0
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y t = 1
ετ . Aśı que (A.1) se transforma en

u̇ = v,

v̇ = a
(
u2 + ν1

)
+ εb (ν2v + uv) .

(A.3)

La caracteristica más importante del rescalamiento anterior es que, para ε = 0, el sistema
no perturbado

u̇ = v,

v̇ = a
(
u2 + ν1

)
,

(A.4)

representa un sistema Hamiltoniano completamente integrable con función Hamiltoniana dada
por

H(u, v) =
v2

2
− a

(
ν1u+

u3

3

)
.

Para ν1 < 0, el sistema Hamiltoniano (A.4) tiene dos puntos cŕıticos (±
√
−µ1, 0). En

particular, para ν1 = −1 el retrato se muestra en la figura (A.2), donde se ilustra la orientación
de la órbita homocĺınica. Un breve análisis muestra que dicha órbita corresponde a la curva
de nivel H(u, v) = 2

3a, cuya solución basada en el punto (−2, 0) está dada por

(u0(t), v0(t)) =

(
1− 3sech2

(
t√
2

)
, 3
√

2asech2

(
t√
2

)
tanh

(
t√
2

))
,

(1,0)
(-2,0)

(a) a > 0

(2,0)
(-1,0)

(b) a < 0

Figura A.2: Retrato fase de (A.4) para ν1 = −1..

La función de Melnikov a lo largo de la conexión homocĺınica está dada por

M(t0) = b

∫ ∞
−∞

v0(t) [ν2v0(t) + u0(t)v0(t)] dt,

=
24

35

√
2ab (7ν2 − 5) .
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De esto se sigue que si ν2 = 5
7 entonces M(t0) = 0, por lo cual, de la teoŕıa de Melnikov (ver

[44]) la curva de puntos de bifurcación homocĺınica está dado por ν2 = 5
7 +O(ε). En cuanto

al correspondiente rescalamiento, se obtiene la siguiente equivalencia

ε1 = ε4a ⇔ ε4 = −ε1
a

y

ε2 = ε2bν2 = ε2b

(
5

7
+O(ε)

)
=

5

7
ε2b+O

(
ε3
)
.

En consecuencia, se cumple que ε22 = 25
49ε

4b2 +O
(
ε5
)

= −25
49
b2

a ε1 +O
(
ε5
)
, es decir

ε1 = −49

25

a

b2
ε22 +O

(
ε
5/2
2

)
.

EL análisis anterior muestra que sobre la curva

CHom =

{
(ε1, ε2) | ε1 =

49

25

a

b2
ε22 +O

(
ε
5/2
2

)
, con ε2b > 0

}
el sistema (A.1) experimenta una bifurcación homocĺınica.

Caso a < 0

Un análsis similar al caso anterior se sigue para determinar las regiones en el espacio de los
parámetros donde el sistema (A.1) experimenta una bifurcación silla-nodo, Hopf y homocĺınica
cuando a < 0. Los resultados se resumen a continuación.

Una bifurcación silla-nodo se experimenta sobre la curva

CH = {(ε1, ε2) | ε1 = 0}

El sistema experimenta una bifurcación Hopf en el punto z+, donde la curva de bifurcación
está dada por

CH =
{

(ε1, ε2) | ε1 = − a
b2
ε22, con ε2b < 0

}
.

El primer coeficiente de Lyapunov está dado por l = − b

16
√
− ε1

a

. Además, las dos direcciones

de la ocurrencia de esta bifurcación se muestra en la figura A.3.

Por otro lado, una bifurcación homocĺınica ocurre sobre la curva

CHom =

{
(ε1, ε2) | ε1 = −49

25

a

b2
ε22 +O

(
ε
5/2
2

)
, con ε2b < 0

}
La dirección de la órbita homocĺınica para esta caso se muestra en la figura A.2.

Los resultados anteriores muestran que es posible obtener cuatro diagramas de bifurcación
para el sistema (A.1) al variar los coeficientes a y b, los cuales se ilustran en la figura A.4.
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(a) b > 0 (b) b < 0

Figura A.3: Curvas de bifurcación Hopf para a < 0.

(a) a > 0 y b > 0 (b) a < 0 y b < 0

(c) a > 0 y b < 0 (d) a < 0 y b > 0

Figura A.4: Posibles diagramas de bifurcación.



Apéndice A

Código

En el caṕıtulo 3 se concluye que, dado un sistema ẋ = F (x, µ), una forma normal para
este sistema queda determinada por la matriz

R1k = R1k +G(R1,k−1) + · · ·+Gk−1(R11)−Gk(L21).

donde G(X) = XJ0 + JT0 X, para XT = X.

A continuación se muestra el código fuente escrito en Wolfram Mathematica 10.0. para
calcular la matriz R1k de un campo vectorial dado, cuya matriz Jacobiana tiene un valor
propio cero de multiplicidad k.

Quit

k := 4

makeSym[k, fn ] := Module[{rtmp}, rtmp = Table[fn[i, j], {i, 1, k}, {j, 1, i}];
MapThread[Join, {rtmp, Rest / Flatten[rtmp, {{2}, {1}}]}]]
R1[i ] := makeSym[k, Subscript[r^i, #2, #1] &]

J0[j ] := MatrixPower[SparseArray[{Band[{1, 1}] → 0, Band[{1, 2}] → 1}, {k, k}],
j]

J0T[j ] := MatrixPower[Transpose[SparseArray[{Band[{1, 1}] ->0, Band[{1, 2}] →
1}, {k, k}]], j]

Unprotect[MatrixPower];

MatrixPower[k ?SquareMatrixQ, 0] := IdentityMatrix[Length[k]]

Protect[MatrixPower];

L21 := makeSym[k, Subscript[l, #2, #1] &]

G[r ] := Sum[Binomial[r, i]*J0T[i].R1[k - r].J0[r - i], {i, 0, r}]
R1k := R1[k] + Sum[G[s], {s, 1, k - 1}]-Sum[Binomial[k, i]*J0T[i].L21.J0[k - i],

{i, 0, k}]
La función de cada comando utilizado en este código puede obtenerse en el explorador de

ayuda del mismo software. Aśı mismo, dicho código puede implementarse para determinar la
forma expĺıcita de los parámetros libres que aparecen en la matriz R1k.
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