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Introduccion

La teoria de sistemas dinamicos ha tenido un desarrollo importante durante los tltimos
anos, pues estos pueden implemetarse para modelar diferentes fenémenos en la naturaleza que
impliquen cambios. La teoria ha crecido, a su vez, siempre vinculada con otras disciplinas en
un continuo intercambio de problemas, técnicas y aplicaciones, por lo cual tienen una vasta
aplicacién en areas como ingenieria, economia, biologia, fisica, etc. Los sistemas dinamicos
pueden clasificarse en linales o no linales. Los sistemas lineales son sencillos de analizar y
trabajar, ya que la solucién del sistema sujetos a condiciones complejas puede estudiarse
simplificando el problema a condicines mas sencillas. Existen técnicas ampliamente utilizadas
para analizar este tipo de sistemas como lo son la transformada de Laplace, el principio de
superposicion, la transformada de Fourier, etc. Por lo anterior, es usual encontrar soluciones
analituicas exactas de sistemas lineales. Aunque también es muy comun recurrir a los métodos
geométricos para visualizar la evolucién del sistema en el tiempo.

Si el sistema es no lineal, su analisis es mucho méas complejo, esto se debe a la no linealidad
del sistema y son de interés en fisica y matematicas debido a que la mayoria de los problemas
fisicos son implicitamente no lineales en su naturaleza. En los ultimos cuarenta anos hubo
un creciente interés en el estudio de este tipo de sistemas, el desarrollo de herramientas
computacionales para estudiar estos sistemas, y la aplicacién de estas herramientas a un
numero importante de problemas. En la mayoria de las ocaciones no se podra encontrar
soluciones andliticas exactas a los problemas no lineales, por lo tanto, la representacién de
la dinamica del sistema se auxilia mucho en técnicas geométricas de visualizacién y analisis.
Aunque los sistemas no lineales son complejos de analizar, hay resultados que garantizan que
los sistemas dindmicos no lineales se comportan localmente como lineales. De lo anterior se
sigue que, en general, el analisis de el comportamiento de las soluciones de sistemas no lineales
puede ser dividido en de dos categorias, andlsis local y andlis global.

Los sistemas no lineales, que usualmente dependen de varios parametros, suelen cambiar
radicalmente su estrucutura cualitativa al varias dichos parametros, apareciendo o desapare-
ciendo, por ejemplo, puntos de equilibrio o ciclos limites, cuando esto sucede se dice que ha
ocurrido una bifurcacién. La teoria de bifurcacién forma parte de la teoria general de sistemas
dindmicos y es una teoria que sirve como herramienta para el analisis de sistemas no linales.
Se origina junto con la moderna teoria cualitativa a finales del siglo XIX cuando Poincaré in-
troduce las ideas topolégicas y geométricas en el estudio de la dindmica. La formalizacién del
concepto de bifurcacién se produce al ponerlo en relaciéon con el de estabilidad estructural,
introducido por Andronov y Pontriaguin en 1937.
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VIII Introduccidn

Dado que los cambios cualitativos a los que alude la teoria de bifurcaciones ocurren entorno
a un punto de equilibrio, el cual puede ser hiperbdlico o no hipérbolico, en este trabajo todo
el andlisis se desarrolla entorno a puntos de equilibrios no hiperbdlicos, es decir, aquéllos para
los cuales la matriz Jacobiana del sistema posee valores propios igual a cero, pues, es conocido
que (ver [64], [44], [60]), por el teorema de Hartman-Grobman, los equilibrios hiperbdlicos son
estructuralmente estables. En este contexto, resulta fundamental el teorema de la variedad
central que establece la existencia de una variedad invariante pasando por el punto de equilibrio
(no hiperbdlico) a la cual puede restringirse el sistema para estudiar la dindmica en un entorno
del mismo.

Una forma de clasificar las bifuraciones es por su codimensién. La codimensién de una bi-
furacién es el minimo niimero de pardmetros que necesita un sistema parametrizado para que
ocurra una bifurcacion. Las bifurcaciones de codimensién uno, relacionadas con la aparicién
de un valor propio cero, han sido ampliamente estudiadas y caracterizada, las cuales corres-
ponden a tres tipos de bifurcaciénes: nodo-silla, transcritica y horquilla. En las bifuraciones
de codimensién dos, se distingue la bifurcacién Takens-Bogdanov, cero-Hopf y Hopf-Hopf,
también ampliamente estudiadas, mientras que las bifuraciones de codimensiéon mayor a dos,
son bifuraciones que hasta el momento no han sido caracterizadas y por lo tanto existen po-
cos resultados entorno a ellas. Sin embargo, exiten algunos intentos por caracterizar algunas
bifurcaciones de codimensién tres, particularmente, la bifurcacién triple cero, la cual ocurre
cuando la matriz Jacobiana tiene tres valores propios iguales a cero. Fue Durmortir quien
dio comienzo al estudio de esta bifurcacién (ver [21], [23], [24]), mostrando que la bifurcacién
cero-Hopf y Takens-Bogdanov se encontraban en su desdoblamiento. Un ano mas tarde, Freire
et al. [19] presenta otro desdoblamiento de la bifurcacién triple cero. Sin embargo, el analisis
parcial que ellos presentan revelan la complejidad de los comportamientos de las soluciones
que se encuentran dentro de esta bifurcacién.

En este trabajo abordamos el estudio de la bifurcacién k cero, la cual ocurre cuando la
parte lineal del campo vectorial tiene un valor propio cero de multiplicidad k y el resto parte
real diferente de cero. El caso k = 2 es conocido como la bifurcacién Takens-Bogdanov, la
cual fue estudiada, independientemente, por Takens [28] y Bognadov [58]. Partiendo de un
campo vectorial n-dimensional m-parametrizado, mostramos un teorema donde se establecen
las condiciones sobre el campo vectorial para asegurar la existencia una bifurcacién k cero.
El andlisis complejo que muestran las bifuraciciones de codimensién k& > 3 hace que por el
momento no se tenga un diagrama de bifurcacién, al menos para la bifuracién triple cero,
por el cual, conviene mencionar que nuestro trabajo no tiene como objetivo el andlisis de
bifurcacién, si no mas bien, establecer un resultado que caractice la ocurrencia de bifuraciones
de codimension k. Por otro lado, hacemos notar que, cuando se presente un diagrama completo
para la bifurcacién triple cero, el resultado que presentamos en este trabajo servird como medio
para realizar analisis de bifurcacién.

Con las ideas anterior, se presenta a continuacion la estructura que organiza este trabajo.

En el capitulo 1 se establece el objetivo principal de este trabajo junto con algunos concep-
tos utilices para llevar a cabo una simplificacién significativa en el desarrollo de los capitulos
posteriores. En el capitulo 2 se utiliza la teoria de la dindmica sobre la variedad central para
reducir el problema de bifurcacion, limitando el analisis a la dindmica sobre la variedad cen-



IX

tral. Aunque las técnicas para determinar dicha dindmica sugieren la implementacion de una
serie de cambios de coordenadas, en este trabajo, utilizamos solo un cambio de coordenadas
que nos llevé directamente a la dindmica sobre la variedad central.

En el capitulo 3 se calcula una forma normal y se presenta una conjetura que sugiere una
estructura de una forma normal para k > 2, aunque no se demuestra formalmente el resultado
si se presenta un coédigo que se puede utilizar como medio para calcular los coeficientes de
dicha forma normal. Partiendo de la forma normal, en el capitulo 4 se presenta un anélisis para
obtener una deformacién versal para la bifurcaciéon k cero. Dicho andlisis se sigue teniendo
como base la técnica utilizada en [48]. En el mismo capitulo se logran dar explicitamente las
k direcciones de desdoblamiento para desdoblar la bifurcacién k cero. Terminamos el capitulo
4 estableciendo el teorema principal de este trabajo.

Finalizamos este trabajo mostrando un modelo para exhibir la aplicacion del teorema prin-
cipal. El modelo empleado para tal objetivo es conocido como el sistema de Rossler el cual
estd ampliamente estudiado en la literataura (ver [4], [19], [37], [47], [51], [50]). Para este siste-
ma se calculan las tres direcciones de desdoblamiento y se utilizan para llevar acabo un analis
de bifurcacién utilizando el diagrama de bifurcacién para la bifurcacién Takens-Bogdanov.
Se presentan las superficies en el espacio de los parametros donde el sistema de Rossler ex-
perimenta una bifuracién silla-nodo y Takenes-Bogdanov. Ademas se logra caracterizar dos
puntos en el espacio de los parametros donde el sistema experimenta una bifurcacién triple
cero.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema

Consideremos el campo vectorial m-parametrizado
i = Fla, ), (1.1)

donde x e R", ue R conm >k>2y FelC',r>2.

A lo largo de este trabajo, suponemos que existe (xg, po) € R™ x R™, tal que se verifican
las siguientes hipdtesis:

H1) F(xo,p0) =0,

H2) DF(xo, po) es similar a J = Jo 0 ’
0 J

donde Jy = - yo(Ji) ={Re(\;) #0, para j =k+1,...,n}.
S

0 kxk

A vista de la matriz Jy, en esta tesis consideramos el caso no semisimple, el cual hace
referencia a la multiplicidad geométrica del valor propio A = 0, es decir, supondremos que la
multiplicidad geométrica del valor propio A = 0 es uno. Por otro lado, llamaremos a H1) y
H2) hipdtesis de no hiperbolicidad. Para el caso k = 2, es conocido que las hipétesis de no
hiperbolicidad proporcionan un primer escenario para la ocurrencia de la bifurcacién Takens-
Bogdanov (ver [12] ). De forma similar, en esta tesis, dichas hipdtesis nos provee un ambiente
para la ocurrencia de la bifurcacion k cero.

Los resultados sobre el anélisis de bifurcacién del campo vectorial (1.1), parten en general,
de la forma canénica de Jordan de este campo vectorial (ver [44], [64]). Por tal motivo,
nuestro enfoque inicial es expresar la parte lineal del campo (1.1) en su forma de Jordan. Para
lograr esto recurrimos al vector propio y vectores propios generalizados asociados a la matriz
DF(zg, po), los cuales se defininen a continuacién.

1



2 Planteamiento del problema

Llamaremos a v; el vector propio, y va, . .., vj los vectores propios generalizados de DF'(xg, o)
correspondientes al valor propio A = 0. Sea ahora Vy = (vy,va, ..., vx) € R™* la matriz que se
construye con el vector propio y los generalizados. Como consecuencia de la construccion ante-
rior, sea Py € R™ (") ]a matriz que contiene los vectores propios (incluyendo generalizados)
asociados a la matriz Ji.

La manera de proceder usando las matrices Vy y Fy, es la siguiente: definimos P =

(VoPy) € R™™ luego, de la teorfa de formas de Jordan, existe P~! = < Wo > donde

Qo
T
wy
Wy € RFX" Py e RVFXn ¢ 1) = © |, tal que
wi;
_ Jo 0
P 'DF(xg, )P = J = ( 00 7 > (1.2)

Hacemos notar que por simplicidad definimos A = DF(xq, o).

A la vista de la expresién que adopta Wy, el siguiente lema caracteriza los elementos w;,
parai=1,.. k.

Lema 1. wy es el vector propio izquierdo y wi, ..., wg_1 son los vectores propios izquierdos
generalizados de A correspondiente al valor propio A =0, es decir,

WoA = JoWo.

Demostracion. Es claro que

WoA JoW,
P'AP=J & P'A=JP & < 0 ):( 0 °>.
QoA J1Qo

De aqui se deduce que

w?A wZT
W()A =JWy, & =
w%—lA wg
wZA 0
Esto finaliza la demostracién. O

A continuacion se establece un resultado que tiene como base la identidad (1.2). Conviene
mencionar que algunas expresiones presentadas en los capitulos posteriores son posibles gracias
a la gran variedad de identidades que se desprenden de (1.2). Por otro lado, se aclara que
I, € R¥*k de manera similar I,,_j € R(—k)x(n—k),



Lema 2. Se verifican las siguientes identidades

WoAVy = Jo, WoVo = I,
WoAPy =0, WoFy =0,
QA =0, ' Q=0
QoAPy = Ji, QoPo = In—k-

Demostracion. A partir de (1.2) es inmediato que
_ Jo 0 Wo Jo 0O
PTAP = AVo R) = :
( ) <Q0> Vo F) (0 Jl)

0 J
(WOAVO WOAP0> B <J0 0)
QOAVO QOAPO o 0 J1 )

Por tanto

Las otras propiedades se evidencian al considerar que P~'P = I, pues

Wo _ WoVo WoPRy\
<Q0> o R)=1 = (QOVO Q0P0> =1

Si hacemos la descomposicién adecuada para la matriz I, tenemos

<W0V0 WOPO) _ (Ik 0 >
Qoo QoF 0 Inx)
El resultado se sigue. ]

A efectos de reducir la dimensién de un problema de bifurcacion, el teorema de la variedad
central y la hipotesis de no hiperbolicidad implican la existencia de una variedad central k-
dimensional m-parametrizada en * = zg y p = pug. En el capitulo 2 se calcula la dindmica
sobre la variedad central del sistema (1.1) truncada hasta orden dos. La justificacién de dicho
truncamiento se menciona con detalle posteriormente.

Aunque es conocido que la dindmica sobre la variedad central se obtiene siguiendo una
serie de cambio de coordenadas, conviene mencionar que las expresiones obtenidas, podrian
ser algo tediosas de manipular. En el capitulo 2 se exhiben tales expresiones, las cuales pueden
reescribirse de una forma simple al considerar la siguiente definicion.

V1 (J1T
Definicion 1. Consideremosv € R™ | v = ], Q=1 : | congi€eR" paraj=1,..,r,
Vn,y q,:ip
Ry
yR = : con R; € R™M>m2,

Ry,



4 Planteamiento del problema

a) ve R =>" 1R, € RmMmxm2,

geR
b) Qe R = :
dr R
UTR,V
¢) For U ¢ Rm>k v ¢ Rm2xk2 R(U V) =UTRV = :
UTR,,V

El resultado principal obtenido en el capitulo 2 se menciona en la siguiente proposicion.
Su demostracion se detalla en el mismo capitulo.

Proposicién. Supongamos que el sistema (1.1) satisface las hipdtesis de no-hiperbolicidad
H1) y H2) en el punto de equilibrio (xo, po). Entonces, la dindmica sobre la variedad central
m-parametrizada k-dimensional en el punto de equilibrio, estd dada por

. 1
U1 = Joy1 + NoB + BT Roy1 + §yir73191 +--, (1.3)

donde y1 = Wo(z — x0), 8= — o, y

NO — WUF;J,(J"Oa//JO)v
Ro = (Wo J <Fua:($0,#0) - (PoJleoFu(ifo,Mo))TD2F($0,No))) Vo, (1.4)
Ri = (WoeD*F(xo, o)) (Vo, Va)-

El objetivo principal que nos hemos marcado en esta tesis es encontrar condiciones su-
ficientes sobre el campo vectorial F, tal que la dindmica sobre la variedad central (1.3) es
localmente topoldgicamente equivalente a la deformacion versal

zl = 292,
| (15)
Zk—1 = Rk,
2k = e1+ezm+ -+ epz + 92(2),
donde go(2) = anz% + --+, es un polinomio homogéneo cuadratico, con aj; # 0.

La estructura para gs(z) se determina en el capitulo 3. La demostracién de la deformacién
versal (1.5) se detalla en el capitulo 4, y tiene como base las ideas presentadas en [49] and
[48].

Observacién 1. Es importante mencionar que, para la bifurcacion Takens-Bogdanov (k = 2),
bajo una condicion genérica, la dindmica sobre la variedad central estd determinada por el
sistema (1.3) truncado hasta orden dos, esto es, el sistema (1.3) y su truncamiento hasta orden



dos son topoldgicamente equivalentes. Por lo tanto, en [12] los autores prueban la equivalencia
entre (1.3) y (1.5) para k = 2. Sin embargo, para k > 3, ain no se ha demostrado que la
dindmica sobre la variedad central esté determinada por su truncamiento hasta orden dos. En
este trabajo imponemos la condicion HO), la cual supone que la dindmica sobre la variedad
central estd determinada por el truncamiento hasta orden dos. A esta condicion la llameremos
condicion de determinacion.

HO) Bajo condiciones de no degeneracidad, la dinamica sobre la variedad central (1.3) esta de-
terminada por

. 1
i1 = Joy1 + NoB + BT Royr + §y1TR1y1,
donde Ny, Ro y R son definidos en (1.5).
Observacién 2. Para k = 2, la condicion genérica es:

(ws @ D*F (0, p10)) (v1,v1) # 0.

En el siguiente teorema establecemos las condiciones sobre el campo F' para lograr el
objetivo principal de esta tesis. Dicho resultado se demuestra en los capitulo posteriores.

Hacemos notar que la hipdtesis HO) no es una condicién impuesta para el campo F', por
tal motivo no se considera en el siguiente resultado.

Teorema. (El teorema de la bifurcacion k-cero)
Consideremos el campo vectorial
& = F(z,p),

donde z € R", p € R™ conm >k y F € C", r > 2. Supongamos que existe (xg, o) € R xR™,
tal que

HJ) F($07M0) = 0;

Jo 0O

H2) DF(xo, po) es similar a J =
0 J

) , (no hiperbolicidad)

H3) (wy @ D*F (o, p10)) (v1,v1) # 0, (no degeneracidad)

df
Hj) Existe una matriz de rango maximo Dy = : € RF*™  donde ¢ = Do(p — o).
di
(transversalidad)

Entonces, la dindmica sobre la variedad central (1.3) en (xo, po) es localmente topologicamente
equivalente a la deformacion versal (1.5).



6 Planteamiento del problema

Aunque quedo establecido el objetivo de esta tesis y con ello el resultado principal, conviene
mencionar algunos detalles que nos encaminaran a establecer una relacién entre los parametros
del sistema (1.1) y el sistema (1.5).

El estudio de la equivalencia topoldgica nos lleva a la obtencién de los vectores dy, do, . . . , dy.
Tales vectores seran llamados vectores de desdoblamiento de la bifurcacién k cero, los cuales
supondremos que son linealmente independientes. La indepencia lineal se sigue de la condicién
de tranversalidad, establecida en el Teorema 1. Los vectores de desdoblamiento son esenciales
porque desdoblaran la bifurcacién k cero, es decir, nos permitiran establecer una relacién entre
los pardametros del sistema (1.1) y los parametros del sistema (1.5).

La relacion entre los parametros € y p se lleva acabo mediante la transformacion conside-
rada en la siguiente observacion.

Observacién 3. La transformacion T : R™ — R¥, dada por las direcciones de desdoblamiento

T(p) = Do(p — po), (1.6)

nos da una aproximacion del diagrama de bifurcacion en el espacio original de pardmetros.

Por ejemplo, para la bifurcacién Takens-Bogdanov (k = 2), la deformacion versal esta dada
por

e ) (1.7)
Zg = €1+ €220 + az] + bz12a.
Para este caso, la transformacién T : R™ — R?, estd definida por
T
- ()
De modo que las ecuaciones
e1 =0,
51+6§+--~:0,y5220, (1.9)
61+§6%+"':0, y g2 >0,

25

representan curvas de bifurcacion silla-nodo, Hopf y homoclinica respectivamente para la
deformacién versal (1.7), con a = b = 1 (ver [44]). Entonces, de la transformacién (1.8),
g1 =di (i — po) y e2 = d3 (1 — o), las ecuaciones

d{(M_HO) = 07
d¥(u — —110) dod? (u — cor = 0, and d¥ (1 — o) >0
1 (= po) + (1 — po)” dadsy (1 — o) + = 0, and dj (u — po) > 0,
49
di (b — po) + == (1 — po)dods (1t — o) + -+ = 0, and dj (u — po) > 0,

25

representan hipersuperficies de bifurcacion silla-nodo, Hopf y homoclinica, respectivamente,
en el espacio de pardmetros original del sistema (1.1).



Capitulo 2

Dinamica sobre la variedad central

Encontrar condiciones generales sobre un campo F, tal que, exista una equivalencia topdlo-
gica entre su variedad central y una deformacién dada, como lo establece el objetivo principal
de esta tesis, nos conduce al estudio de un problema de bifurcacién. Es conocido que, en ge-
neral, el estudio de algunos problemas de bifurcacién de campos vectoriales, es un problema
complicado. Sin embargo, un primer intento para entender este tipo de problema, consiste en
simplificar el problema tanto como sea posible sin que el comportamiento dindmico del campo
vectorial cambie.

En la literatura existen técnicas para lograr tal simplificacién, la primera de ellas es la
teoria de la variedad central y la segunda es la teoria de formas normales. Esta segunda
técnica se analiza con méas detalle en el capitulo 3.

En este capitulo se aprovecha la primera técnica de simplificacion, la teoria de la variedad
central, y se toma como inicio para simplificar el campo vactorial. Esta teoria nos provee una
medio para reducir la dimensién del espacio de los estados proyectando la dindmica sobre una
variedad llamada variedad central, la cual se corresponde con los valores propios con parte
real nula, ademds, es conocido (ver [11]) que es suficiente restringir el analisis de bifurcacién
al flujo de la variedad central.

Consideremos el campo vectorial m-parametrizado
i = Fla, ), (2.1)

donde x e R", p e R conm>ky Fel',r>2.

Es conocido que existen cambios de coordenadas y pardmetros para expresar (2.1) en su
forma de Jordan, de ese modo, utilizando la teoria de la variedad central es posible determinar
la dindmica sobre dicha variedad. Aunque en la literatura el método usual para determinar
la dindmica sobre la variedad central consiste en utilizar varios cambios de coordenadas, vale
la pena mencionar que en esta tesis se utilizan las propiedades exhibidas en el lema 2 para
determinar de una manera sencilla la dindmica mediante un cambio de coordenadas.

Proposicién. Supongamos que el sistema (2.1) satisface las hipétesis de no hiperbolicidad
H1) y H2) en el punto de equilibrio (xo, o). Entonces, la dindmica sobre la variedad central
m-parametrizada k-dimensional en el punto de equilibrio, estd dada por

. 1
91 = Joy1 + NoB + BT Royr + §leR1y1 +- (2.2)

7



8 Dindmica sobre la variedad central

donde y1 = Wo(x — x0), 8= p— o, y

NO = WOFM(‘T(%NO):

_ _ -1 T 2
Ro = (W()' (F,ux(x()vNO) (PoJi ' QoFyu(zo, o))" D F(fvmuo))) Vo,
R1 = (WO hd DQF(:EOaMO)) (‘/07%)

Demostracion. Para expresar el campo vectorial (2.1) en su forma de Jordan, recurrimos a la
serie de Taylor del campo al rededor del punto no hiperbélico (xg, pg). De esta forma

F(x, ) =DF(z0, o) (z — x0) + Fu(zo, o) (1 — o)
1 (2.3)
+ Fua (o, o) (1 — po,  — x0) + §D2F($0, o) (x — xo, & — xg) + -+

El cambio de coordenadas utilizado para determinar de manera directa, la dinamica sobre
la variedad central, viene dado por

x =H(y) = zo + Voy1 — KB + Poy,

(2.4)
=0 + B,
donde
K = PyJi ' QoFyu(xo, o), (2.5)
con Py y @y definidas en el capitulo 1.
Derivando (2.4) obtenemos
z = Voyr + Foye.
Luego,
Woi = WoVoyr + WoFPoyse, (2.6)
Qo = QoVoy1 + QoFoye- '
Del lema 2, WPy = QoVp =0y WoVy = Qo Py = I, entonces
= Wot ,
y 02l (2.7)

U2 = Qo[ (y)-



Para determinar |g,) se sustituye (2.4) en (2.3). Es decir

gy = AVoyr — KB+ Poyz) + Fu(zo, po)B
+BT F(z0, o) (Voy1 — KB + Poys)

1
*3 (Voyr — KB + Poyz)" D?F(x0, t10) (Voyr — KB + Poyz) + -+,
= AVoyr + (Fu(xo, o) — AK) B+ APy
+B7 (Fua(x0, o) — KT D*F (20, 10)) Vo

1
+87 (Fua (w0, o) — KT D*F (20, o)) Poy2+QDQF(%,MO)(VOZ/LVOZ/D

1
+D?F(z0, pto) (Voyi, Poy2) + §D2F($o, o) (Poyz, Poya) +

Distribuyendo correctamente las expresiones y utilizando adecuadamente las identidades
del lema 2, se resumen las siguientes expresiones

Woi| () =Joyr + WoFyu(xo, 110) 8 + Wo (BT (Fuz (2o, o) — KT D*F (20, po)) Voyr)

+ Wo (B" (Fua (o, o) — K" D*F (20, o)) Poysa)
1
+ W <2D F(zo, o) (Voyr, Vour)

+ Wo (D*F (x0, 110) (Voy, Poyz))

1
+ Wy (2D F(xo, o (Poy%Pon)) ‘

De manera similar, las propiedades del lema 2 muestran que

Qo |r(y) =J1y2 + Qo (Fju(xo, o) — AK) B+ Qo (8" (Fua(zo, o) — KT D*F (20, po)) Vour) »
+ Qo (B" (Fue(wo, o) — KT D*F(x0, 110)) Poys) »

+ Qo <2D2F($o, 10) (Voyn, Voy1)> + Qo (D*F(z0, 110)(Voy, Poy2))
+ Qo (;DzF(xo,uo)(Poyzypow)) +

Resumiendo la expresién anterior, se tiene que
Qo) = J1y2 + Qo (Fu(wo, o) — AK) B+ O(|B8, y1, y2|*).-
Obsérvese que

Qo (Flu(zo,p0) — AK) = Qo (Fu(zo,p0) — A (PoJy QoFu(wo, o)) ,
QoFu(zo, o) — QoAPyJT ' Qo (o, ko),
QoFyu(x0, pt0) — J1J; ' QoF (o, o),

= QoFy(zo, o) — QoFpu(wo, po) =0,
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por lo tanto,
Qo) = Jiy2 + O(18,y1,12/?).

Con el objetivo de simplificar las expresiones dadas en (2.8) utilizamos la definicién 1,
pues esta contribuye a reescribir de una forma compacta tales expresiones. Por la estrucura
de Wy, se sigue que

T
wy
WO [D2F(‘T05 MO)(%yla ‘/Oyl)} - DzF(QTO,lLo)(‘/Oyl’ ‘/Oyl)
“ (29)
w{ (D*F(z0, o) Voyr, Vour))
w} (D2F (x0, 1o)(Voy1, Voyr))
Ahora, considerando que sz = (wi1 -+ wiy ) para i = 1,2,...,k, se tiene la siguiente
reestructuracion
T/ T 12
y1 Vo D*Fi(zo, po)Voyr
w] [D*F(xo, o) Voyr, Voyr)] = (wir -+ win) : ,

yi Vo' D?Fy(x0, 110) Vour
= S0 wi (yi Vo D*Fj(xo, o) Vown) ,
= y Vi (Zf_iwi; D*Fj(xo, o)) Vo,
= yi Vi ((w; @ D*F(20,10))) Vour,
=y ((wi e D*F(xo, o)) (Vo, Vo)) 1.

Lo anterior permite expresar (2.9) de la siguiente forma

vt ((w1 @ D*F(xo,10)) (Vo, Vo)) w1
Wo [D*F (20, o) (Voyr, Voyr)] = : ,
yi ((wr ® D*F (0, p0)) (Vo, Vo)) 11
= yi (WoeD*F(x0,10)) (Vo, Vo)) w1

De manera similar, se obtiene la equivalencia de las siguientes expresiones

Wo (D*F (z0, o) (Poya, Poy2)) =y [(Wo @ D*F(x0, 10)) (Po, Po)] v2,
Wo (D*F (w0, tio) (Voyr, Poy2)) = yi [(Wo @ D*F(xo, 110)) (Vo, Po)] v,
Wo (BT (Fue(o, o)) Poy2) = BT [Wo & (Fua(zo, 110)) Po) yo-

Es evidente entonces que (2.7) puede reescribirse como
. 1 1
g1 = Joyr + NoB+ 5" Royr + 87 Soyz + §y1TR1y1 +yi Rayz + 53/2TR3112 + -

g2 = Jiya + OB, y1,v2]%),
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donde
No = WoFu(xo, o),
Ro = (Wo°< L (0, 10) — (PoJy 'QoF, (3307M0))TD2F(560,M0)>)%,
So = (W < (o, o) — (PoJi 'QoFy ($0,M0))TD2F(130,#0)>)P0,
Ri = (Woe D*F(x0, 1)) (Vo, Vo),
R2 = ( O.DFx()a:uO)) ‘/Ovpo
Ry = (WoeD*F(z0, 1)) (Po, Py).

El siguiente paso es utilizar el Teorema de la Variedad Central, el cual nos asegura que
existe una variedad central yo = g(3,y1) = O(|83, y1]?).

Conviene aclarar que por la condicién HO) sélo nos interesan los términos cuadréticos en
la dindmica. Entonces, no es necesario calcular la variedad central yo = g(3,y1).

De este modo, la dindmica sobre la variedad central esta dado por

1
91 = Joy1 + NoB + BT Roy1 + §y1TR1y1 +--
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Dindmica sobre la variedad central




Capitulo 3

Forma normal

Dado el campo vectorial
&= F(x,p). (3.1)

Se sabe, del capitulo 2, que la dindmica sobre la variedad central del campo (3.1), truncada
hasta orden dos, estda dada por el campo vectorial

. 1
i1 = Joy1 + NoB + BT Royr + 53/1T731?Jl- (3.2)

Dado que la dimensién de la variedad central es k, con k < n, esto simplifica el problema
de determinar el comportamiento cualitativo del campo vectorial (3.1) cerca del punto de
equilibrio (xg, i1p). Sin embargo, analizar este problema podria ser una tarea dificil. Por tal
motivo, para estudiar la dindmica del campo (3.2) es conveniente expresar dicha dindmica de
la forma mas simple.

Una herramienta utilizada en el marco de los sistemas no lineales, es la teoria de formas
normales. Esta teoria nos proporciona un método para simplificar el campo (3.2). La idea
principal del método consiste en definir un cambio de coordenadas en una vecindad del punto
de equilibrio (0,0), tal que, la expresién analitica del campo (3.2) se tan sencilla como sea
posible, en el sentido de que, mediante el cambio de coordenadas es posible eliminar los
términos que no son esenciales en el comportamiento dindmico del campo. Se sabe que la
estructura de la forma normal esta determinada completamente por la parte lineal del campo
vectorial (3.2) (ver [59]). De esta manera, se obtiene un sistema candnico que representa una
clase amplia de sistemas, desechando los términos no esenciales. A la expresién simplificada
bajo el cambio de coordenadas se le conoce como forma normal (ver [44] y [59]).

Existe un vasto estudio sobre formas normales, algunas referencias que siguen el desarrollo
de este concepto son [44], [1], [59] y [14].

En términos generales, la forma normal de un sistema de ecuaciones diferenciales es el
elemento mas simple de una clase de equivalencia de sistemas diferenciales que poseen el
mismo comportamiento cualitativo. Por ello, en la siguiente seccion establecemos cambios
de coordenadas tal que la expresién analita de la dinamica sobre la variedad central pueda
simplificarse.

13
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3.1. Términos cuadraticos

De acuerdo a la hipdtesis HO), la dindmica (3.2) estd determinada por sus términos
cuadraticos. Para simplificar estos términos consideremos el siguiente cambio de coordena-

das

1
y1 =h(z) =2+ §ZT£22, (3.3)

Loy
donde Ly = : ,con Ly; € REXk para j=1,2,..., k.
Loy,

El objetivo principal en esta seccion es encontrar Lo tal que, el cambio de coordenadas
(3.3) simplifica los términos cuadréticos en el sistema

. 1
= Joy1 + §y1TR1y1- (3.4)
Lema 3. El cambio de coordenadas (3.3) transforma (3.4) en
. 1 o~
Z = J()Z + 52 Rlz,
donde
Loy
Ri=Ri+Ly—2Losdy, y Lo= :
Loy,
0

Demostracion. Usando la regla de la cadena, derivamos (3.3), entonces
. . . -1,
U1 = (I + ZTEQ) z & z= (I+ ZTE2) Y1 lyy=n(z)-

Dado que el cambio de coordenadas (3.3) tiene inversa en una vecindad del origen, esto
o ~1
es, para |z| & 0, la matriz inversa (I + 27L3) " puede expresarse como

(T+27Ly) =T 2Ly + ., (3.5)
entonces el sistema 2z = (I + zTﬁg)_l 11 puede escribirse como

=1 —2"Lo+ ) lymn(o)- (3.6)
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Por otro lado

. 1
Uily=nz) = Joh(2)+5h(Z)TR1h(z),

1, 1 1.\ 1,
= .]0 Z+§Z £22 —1—5 Z+§Z £22 7—\’,1 Z+§Z ﬁzz y

1 1
= Joz+ §J02T£QZ + QZTRlz.

Reescribimos la expresion Joz Loz de la siguiente manera

01 T
. ZTL21Z z LQQZ
JOZT£2Z = 0 ‘ = TI; )
o1 2T Lopz Z LakE
0 0
Los
= 7 : Z:ZTZQZ.
Loy,
0

Se concluye entonces que
Uily=n(z) = Joz + %ZT (Ri+Lo)z+--,
entonces, (3.6) se reescribe de la siguiente manera
2= (I=2"La+ ) tnly=n(e)s
= (I—ZTEQ—}—...) <Joz+;zT (7?,1 +Eg)z+...) ’
= J0z+%zT (Ri+Lo—2Lodg) 24+
O

En el andlisis anterior obtuvimos una serie de simplificaciones las cuales nos llevan a
concluir que el término cuadratico yleyl, bajo el cambio de coordenadas (3.3), se transforma
en z© (Eg + R1— QEQJO) z. Dado que L9 es desconocido, se busca Lo para simplificar la
expresion Lo + Rq — 2L Jy.

La simplificacién del término cuadratico R4 sugiere definir la siguiente funcién.
Sea G : RF*k 5 RF*E dada por G(X)=XJo+ J(;“FX, para XT = X. G satisface las siguientes
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propiedades
Pl) G(X+Y) = GX)+G(Y),
P2 G(X) = (G-...-G)(X)=3", < : > (JE) x I3, (3.7)

P3) eIG"(X)ey = 0, parar=1,...,k, .

donde e; = (1,0,...,0)T € R,

La demostracién de las propiedades P1) y P3) son directas, mientras que la propiedad P2)
puede probarse por induccién matemaética.

La siguiente observacion es util para la demostracion del siguiente lema, el cual establece
la existencia de una una forma cuadratica gs(z) la cual queda determinada por el tensor R;.

Observacién 4. Dado Jy € R¥*F y Lo € RF*EXK) se sigue que

Loy La1Jo
LaJy = : Jo = : ;
Loy, Loy Jo
Loy J& Loy
oL = J| o= ¢
Loy, J& Loy,
0
Lema 4. Ezxiste Lo tal que %zTﬁlz = : , donde go2(z) = allz% + -, con a1 =
92(2)

1 2
5 (wi @ D*F (0, po)) (v1,v1).
Demostracion. Es conocido que si M es una matriz cuadrada, entonces

1
T Mz = §$T(M + M)z (3.8)

Se aclara que R; = RlT, similarmente Lo = Eg, pues tanto R como Lo son tensores de
matrices asociadas a una forma cuadrética. Esto permite concluir que £y = Zg. Sin embargo,
es claro que 73,1 carece de esta propiedad, pues el término L9.Jy no es simétrico, como lo
muestra el siguiente andlisis

La1Jy T (LayJo)" J& Loy
(Lado)" = : - z - |
Loy Jo (LaxJo)" JIL
26Jo o Lok
Loy
= J| | =k

Loy,
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Se sigue de (3.8)

~ 1 - ~
TRz = §ZT (Rl + R{) z,
LT (Tt Ra— 2ady + Ta b Re — 2
= 22’ (EQ +R1—2LsJy+ Lo+ TRq 2J0 ,CQ) z,
1 _
— izT (2L5 + 2Ry — 2LoJo — 23 L2) 2,
= T (Rl +ZQ — LoJy — Jgﬁg) z,
= IRz,
Ry Ry
Si definimos Ry = : y R = : , entonces, se desprenden las siguientes
Ry Ry
ecuaciones
Ri = Ri+Ly— Lady— Ji Lo,
Ri1 + Lo — Loy Jo — JE Loy En
Rig + Loz — LagJo — J& Lao Ry
Ryj1+ Log — Loj—1Jo — JE Loj1 Rik—l
Ry, — Lok Jo — Jg Loy, Ry
Claramente, es posible determinar Lg; para ¢ = 2,...,k tal que Elj = 0 para j =
1,2,...,k — 1, es decir, dado que en el tensor Lo cada matriz Lo; representa una matriz

de parametros libres, se emplea esa libertad para anular los primeros k£ — 1 términos del tensor
R1. Dicho en términos algebraicos

Rii4 Loy — Loy Jo — JILyy = 0,
Rig + Loz — LagJo — J& Lo 0,

: (3.9)
Rijg1+ Lok — Loj1Jo— J§ Laj—1 = O.

Estd claro que (3.9) se tienen al considerar las siguientes elecciones para cada Lo, con
r=2,...,k

L22 = LglJ() + ngm - Rll;
L23 = L22J0 + JgL22 - R12a
: (3.10)
Loy = Loy—1Jo+Jg Lajy—1 — Rijp-1.
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Estas elecciones nos lleva a simplificar el tensor R1. De (3.10) se sigue que

Por otro lado, de manera natural definimos ga(z) = %zTﬁlkz. Se tiene entonces la siguiente
equivalencia

0 0 0

1 -~ 1 : : :

IRz = 22T : z = : = '

2 2 70 07 0
Ry 32T Rz 92(2)

El andlisis anterior demuestra la existencia de la forma cuadritica ga(z). Esto demuestra
la primera parte del resultado.

A continuacién se demuestra la estructura general para el coeficiente a11.

Las propiedades establecidas en (3.7), que caracteriza a la funcién G, nos conducen a
reescribir (3.10) de la siguiente manera

Lyy = G(L21) — R,
Loz = G(L2) — Ria = G*(La1) — G(R11) — Ria,

Loy, = G(Log—1) — Rijg—1,

= G"YLy)—-G*"*(Ry1) — - — G(Rip_2) — Rij1,
Ry, = Rix— G(Laoy),
= Ry, + G(Rl’kfl) + -+ Gkil(RH) — Gk(L21). (3.11)

El andlisis anterior nos aporta una estructura general de R;j. Aunque Lo; es desconocida
y por ello representa una matriz de pardmetros libres, se observa que gs(z) estd determinada
por Rig.

Para probar la estructura de a1 es necesario identificar los elementos de R1. En conse-
cuencia, de la Proposicion 1.

(w1 @ D*F (20, 10)) (Vo, Vo)

wy ® D?F(x, Vo, Vo). Fn
R1 = (Wo ° DzF(a:O;,UO)) (Vo, Vo) = ( ? F O: NO)) (Vo, ¥0) = :
(wi » D2F (20, 10)) (Vo, Vo) o
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Hemos de hacer notar que Ry; € RF*F parai = 1,2..., k. En particular Ry, = (wk o D2F(x, uo)) (Vo, Vo).
Utilizando la definicién 1 es posible disponer de los elementos de Rj;. Dado que Vy =

(Ul Vo e Uk)

Ry = (wy e D*F(x0, 1)) (Vo, Vo),
(wi @ D*F (o, 10)) (v1,v1) --+  (wg @ D*F (20, o)) (v1,vk)
(wk ° DQF(LE(.), ,uo)) (vg,v1) -~ (wk ° DQF(az(‘), ,uo)) (vk, V)

El coeficiente a1; queda determinado por la matriz Rix. Esto es, debido a la propiedad
P3) establecida en (3.7), es sencillo verificar que

1 — 1 _
aj] = 56?R1k61 = 56? (le + G(Rl,k—l) + -+ Gk I(Rll) — Gk(L21)> e,
1 1
= ielTleel = 5 (wk ° D2F(a?0,,u0)) (1)1,1)1).
Esto finaliza la demostracién. O

Observacion 5. Bajo las hipdtesis de no hiperbolicidad, H1) y H2), el lema 4 nos proporciona
un método general para simplificar los términos cuadrdticos sobre la variedad central del campo
vectorial (3.1).

Con la demostracién de Lema 4 se tiene que es posible determinar una forma normal para
el campo vectorial dado en la proposicién 1. Esto nos lleva a deducir que es posible establecer
una equivalencia topolégica entre los términos cuadrédticos yf Riy1 v 27 R z.

El caso k = 2 estd bien estudiado en la literatura, y es conocido que g2(z) = a1121+a122122,
ademas los coeficientes a11 y a2 estdn bien definidos. Sin embargo, en el siguiente andlisis se
calcula go(z) para k = 2 y k = 3, asi como sus respectivo coeficientes, utilizando el Lema 4.

En general, dado k > 2, es posible determinar una estructura tnica para g2(z), de este
modo, tenemos una una estructura general de una forma normal. El siguiente resultado tiene
como base las propiedades definidas en (3.7). Aunque su demostracién estd lejos del objetivo
del trabajo se incluye un apéndice con el cédigo para determinar go(z) y sus respectivos
coeficientes. Para simplificar los coeficientes a;; consideremos la siguiente observacion.

Observaciéon 6. Para i,j,s =1,...,k, definimos

rs: = (ws  D2F(x0, o)) (vi,v;) -

A efectos de célculos posteriores, por la observacién 6 se deduce que

k k
™M1 o Tk

Ry, =
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Lema 5. Sea k,n € N, con k > 2, entonces

(1) Sik=2n
k k k
= Z a1,i21%; + Z a2;i22%; + -+ Z Qn,iZn -
i=1 i=2 i=n
donde
1
ail = ir]fh

i—1
20=2j=1 | k—2i42 2i—=j=1\ k4+1-2 2i—j—2 k:22
P Z( > Z+J+Z o z+]+z 2204
i—1—j
~ (2i—j—(i-1) k+(i—1)—2i+5 1 g .
-+Z Tio1,j +=ri, 1=2,..,n.
(- 1 2
J=i

(2) Sik=2n+1, g2(2) queda determinada por la paridad de n.

(i) Para n =2m

3+l
= E a1°21%; + -+ E QniZn%i + E Un+1,2j—n—12n+122j—n—1-
] =n j=n+1
(ii) Paran=2m+1
3k—1
k —a
= E a1;21%; + -+ + E AniZnZi + E On+1 2j—n—12n+122j—n—1-

Conviene mencionar que m queda determinado al fijar un valor de k.

3.2. Coeficientes de la forma normal

Esta claro que, para k > 2, el Lema 4 nos proporciona una manera directa para determinar
una forma normal y sus coeficientes. A continuacién se calcula una forma normal para el caso
k =2y k = 3. Hacemos notar que para k = 2 , los coeficientes a11 y a12 estan definidos en
[12]. Aunque en [19] se definen los coeficientes de la forma normal para k = 3, el andlisis se
hace para el caso degenerado.

Los resultados establecidos anteriormente nos determinan los coeficientes ay1, a2, a1z y
ago de la forma normal para k = 3.
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3.2.1. Coeficientes para k =2

Mediante el uso del Lema 5, para el caso k = 2, la estructura para gs(z) viene expresada
por

2
92(2) = a112{ + a122122.
Por lo cual, se deduce que la forma normal en este caso es
'él = z2,

. 2
Zo = a112] + a12z122.

. . 0 1
Por otro lado, a efectos de calcular los coeficientes a11 y aio, se sigue que Jy = ( ),

00
11 112) (7’31 Tlﬁ) -
Loy = Ry =1 ; - ara 1 =1, 2.
21 <112 ln) M rly 15) ¥
De acuerdo al Lema 4 los coeficientes de g2(2z) quedan determinados por la matriz Ris.
Para k = 2 se tiene que

Ri2 = Riz + G(R11) — G*(Lay).

Mediante la definicién de la funcién G, definida en el lema 4, se tiene que
1 1 1 1
_ T _ (i1 ri2) (0 1 0 0\ (ri1 712
ot = mun+afm = (1) (0 o)+ (0 0) (k)

_ ( 0 7“%1 >
- 1 1 )
T 2Ty

2 0 0
G*(Lyn) = LaJi+ 2J(1TL21J0 + (JOT) L = <0 2l11> '

Ahora, con estos calculos obtenemos la simplificacién para determinar los coeficientes. Se
sigue que
2 1 2
B 2 11 11 1712
o = i+ G = i) = (o T 170 )
Dado que l1; es un parametro libre, es posible utilizar esta libertad del pardmetro para
simplificar R12. De este modo, si l11 = r%z + %T%Q, la matriz Ri2 queda determinada por la
siguiente expresion

2 1 2
Ry — L& Ti1 T T2
12 — 1 + 2 0 .
11 T 712

De lema 4, ga(z) = %ZTRHZ. Si 27 = (21, 20), entonces

1 h rir+ 1ty (21
g2(z) = 2 (21,22) (rh + 1, 0 2)

2 2 1 2
= 77“112’1 + (Tll + T12) Z1%9.
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Se concluye que

L o
ain = §T117

1 2
aiz = 711+

3.2.2. Coeficientes para k = 3

Pasamos, por tultimo, a determinar la forma normal para el caso k = 3. De acuerdo al
lema 5, la estructura para gs(z) estd definida por

2 2
92(2) = a1127 + a122122 + a132123 + az22;.
En consecuencia, la forma normal esta representada por el campo vectorial

2':1 = Zz2,

Zy = 23,

. 2 2
23 a112] + a12z122 + a132123 + a222;.

De manera similar, se determinan los coeficientes. En este caso, se tiene que

010 lin ha hs riy T Tis
Jo=10 0 1) ,Loy=|lo I log) yRu=|rig ™ 75|,
000 lig a2z 33 T3 Th3 T3

parat=1,2,3.

De forma equivalente, los coeficientes para la forma normal en este caso, quedan determi-
nado por la matriz

Ri2 = Riz + G (R12) + G? (R11) — G3 (La1) .

Un poco de algebra muestra que, por definicién de G

0 7“%1 7“%2
G(Ri2) = | 27y ristTh |
iy i3+ T3y 23y
0 0 7‘%1
G*(Ry1) = [0 2r]; 3rl, ,
riy 3riy 2ri3+ 213
0 O 0
G*(La1) = [0 0 3

0 3li1 3l
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Se deduce entonces de inmediato que, de (3.11)

Ris = Riz+G(Ri2)+G?*(Ry1) — G (Lay),
i iy + 13 i+ 1l + 1l
= iy + 11 rog + 217y + 21 13 + 175 + 155 + 3rly — 3l
Py iy 1l T34 i3+ 15y + 3y — 3lin i3+ 2r3; + 2ry + 215, — 6lio

De la matriz anterior, notamos que los parametros l11 y l12 son libres. Si tomamos la
siguiente definicion

Ly = < (35 +ris+13+3r1y),

hy = = (ri3+2r3;+2r3+ 2ry) .

S~ W

Se tiene la siguiente simplificacion

3 3 2 3 2 1

- ™1 Ty + 711 T3t 712+
R]_Q — T%Q + T%l T§2 + 27’%2 + 27’%1 O
T%g + T‘%Q + 7"%1 0 0

Sea 2T = (21, 29, 23), del Lema 4 se sigue

3 3 2 3 2 1
1 1, , ™1 ) , 12 ‘;7’11 ) T3+ i T 71
g2(z) = o Ri3z = 37 iy + i 59 + 2r{y + 2174 0 z,
rio, + 7“%2 + Th 0 0

2 2
= a12] +a2z122 + azz123 + a42;,

donde
1.
3

al = 57’11,

2 3
az = T+ T2,

1 2 3
az = T+ T2+ 713,

1

1 2 3

aq, = 5 (2T11 + 27"12 + 7"22) .

El andlisis que se empled para determinar la forma normal en el
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Capitulo 4

Deformacion versal

En este capitulo seguimos el método ultilizado en [49] para determinar el desdoblamiento
clasico de una singularidad. En el capitulo anterior, se utilizo la teoria de formas normales para
determinar la forma normal més simple para un sistema general. En el estudio de dindmica es
comun utilizar una perturbacién del sistema, a esta perturbacién se le conococe como defor-
macion. Tal perturbacién depende de una serie de parametros los cuales, mediante un cambio
de coordenadas es posible minimizar. Al sistema simplificado se le conoce como deformacion
versal. La técnica empleada en [citar Murdok| parte del hecho de tener el sistema en su forma
normal simple.

Consideremos un sistema en su forma normal truncado hasta orden 2
& = Joxr + Fa(x), (4.1)

donde Fy(x) = %lezc son términos cuadraticos y Jy es la matriz definida en el capitulo 1.

Consideremos una perturbacién arbitraria definida de la siguiente manera

e(p+ Q)
donde p € Rk? Q = (leQQv"'an‘) € Rkaa Q@T = (Qib ) qlk) y € = 0. Entonces, el
sistema
T =Jox + Fy(z) +e(p+ Qx), (4.2)

es llamado sistema deformado, el cual representa un sistema parametrizado con k?+k pardme-
tros. El objetivo en este capitulo sera reducir el nimero de parametros de tal forma que po-
damos estudiar el comportamiento de las soluciones del sistema deformado. Al sistema. con la
minima cantidad de pardametros serd llamado deformacion versal del sistema.

Observacion 7. Para probar el siguiente lema usaremos las siguientes operaciones elemen-
tales. St B = (B1 B? ... Bk) € R™¥k estd particionado en k columnas, entonces

BJy=(B' B* .- B*)Jy=(0 B* B* ... BF1)

25
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Lema 6. Sea
& = Jox + Fa(x) + £ (p + Qx) (4.3)

una deformacion del sistema (4.1) conp € RF, Q € R¥*F y e 0. Entonces, si a; # 0, existe
un cambio de coordenadas

z=ny)=y+e(qg+Ly), (4.4)

con ¢ € RF y L € RF** tal que una deformacion versal de (4.3) es

0 00 --- 0
i=Jdy+ B+ | o |+ oy
0 0O 0 --- 0
€1 0 Eg -+ €k

Demostracion. A efectos de encontrar la deformacion versal, de (4.4) se sigue que
= (I+¢el)y,
equivalentemente, obtenemos un nuevo sistema con la misma forma
g=(+eL) i (4.5)
Considerando que, para |e| ~ 0 se tiene

(I+e0) ' =T—cL+0(|eP), (4.6)

donde O (|€]2> denota términos de orden mayor o igual a 2. En el sentido de que es prosible

reescribir el sistema (4.3) bajo el cambio de coordenadas (4.4), se tiene que

Ly = Joh(y) + Fa (h(y)) +e[p+ Qh(y)],
i = Jolyte(g+Ly)+Fa(ytelg+Ly) +elp+Q(y+e(qg+ Ly))l.

El andlisis posterior exige expresar el campo vectorial F5(z) en serie de Taylor alrede-
dor de y. Partiendo de ese punto utilizamos (4.4) para determinar la serie de Taylor de
Fy (y+e(q¢+ Ly)) alrededor de y. Se sigue que

Fy(y+e(q+Ly)) = F2(y) + DFy (y) [e (¢ + Ly) + O (7).

Siguiendo la idea, el andlisis anterior no lleva a reescribir el sistema &. A vista de la
expresion que adopta Fs (y + € (¢ + Ly)), se sigue

il = Jolytel@+Ly)l+F(y+e(@+Ly) +elp+Q(y+e(g+ Ly,
= Joly+e(qg+Ly)|+ F2 (y) + DF> (y) [e (¢ + Ly)]
+elp+Qy+el(g+Ly)l+0 (%),
= Joy+ Fa(y) +e[p+ Jog+ Qy+ JoLy + DFs(y)q) + O (%),
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En lo que respecta al término D F(y), es claro que DFy(y) = y? R1. De este modo, tenemos

i = Joy+ Fa(y) +elp+Jog+Qu+ JoLy +y Rig] + O (7).,
= Joy+ Fa(y) +e[p+ Jog+ (Q+ JoL + ¢ Ry) y] + O (£2).

Debido a la estructura que presenta el sistema, es natural considerar la siguiente asignacion:

p + Jog,
Q-+ JoL+q"Ry.

Q) =3y
I

Por lo tanto, se puede reescribir de la siguiente forma:
i = Joy + Faly) +< [P+ Qy| + 0 (2). (4.7)
Por otro lado, sustituyendo (4.7) y (4.6) en (4.5), se tiene la siguiente estructura
§=Joy + Faly) += [+ Qyl (4.8)

con Q = Q + JoL + ¢TR1 — LJy.

Para la simplificacién de (4.8) basta con definir L y ¢, los cuales, mediante una simple
eleccién determinan una estructura simple para p'y Q.

Dado que p,q € R¥, seap = (p1,---,pr)" ¥y = (q1, -~ ,qx)", entonces
~ T
p=p+Jog=(p1+q, p2+a3, -, Pr—1+aq Pk) -

Si bien, p es un vector dado y g un vector de parametros libres, es natural considerar la

eleccién ¢; = —p;—1 para i = 2, ...., k, esto implica que p = (0,---,0,px) . Consecuentemente,
se sigue que ep = (0,--- ,0,epg). Por lo que respecta al pardametro libre py, definimos
&1 = EPk.-

T
Ly
Un analisis similar se sigue para simplificar ). Definimos a continuacion L = |

T
Ly,
Basta obervar que

@1 Qf + Ly — LT Jo
N Q2 QT + LT — LT J,
Q= : =Q+JoL+¢"Ri—LJy = : , (4.9)
Qr—1 bt Ly — L Jo
Qr QF — LT Jo + ¢"Ray,

donde @1 € Rk,
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Dado que L representa una matriz de parametros libres, es posible usar la estructura de
(4.9) para anular cada Q; parai=1,...,k — 1.

A continuacién consideramos el andlisis para determinar Lo y L3 que simplifican Q1 y
QQ, respectivamente, lo cual no lleva a determinar LT que simplifica Qz 1 para i = 2,..., k.

Tenemos asi
(4.10)

T=0« LI=LTJ -
Q=0 Ly =L1J; - (Q1Jo+Q3).
(4.10) nos detalla una forma de simplificacién, utilizando esta idea, se sigue un andsis minu-
cioso en (4.9) para obtener una forma general para L;fr. En definitiva, se deduce que

i—1
LF =17 =3 Q1 VY, =2k (4.11)
j=1
De esta forma, (4.11) representa una eleccién de pardmetros para conseguir que @]T = 0 para
0
j=1,...,k — 1. Por lo tanto, se deduce que una forma simplificada para @) es Q = 0
Qf
k)

Ahora, dado que ka representa un vector con k parametros, sea Qy = (qkl Q2
Ui k) Haciendo un anélisis es posible reescribir el

Del mismo modo Lf = (lk,l li2
vector @ con k — 1 pardametros. De la observacion 7 se sigue que

Lido=(0 L oo lpg—1)

QFf =Qf —LEJo+¢"Ry = <2a1ql + Q1 + Zfzg aiQ;  Qr2 Zlvkk) .

Si a; # 0, es posible definir ¢;, en consecuencia

k
1
q1 = 2&1 <Zz; aiPi—1 —Qk1>

Esto nos lleva a tener @k = (0 qQi2 E]vkk) De este modo, la matriz @ queda definida

como
@: o : 7
0 qr2 - GQrk

como, g;; son parametros libre, definimos
€ = EQki,

y el resultado se sigue
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El resultado de este lema implica que una deformacién versal para el sistema (4.3) tiene
la estructura

Z1 = 22,
Zk-1 = 2k,
Zp = e1+eoza+ -+ epzk + g2(2),
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Capitulo 5

Equivalencia Topoloégica

Consideremos el campo vectorial
&= F(x,p), (5.1)

donde z € R", u € R™ conm > ky F € C", r > 2. Suponemos que existe (xg, j19) € R" x R™,
tal que se satisfacen las hipétesis de no hiperbolicidad H1) y H2). Entonces, el cambio de
coordenadas

r = xo+ Voy1 — KB+ Pyys,
no= u0+/37

nos permite determinar la dindmica sobre la variedad central del sistema (5.1)

. 1
i1 = Joyr + NoB + BT Royr + §y1TRlyl +eee (5.2)
donde
No = WoF,(xo, to),
_ T
Ro = (Wo o (F,ux(an,UO) — (PoJ; ' Qo F (o, o)) DQF(fL’o,Mo))) Vo,
Ri = (Woe D*F(xo,p0)) (Vo, Vo)-
Por otro lado, consideremos un campo vectorial y; = Joy1 + %y1R1y1 4+ .-+, en el capitulo
3 se demostrd que este campo puede reducirse a la forma normal, truncada hasta orden dos,
z=Jyz+ %lez + ---, mediante un cambio de variable préximo a la identidad de la forma

Yy =2+ %ZTLQZ
En el capitulo 4, se demostré que una deformacion versal para la forma normal, truncada
hasta orden dos 77 = Joy1 + %yﬂ%lyl, tiene la estructura

2}1 = 22,

Zp—1 = 2k,
Zp =1+ E222 + -+ Epzk + g2(2),

31
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Observacién 8. El campo vectorial (5.3) puede reescribirse de la forma

0 0 0
i=Joz+ | © |+ : +

0 0

€1 €222 + -+ ER2E 92(2)

El objetivo principal en este capitulo es encontrar bajo qué condiciones, los campos (5.2)
y (5.3) son localmente topolégicamente equivalentes.

El anélisis inicia considerando el siguiente cambio de coordenadas:
T 1 T
1 =9(z) =2+ LoB+ B L1z + 57 L2z, (5.4)

L, Lin

donde Ly = : , L = : , para i = 1,2, con Ly € RF>™ Li; € Rk y
Lig Lik

Loj € RF*¥F for j=1,2,... k.

Lema 7. El cambio de coordenadas (5.4) transforma (5.2) en

- . 1 e
73:J0Z+N0ﬁ+ﬁTRoz+§ZT'R12+'”,

donde
No = JoLo+ Ny,
Ro = Ro+ Zl + LTRl —L1Jy — (J()L() + No)Tﬁg,
Ri = Ri+Ly—2Lydo,
Lo
yLi= : , para 1 = 1,2.
Ly
0

Demostracion. Se sigue del cambio de coordenadas (5.4) que
. . . -1.
=T +B"Li+2"0)2 & 2=T+B"L1+2"L2) Glyigs)

Para |z| & 0, se sigue que (I +67L, + zTﬁg)_l =T -B8"C1—2TLy+---.

Por otro lado,
) 1
Ulyp=gz) = Jog(z) + NoB + B Rog(2) + QQ(Z)Tng(Z) +o

_ 1 _
— Joz+(JoL0+N0),6’+,BT(R0+E1+LgR1)z+§zT(R1+£g)z+...7
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entonces,

o= (T4 BTL+27L2) tlymge),
= Joz + (JoLo + No) B8+ 8" (Ro + Loy + L™ Ry — L1Jo — (JoLo + No)" L) z

1 _
+§ZT (Rl + Ly — 2£2J0) Z4 .

O]

Para demostrar que los campos (5.2) y (5.3) son localmente topoldgicamente equivalentes,
buscamos condiciones sobre el campo F' que garanticen la existencia Lo, £1, Lo tal que

0 0 0
~ : ~ : 1 -~
Nof=| " |, B'Roz= - y 52 Riz=
0 0 2
€1 €222 + -+ Ek2k 92(2)
0
Observacion 9. La existencia de Lo, tal que %zTﬁlz = O se demuestro en el
92(2)
capitulo 3.
0
Existe Lg tal que Ny = , donde dy = FE@O,MO)wk.
dT
1
Demostracion. Observemos que
0 1
0 - L, wi Fyu(@o, o)
JoLo+ Nog = ' +
(1) Lgk ng,u (l‘o, /‘0)

Ly + wi Fu(x0, po)

LoTk + wg_1Fu($0a 10)
ngM(:EOv,LLU)

Si definimos

Lo; = —Fg(mo,uo)wj,l, para j=2,...,k. (5.5)
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entonces ]Vo = 0
wle (o, o)

El resultado se sigue. O

Observacién 10. Obsérvese que, por el momento, Loy estd ain sin determinar.

Si g1 = dI B, entonces NOB = 0
€1

La demostracién de lema 5 nos lleva a definir la primera direccién de desdoblamiento
dy = FHT (o, to)w. El resto de las direcciones emergen de la demosotracién del siguiente
lema.

0
Lema 8. Si a;1 # 0, entonces existe Loy y L1 tal que ﬁo = : , donde é% =
EOk
(0da - di)
Demostracion. Obsérvese que, de lema 7
oo
Ro2
Ry = : =Ro+ L1+ LERy — L£1Jy — NI Lo,
Roj—1
Ro

Ro1 + Lz + LY Ry — Ly Jo — ]Y(?Lm
Ro2 + L1z + LY Ry2 — LiaJo — N Las

Ro -1+ Lg + LOTRLkA: Lig-1Jo — ]\~70TL2,1<71
Roi + LE Rig — LigJo — N Loy,
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a partir de esta descomposicién es sencillo verificar que si definimos
L1y = LuJo— (Roi + L{Ru1) + N{ Loy,
Liz = LisJo— (Roa+ Lng) + NI Los,
= LiJ§— (Ro1 + LER1) Jo — (Ro2 + L Rya) + NE (LoyJo + Laa),

Ly, = Lyt = (R +LiRu) J§ 2 — = (Rop—1 + LRy j—1) +
ﬁ%”([ong‘Q—%---+»L2k,1>,

entonces
EOl = 07
EOQ - 07
Rop—1 = 0,

Rox = Rop+ L Riy — LigJo — NOTL%-

Sustituyendo Lix en Ryg, entonces se tiene la siguiente estructura

Ror, = Rox + L{Rix — LipJo — N§ Loy,
_ T T T k-1
= Rop + Lo Rk + (Rojp—1 + Lo Rik—1) Jo + -+ (Ro1 + Lo Ru) Jg 7,

~N¢ (LzlJ(’f_l + 4+ Log—1Jo + L2k:) ,
= <R0k + Rog—1Jo+ -+ Ro1J§_1) +L§ (le +RigaJdo+---+ Rl1J(]f_1) ;
—NOT (Lzngfl +- 4+ Lop—1Jo+ sz) )
= Mo+ LEMy — NI M,
donde
My = Rop+Roj-1Jo+ -+ Ryt Ji 1,

My = Rip+Rip1Jo+- +RuJit,
My = Loy J¥ '+ 4 Loy 1Jo + Loy

Utilizando la observacién 7 es posible escribir E()k en términos de sus columnas. Luego,
dado que Rg; depende de Ry y R, se sigue que

Ro;
Ro=| 1 | = (Wos (Fulwo ) = (P QoFu(wo, o))" D*Fo, o)) ) Vo.
Rog
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La definicién de Vg y WOT junto con la operacién e nos lleva a decucir que

Rys = (ws o (F;w:(anNO) - (PoJleoFu($07uo))TDQF(OEO,MO))) Vo
- (R(l)s R2, - ngs), para s=1,...,k,
con
J -1 T 2
R}, = (ws . (Fm(wo,ﬂo) — (PoJ7 ' QoFu(wo, o))" D F($07M0))) vj,

para j=1,... k.

De forma similar

Ry
Ri= (Woe D*F(xzo,10)) Vo.Vo)=| = |,
Ry,
donde
Ris = (wse D*F(zo,p0)) (Vo, Vo) = (Vy (ws ® D*F(zo, po))) Vo
- (R}s R, ... R’fs>, para s=1,...,k
con

R}, = (V) (ws ® D*F(wo, o)) v;, para j=1,....k

Por otro lado, la descomposicién en columnas de My y M; estda dado por:

2 k  pk—j+l
My = (Rok 25 1R0k —j+1 IROk —j4+1 EjleO,kj—j—H)?
= (o) (M) (M)? -+ (Mp)" ).
2 53 pi—i ko pk—jt+l (5.6)
My = ( % lle j+1 jilRl,k{jJrl Ej:lRl,kin)’

= ()t () n)? - (0)* ).

Dado que L9 representa una matriz de parameros libres, entonces Ms también representa
una matriz con las mismas caracteristicas.

M(%Fl k1
Definiendo My = : , donde MOTk = : , se sigue que
Mg, Vick
Mgy
NiMy=(0---0d1) | ¢ | =diMf = (ydi vrads - yiaedy ) -

T
M,
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Por lo tanto
Mo + LY M, — NT M,
= <(M0)1 + LE(M)Y = ypady (Mo)? 4 LE(M1)? — ygady -+ (Mo)* + LT (My)F — ’Ykkd1> ,

= ((éowl (Rox)? - (EOk)k> :

Rox

A la vista de la expresién que adopta el elemento fi(l)k, se tiene que

(Ror)' = (Mo)' + L§(M1)" =y,

(wy @ D*F (0, o)) (v1, v1)
= Rgp+ (Lot -+ Lox) : = Yeads,
(wi @ D*F (0, po)) (vk, v1)

= R(l)k + 2a1 Loy + Z?ZQ(wk ° DzF(.%'(), Mo))(vj, ’U1>L0j — "Ykldl,
Por el lema 5, Lg; = —FE(%U, fo)w;—1, paraj = 2,..., k. Entonces, puesto que Ly; estd sin
determinar, lo definimos de la siguiente forma:

1
Lo1 = “oa, (2§=2(wk  D*F(x0, 10))(vj, v1)Loj + Ry, — ’Ykldl) :

De este modo, tenemos

(E()k)l = 07
(Ror)®> = (Mo)?+ L (M1)? — ypedy = do,

(Rop)* = (Mo)* + LE(M1)F — s = d.

Esto finaliza la demostracién. O

Sigj = d;‘-FB, para j = 2,...,k, entonces BTﬁoz = :
0
€222 + - + Ep2k
Las direcciones de desdoblamiento son vectores en R™ que sirven para desdoblar la bifur-
cacién. Los resultado abordados anteriormente no conducen a definir

dy = F, (0, jto)wg,
dy = (Mo)? + LT (M1)? — pads,

d = (Mo)* + LT (My)F — yrdy.
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dT
1
Si definimos Dy = : , la obervacién 3 y los resultados anteriores nos conducen a
dT
k
establecer el resultado principal de esta tesis.

Teorema. (El teorema de la bifurcacion k-cero)
Consideremos el campo vectorial
i = F(z,p),

dondexz € R", p € R™ conm >k y F € C", r > 2. Supongamos que existe (xg, tip) € R" xR™,
tal que

HZ) F(anMO) - 07

Jo O

H2) DF(xo, po) es similar a J =
0 Ji

) , (no hiperbolicidad)

H3) (wy @ D*F(xq, p10)) (vi,v1) # 0, (no degeneracidad)

H}) Existe una matriz de rango mdximo Dy = : € R*¥*™ donde e = Do(p — o).
dT
k
(transversalidad)

Entonces, la dindmica sobre la variedad central (5.2) en (o, 1o) es localmente topolégicamente

equivalente a la deformacion versal (5.3).

5.1. Direcciones de desdoblamiento

En esta seccién se utilizan las ecuaciones difinidas en (5.7) para determinar las direcciones
de desdoblamiento para el caso k = 2 y k = 3. En [12] se considera el caso k = 2, aunque
se determinan las direcciones de desdoblamiento, es necesario hacer notar que la deformacién
versal que consideran los autores difiere un poco a la utilizada en esta tesis.

Definimos ¢; = F[f(aco,,uo)wj, paraj=1,2,....k, y
Tfj = (ws ° D2F(xo, MO)) (vi,v;), para 4,j,s=1,2,... k.
Por otro lado, de (5.7)

dl = (g,
d; = (Mo)i—l—LT(Ml)i—’ykiqk, fOl"iZQ,...,ki,
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donde
i i it1—j
(MO) = EjZIR[)-;;_]?_i_la
i i i+1—j
(M1> = Ej:lRl—;g—j]+17
LT=(LyLy-- L),

con Lj = —qj_1, para j = 2,..., k.

Por otro lado, se tiene que

1
L= "%, <—E§:2 7‘?1 gj—1 + Ry — 71:1%) .
La k1
Ademds, Lo = Loy J§ ' + -+ + Log1Jo+ Lo = | | and Lo =
LT
0k Vkk

5.1.1. Caso k=2

Para calcular d; y dy primero determinamos la estructura de go(z) aplicando el lema 5
para k = 2. En este caso

5 2
g2(z) = 5% Ri2z = aj121 + a12z122

Ahora, para determinar los coeficientes a1 y aj2 recurrimos a la ecuacién (3.11). Como
consecuencia de esto tenemos que

Ris = Rig + G(R11) — G*(La1) = Ria + Ry Jo + JE Ryt — 208 Loy Jo.

li s r{, i
Para este caso Loy = < l; Is ) y Ris = < r%; 7"%2 ), conry; = wSoDzF(xg,uo)(vi,vj),
para ¢,7,s = 1,2. Un céalculo sencillo muestra que

2 1 2
Ry = ( T 7“11+17“12 )
7"11 + 7’12 T22 + 2T12 - 211

Dado que l; es un pardmetro libre, se define I1 = 3(r3, 4+ 2r},), esto no lleva a reescribir
Ryy. Asi

2 1 2
Ry — 11 ri1 712
12 — 1 2 0 )
ri1 T2

deduciendo que

1 1
ail] = 57%1 2 (w2 oD F(:L‘Oaﬂ())) (’Ul,’Ul), (58)
aiz = 71y +riy = (w1 @ D*F(xo, 1)) (v1,01) + (w2 @ D*F (o, o)) (1, v2).
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Luego, las direcciones de desdoblamiento quedan determinadas por las siguientes expre-
siones

dl = dqi,
dy = (My)?+ LT (M))? — vo2q1.

La determinacion de (Mp)? y (M7)? se defien en (5.6). En este caso

(Mo)® = Rgy+ Ry,
1 2
+7r a9
M12:R2+R1:<T11 12>:< )7
() 2 H Ty + 3 Ty + 73
1
L, = "5, (7“%1111 — Y2192 + R(l)g) ;
1
L0T2 = (ll —7’%2 3lo —7“52) = <2T§2 3la —7’%2> )

Se conluye que

dl = {2,

2 2
7’2 1 a2 7"22@2

a2
d2 = R(l)l + R(2)2 - TMR%)Q - <— 2@1 + 7"%2 + T%Q) q1 + <

1
— 3l .
da; + 7ryo 2> q2

Obsérvese que el parametro Iy permanece libre en do. Podriamos utilizar esta libertad
para simplificar do, con el objetivo de verificar que d; y ds son linealmente independientes, sin
embargo dicha simplificacion no es necesaria, pues no aporta informacién para probar dicha
independencia.

5.1.2. Caso k=3
De forma similar, para el caso k = 3 el lema 5 nos proporciona la estructura

2 2
92(2) = a121 + azz122 + azz123 + as23.

Los coeficientes de esta forma cuadratica quedan determinados por la matriz Ry3. De esta
forma

Ri3 = Riz+G(Ri2) + G*(R11) — G3(Lay),
= Ri3+ RizJo+ JE Ria + Ri1J2 + 20  RiyJo + (JE)?Ryy — 398 Loy J2
—3(JI)2 Loy Jo.
L Iy I3 T Tia T3
Si Ly = lo Iy 5 y Ris = er TSQ 7053

ls Is ls Ty 33 T3
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Un analisis minucioso muestra que

3 2 3 1 2 3
- 2 n 3 1 n +27n12 3 1 r121 * r122 * Tl:?
Ry3 = T{1 712 2riy + 2riy + 15 3rig + i3 + 139 + 153 — 3l

ri i+ s 3rig + iy 15y + 183 — 3l1 273 + 2ri + 2753 4 135 — 6l

Dado que los parametros l; y lo permanecen libre, esto nos incita a definir lo siguiente

1
ll = g (37’%2 + 7’%3 + 7'%2 + 7’%3) ,
1
l2 = 6 (27’%3 -+ 27’%2 + 27"%3 + 7“%3) .
De este modo
- i T+ Ty iy A iy + i
Ri3 = 13+ 2riy +2riy + 13, 0
rh + r%2 + 7':1)’3 0 0

Se deduce rapidamente que

1
3

aq = 57"11,

2 3
az = T1 +Tio,

1 2 3
az = Ty + T2+ T3,

1

1 2 3

a4 = 5 (2T11 + 27’12 + 7'22) .

Por otro lado, las direcciones de desdoblamiento para este caso quedan determinadas por
las siguientes expresiones

dl = (g3,
dy = (Mo)?*+ LT (M) — y3243,
ds = (M) + LT(M)? — 33¢3,

(M0)2 = R(1)2 + RgS?
(Mo)* = Ry, + Ry + Ris,

as
M)? =
(M) (7”%2"‘7“%2)’
as
(M1)3 = 7‘%2 + 7“%2 + 7"%3 s
ri3 + 733 + 133
1
Ly = —27” (—T?Ml - 7“?3(12 + R(l)3 - 731613) )

Ly = (I — (rig +71s) 4la — (2r{s +ryo +133) 4l + 3Ly — (3riy + 7“%3)) )
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Equivalencia Topolégica

Por lo tanto

dq
da

ds

qs3,
1 2 az 1 az 3 2 3 az 3 2 3
Ry + Rz — QTLlR(B + <M1T12 — T2 — 7"22> q1+ (%17“13 — T3~ 7“23) q2
az
+ (% (ll — (rly + 7“%3)) —Aly +2rj3 + 13 + 7“%3) q3;
CL3 3

1 2 3 as 1 1 2 3
Ry; + Rp + Rys — TMROS + <%17”12 — Ty — Ty — 7"23) q1

as s 1 2 3
Tl 53— T3 — T3 — 733 | G2
2(11

ar
+ (2;1 (b = (rly +7%y)) — 4l = 3L+ 31, + 7“53) "

Obsérvese que los parametros l3 y l4 permanecen libres, lo cual nos sugiere la simplificacién
de d3. En general esta libertad en los pardmetros aparece en la direccién de desdoblamiento

dy.



Capitulo 6

Aplicacién

El objetivo en esta seccién es mostrar la utilidad del teorema principal que se obtuvo
en los capitulos anteriores. Para esto, consideramos un sistema con tres parametros en R3
conocido como el sistema de Rossler. Verificando que las condiciones de nuestro teorema se
cumplan para este sistema, es posible llevar acabo un andlisis de bifurcacién. El analisis de
bifurcacién que aqui presentamos tiene como motor de andlisis el diagrama de bifurcacién
para la bifurcacién Takens-Bogdanov, el cual puede consultarse con mas detalles en [44]. Por
otro lado, también se presenta un andlisis de la bifurcacién triple para el sistema comentado.

6.1. El sistema de Rossler

El sistema de Rossler también conocido como el atractor de Rossler, es un sistema de
tres ecuaciones diferenciales ordinarias estudiado por Réssler [51, 50]. En el andlisis siguiente
probamos que este sistema tiene puntos de equilibrio que experimentan las bifurcaciones silla
nodo, Takens-Bogdanov y triple cero para ciertos puntos en el espacio de los parametros. El
sistema se define de la siguiente manera

T =Y -2z,
Yy =x+ ay, (6.1)
z =b+zz—cz,

donde a, b, c € R son parametros.

Si a # 0, los puntos de equilibrio del sistema (6.1) estdn dados por

c++c? —4ab
af = — (a,—1,1). (6.2)

Es evidente que si ¢ — 4ab = 0, el sistema (6.1) tiene un punto de equilibrio dado por
ro = 5. (a,—1,1). Por otro lado, el sistema no tiene puntos de equilibrio si c? —4ab < 0. Esto
nos lleva a la siguiente caracterizacion.

e Sic? —4ab < 0, el sistema (6.1) no tiene puntos de equilibrio.

e Sic? —4ab =0, el sistema (6.1) tiene un punto de equilibrio.
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e Sic? —4ab > 0, el sistema (6.1) tiene dos puntos de equilibrio.

La caracterizacién anterior nos indica que puntos de equilibrio puedes aparecer o desapa-
recer segun la regién donde se tomen los valores de los parametros. Esto es, en el espacio de los
pardmetros existe una zona donde se da el fenémeno de tener a no tener puntos de equilibrio.
Definimos

Q:{(a,b,c) | ¢ —4ab=0,Y a,b,c € R, cona#()yab>0}.

Es claro que en € se tiene un punto de equilibrio, también, para valores de los pardametros
fuera de € se tienen dos puntos de equilibrio o ninguno para el sistema (6.1). Entonces,
geométricamente, ¢ representa una superficie de bifurcacién en el espacio de los pardmetros
(Figura 6.1). Un andlisis directo muestra que para cualquier terna de valores de pardmetros,
tomados en la superficie 2, el sistema (6.1) experimenta una bifurcacién silla nodo.

Figura 6.1: Superficie de bifurcacion 2.

Lo anterior nos indica que si g = (a,b,¢)’, y F el campo vectorial asociado a (6.1),
entonces, para u € 2,

zo(p) = i (a,-1,1), (6.3)
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El polinomio caracteristico asociado a (6.4) estd dado por
p(A) = A% = ag(u)A? + a1 (p)A, (6.5)

con as(p) = 3(2a —¢) y a1(p) = 5=(2a + ¢ — a’c).

Es claro que, de (6.5), A = 0 es un valor propio asociaso a A(u) de multipliciadad algebraica
1 y geométrica 1. Sin embargo, existen valores para los parametros a, b ¢ sobre €2, tales que,
los puntos de equilibrio (6.2) experimentan una bifurcaciéon Takens-Bogdanov (BT) o una

bifurcacién triple cero (TZ). A continuacién presentamos un andlisis de bifuracién completo
sobre €.

6.1.1. Puntos de bifurcacién Takens Bogdanov

El objetivo es determinar puntos p € €2 tal que el sistema (6.1) experimente una bifurcacién
Takens-Bogdanov en el punto de equilibrio (6.3). De (6.5), es claro que, A = 0 es un valor
propio de multiplicidad algebraica 2 asociado a A(pu) si se satisfacen las ecuaciones

& —4ab= 0, (6.6)
2a + ¢ — a’c= 0. '
Se sigue que si b = ﬁ yc= % se tiene (6.6). Estos es, si
T
a 2a
lu’ = <CL, (a2 o 1)27 (12 o 1) Y (67)

ey a 1 1 T
donde a # 0, y a # +1, el punto de equilibrio zo(u) = <a2 et b 1) expe-

rimenta una bifurcacién Takens-Bogdanov (ver Figura 6.2). Es decir, por lo que respecta a
las condiciones de no hiperbolicidad H1) y H2) del Teorema 5, los valores de los parametros
definidos en (6.7) cumplen con que

a(a® —2)

o(A(p) ={ A2 =0, A3 = —5——

}.

Ahora podemos verificar las condiciones de no degeneracidad y transversalidad. La con-
dicién de no degeneracidad estda determinada por el coeficiente a1;. Para el sistema (6.1) se
tiene que

a?—1
a2 -2

ai] = —

Por lo tanto, si a # £1 y a # +v/2 se sigue que aj; # 0. La condicién de transversalidad
queda determinada por las direcciones de desdoblamiento d; y da, en este caso
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Figura 6.2: Las curvas azules sobre € representan puntos donde el sistema (6.1) experimenta
una la bifurcacién Takens-Bogdanov BT, mientras que en los puntos rojos el sistema experi-
menta una bifurcacion triple cero TZ.

. <_ 1 1—a? 1 )T
a® —3a®+2a’ a(a? —2) a(a®-2)) ~’
gy — (—4a10 +230® — 400 4 160" + 11a®> =2 (a® — 1)*(a* — 30 - 2)
2a%(a? — 2)4 ’ 2a*(a? — 2)* ’
(a®? —1)2(a® — 6a® + 11a* — 5a% + 2) T
B 2a*(a? — 2)* ) '

Las expresiones anteriores evidencian que para a # +1 y a # £v/2, las condiciones H1),
H2), H3) and H4) del Teorema 5 se satisfacen sobre las curvas azules en Q. Es evidente
que los puntos de bifurcacién Takens-Bogdanov estd dado por (6.7). A continuacién y con
el objetivo de presentar un andlisis de dicha bifurcacién en el sistema (6.1), consideramos

el valor particular ag = —%, entonces, el punto de equilibrio :L'g = (—%, —}—28, %), con
pd = (—1%, — 1009 —340) experimenta una bifurcaci

imi — _189 — 35343
on Takens-Bogdanov. Asimismo a1 = —%g y a12 = 53575

Se sigue, de la observacién 3, que las superficies de bifurcacién silla nodo (Ss,), Hopf
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(SHops)s y homoclinica (Sgom), estdn dadas, respectivamente, por las ecuaciones

a+3,5721b — 1,89¢ = 0,
328,3a% + 45,5b% + 162,8¢* — 244.6ab + 462,4ac — 172,2bc + 1826,1a — 703,01b + 1300,7¢ + 2554,9 = 0,
16090,1a? 4 2233,4b% 4+ 7977,9¢* — 11989,3ab — 8442 2bc + 22659, 7ac + 89620,3a — 33955,6b 4 63478,6¢ + 12!

Ver figura 6.3.

€1

-3

Figura 6.3: Superficies de bifurcacién para el sistema (6.1) con a = —% .

[en]

El diagrama para la bifurcacién Takens-Bogdanov queda determinado por el signo de aq;
y a12, lo cual se justifica en el Apéndice A. Para ag = —%, ver figura 6.3.

Las diferentes bifurcaciones del sistema (6.1) pueden visualizarse al variar los pardmetros
a,b y c. En particular, un ciclo limite estable se exhibe en la figura 6.4.
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-0.55

-0.50
y
: . . . _ 17 p _ 17000 , 3
Flgurz?ﬂfg.él. Cllclo limite estable en el sistema (6.1) para a = —35, b = —3t7 + 1550 Y
€= 7189 ~ T0000°

6.1.2. Puntos de bifurcacién triple cero

Un razonamiento analogo al anterior muestra la existencia de pu € €, tal que, el punto de
equilibrio definido en experimenta una bifurcacion triple cero. La condicién para determinar
los valores de los parametros quedan determinados por condiciones impuestas en el polinomio
caracteristico (6.5). Pues, obersérvese que A = 0 es un valor propio de multiplicidad algebraica
tres asociado a la matriz A(u), si se tiene que

2 —dab= 0,
20+ c—a’c= 0, (6.8)
2a —c= 0.

Un breve anélisis muestra que los puntos pu* = (j:\/i, +4/2, i2\/§)T satisfacen los ecua-
ciones (6.8), en consecuencia, existe inicamente dos puntos en 2 (ver Figura 6.3) tal que los
puntos de equilibrio zo(u®) = (£v/2, —1,1)7 satisfacen que o(A(u)) = { A123=0}.

Por lo tanto, se sigue que, para k = 3 se tiene la condicién de no degeneracidad, pues,
para este caso aj; = +/2.

Aplicando el Lema 8, las direcciones de desdoblamiento d;, do v d3 quedan definidas por
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los vectores
dl == (17 17 _1)T7

T
W (gziﬂ 0> |

4 47’

1 1\"
d3 - <07_272> )

las cuales son linealmente independientes, por lo cual, las hipétesis H1), H2), H3) y H4) se
satisface para (zo(u*), u*). Ver figura 6.2.

Es natural pensar que los puntos de bifurcaciéon triple cero concurran en la curva de
bifurcacién Takens-Bogadanov (ver Figura 6.3), pues, es conocido que la bifurcacién Takens-
Bogdanov ocurre dentro en la bifurcacion triple cero.
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Capitulo 7

Conclusiones

Aunque las técnicas conocidas para calcular la dindmica sobre la variedad central consisten
en utilizar una serie de cambios de coordenadas, en este trabajo se obtuvo dicha dindmica de
manera directa al definir un solo cambio de coordenadas. Esto tuvo como consecuencia una
simplificacion significativa en el desarrollo del capitulo dos. Por otro lado, dado que en la lite-
ratura no se ha demostrado que la dindmica sobre la variedad central esté determinada por su
truncamiento hasta orden dos, en el presente trabajo se impone la condicién de determinacién,
la cual supone que la dindmica sobre la variedad central k-dimensional estd determinada por
la su truncamiento hasta orden dos. Es importante resaltar que la condicién de determinacién
garantiza que la dindmica sobre la variedad central y su truncamiento son topolégicamente
equivalentes.

Si bien existen varios métodos para obtener la forma normal de un sistema dado, en el
capitulo tres se logra establecer una conjetura donde se detalla una estructura general para una
forma normal de una campo vectorial dado. Aunque es importante calcular los coeficientes de
la forma normal, en la conjetura se logra dar la forma explicita de algunos coeficintes, el resto
de los coeficientes pueden determinarse de manera directa utilizando el cdigo mencionado en
el apédice de este trabajo.

En el capitulo cinco se logré dar una demostracion detallada de una deformacion versal
para la bifurcacién k cero.

Los resultados descritos en los capitulos anteriores nos llevaron a concluir que para una
familia m-parametrizada de campo vectoriales n-dimensionales, cuya linealizacién en un punto
de equilibrio tiene un valor propio cero de multiplicidad algebraica k y geomeétrica uno, es
posible determinar condiciones sobre la familia m-parametrizada de campos vectoriales, tal
que la dindmica sobre la variedad central de dicha familia es localmente, topolégicamente
equivalente a la deformacién versal establecida en el capitulo cuatro. Con esto se establecid,
bajo qué condiciones una familia m-parametrizada de campos vectoriales n-dimensionales
experimenta una bifurcacién k-zero.

Encontramos k direcciones linealmente independientes, llamadas direcciones de desdobla-
miento, las cuales nos permitieron establecer una transformacién 7' : R™ — R*. que relaciona
el diagrama de bifurcacién del desdoblamamiento y el sistema original. Por otro lado, consi-
deremos que una posible extension de nuestro trabajo podria ser considerar el problema de
determinar direcciones de desdoblamiento con estructuras mas sencillas a las presentadas en
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este trabajo.

En el capitulo seis se estudié el sistema de Rossler. Luego de un analisis detallado se veri-
ficé que existen valores en el espacio de parametros, donde la linealizacion del campo vectorial,
en un punto de equilibrio puede tener un valor propio cero de multiplicidad algebraica uno,
dos y tres. A partir de este andlisis, se determinaron las regiones en el espacio de pardmetros
donde el sistema de Rossler experimenta una bifurcacién Takens-Bogdanov (TB). De igual
forma, se caracterizarén dos puntos en dicho espacio donde se presenta una bifuracién triple
cero (TZ).

Finalmente, se caracterizarén las superficies en el espacio de los pardmetros donde el
sistema de Rossler experimenta una bifurcaién Silla-nodo, Hopf y homoclinica, utilizando el
diagrama de la bifuracién Takens-Bogdanov.

Concluimos el presente trabajo, mencionando el articulo y los eventos participaciones en
congresos que han sido frutos de este trabajo:

= Martin A. Carrillo, Fernando Verduzco and Francisco A. Carrillo. The k-Zero Bifurcation
Theorem for m-Parameterized Systems. International Journal of Bifurcation and Chaos,
Vol. 28, No. 8, pp. 185-100. April 2018.

s Marzo 2017-VIII Taller de Sistemas Dindamicos y Control, dentro del marco de la XXVI
Semana Nacional de Investigacién y Docencia en Matemaéticas. Titulo de la ponencia:
Conexiones homoclinicas en el atractor de Rossler.

» Julio 2016-4th Colloquium on Dynamical Systems, Control and Applications (DyS-
CAIV), México, DF. Poster: Unfolding directions in the k-zero bifurcation.

s Octubre 2015-XLVIII Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana, Hermo-
sillo, Sonora. Titulo de la ponencia: Sobre la bifurcaciéon Takens-Bogdanov.



Apéndice A

Bifurcaciéon Takens-Bogdanov

En esta seccién se presenta un andlisis de la bifurcacion Takens-Bogdanov, utilizando la
deformacién versal

21 = Z9,
] 5 (A.1)
Zo = €1 + €222 + azi + bz 29.

Referencias importantes en el estudio de esta bifurcacién son [44], [48], [15] y [59]. En ellas,
los autores presentan un andlisis de bifurcacién de (A.1) para valores fijos de los coeficientes
a y b, presentando un diagrama de bifurcacién. Sin embargo, otros diagramas se pueden
obtener al variar a y b. El siguiente andlisis muestra cuatro posibles diagramas de bifurcacién
al considerar esta variacion.

Analsis de bifurcacion

Para determinar los diferentes comportamientos dindmicos del sistema (A.1) primero ana-
lizamos la naturaleza de sus puntos de equilibrio.

Puntos de equilibrio

Cualquier equilibrio del sistema (A.1) se localiza sobre el eje horizontal e; = 0, y satisface
la ecuacion

£1 +azl =0,
es decir, si 7 = \/—=L, con 1a < 0, los puntos de equilibrio son

2 = (£7,0).

La matriz Jacobiana del campo vectorial evaluado en estos puntos de equilibrio esta dada
por

o [0 1
DE (ZO)_<:I:2az, 521b2>’

93
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con valores propios

/\172 (Zoi) = <(€2 + b?) + \/(82 + bE)Z + 8CLZ> (A2)

1
2

Para a > 0(a < 0), el punto 27 (27) es una silla para e; < 0(g; > 0), mientras que el punto
27 (21) es un foco.

Casoa >0

Si a > 0, entonces, para €1 > 0, el sistema (A.1) no tiene puntos de equilibrio. Si e; = 0
el sistema tiene un punto de equilibrio (0,0), el cual es un punto silla-nodo para g2 # 0 y una
cuspide para €5 = 0. Si g1 < 0, el sistema tiene dos puntos de equilibrio zoi.

Bifurcacion silla-nodo

Un andlisis muestra que, cuando 1 = 0, el sistema (A.1) experimenta una bifurcacién
silla-nodo en (0,0), es decir, la regién

Csn = {(e1,e2)| €1 = 0}

en el plano de parametros de bifurcacion representa la regién de puntos de bifurcacién silla-
nodo.

Bifurcacién Hopf

De (A.2), se verifica que si €9 = bz entonces se tiene un unico par de valores propios
imaginarios en el punto z;, dados por Aj (za) = +iv/2aZz. Por otro lado, Re (/\1,2 (zg)) =
3(ea—b2),y

d _ 1
d= o (Be (A2 (=))) otz = 5
donde d representa la velocidad de cruce de los valores propios a través del eje imaginario.
Por lo tanto, se concluye que el sistema (A.1) experimenta una bifurcacién Hopf en el punto
2z, cuando g2 = bz. Obsérvese que

a
— > _ 2
eo=bz & e = ——b252,

entonces, en el plano de los parametros de bifurcacidn, la curva

Cu = {(51782) | el = —%83, con e9b > 0}

representa la curva de puntos de bifurcacién de Hopf.



55

La establidad de las 6rbitas periédicas quedan determinadas por el primer coeficiente de
Lyapunov [ (ver [44]). Para cdlcular este coeficiente primero ponemos el sistema (A.1) en su
forma normal, lo cual es posible mediante el cambio de coordenadas

Y=P (2= %)
0 —wWo — .
donde P = w g ) conwo= V2az. Se sigue que
0
a 9
1 = —woe + b1y + ;07/12,
o = woi,
se sigue que
=0
16,/—%L

a

Claramente, el signo del | queda determinado por el coeficiente b, de este modo, existen

dos direcciones para la ocurrencia de la bifurcacion Hopf, las cuales se muestran en la figura
Al

& )
a o2 €4

81:—;282

® @

g=—2¢’ .

(a) b>0 (b)y b<0

Figura A.1: Curvas de bifurcacién Hopf para a > 0.

Bifurcacion homoclinica

El anélisis de la bifurcacién homoclinica inicia con un rescalamiento en variables, pardme-
tros y tiempo, el cual estd dado por

z1 = 52u, 29 = 531), €1 = e4a1/1, €9 = E2bV2, e>0
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y t =17, Asf que (A.1) se transforma en
U=,

A3
@:a(u2+1/1)+sb(ugv—|—uv). (A.3)

La caracteristica més importante del rescalamiento anterior es que, para € = 0, el sistema

no perturbado
e=v (A.4)
v=a(u’+11), '

representa un sistema Hamiltoniano completamente integrable con funcién Hamiltoniana dada
por

2 3
H(u,v)zé—a(ylujtl;).

Para v; < 0, el sistema Hamiltoniano (A.4) tiene dos puntos criticos (£/—pu1,0). En
particular, para v; = —1 el retrato se muestra en la figura (A.2), donde se ilustra la orientacién

de la 6rbita homoclinica. Un breve analisis muestra que dicha orbita corresponde a la curva

de nivel H(u,v) = %a, cuya solucién basada en el punto (—2,0) estd dada por

(o (£), vo()) = <1 _ 3sech? <\;§) ,3v/2asech? (\%) tanh <\;§>) ,

v

frﬁ%
k//—ﬁ\

(a) a

Q

b
:

(b) a<0

Figura A.2: Retrato fase de (A.4) para v; = —1..

La funciéon de Melnikov a lo largo de la conexiéon homoclinica esta dada por

M(to) = b / " w0(t) [pavo(t) + uo(t)vo ()] dt.

—0o0

24
= g\/iab (Tvy —5).
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De esto se sigue que si v = % entonces M (tp) = 0, por lo cual, de la teoria de Melnikov (ver
[44]) la curva de puntos de bifurcacién homoclinica estd dado por v2 = 2 + O(e). En cuanto
al correspondiente rescalamiento, se obtiene la siguiente equivalencia

er=cta & e
a
Yy
2 2, (© 5 o 3
g9 = ebvy = €°b ?—i-(’)(e) =ze b+ O ().
En consecuencia, se cumple que €3 = 3—35462 +0 (55) = —%%51 + 0O (55), es decir
49 a 2 5/2

€1 = —%b—QQ + O <52/ ) .

EL analisis anterior muestra que sobre la curva
49
Com = {(81,62) | g1 = %%65 + O (62/2) , con g9b > 0}

el sistema (A.1) experimenta una bifurcacién homoclinica.

Caso a <0

Un andlsis similar al caso anterior se sigue para determinar las regiones en el espacio de los
parametros donde el sistema (A.1) experimenta una bifurcacién silla-nodo, Hopf y homoclinica
cuando a < 0. Los resultados se resumen a continuacién.

Una bifurcacién silla-nodo se experimenta sobre la curva
Cu ={(e1,e2) | &1 = 0}

El sistema experimenta una bifurcacién Hopf en el punto z*, donde la curva de bifurcacién
esta dada por

Cy= {(81,52)| €1 = —b%s%, con g9b < 0}.

b . . .
ovas Ademas, las dos direcciones

a
de la ocurrencia de esta bifurcacién se muestra en la figura A.3.

El primer coeficiente de Lyapunov estd dado por ! = —

Por otro lado, una bifurcacién homoclinica ocurre sobre la curva

49 a 5

CHom = {(51762) | e1= et O <63/2> , con £2b < 0}

La direccién de la érbita homoclinica para esta caso se muestra en la figura A.2.

Los resultados anteriores muestran que es posible obtener cuatro diagramas de bifurcacién
para el sistema (A.1) al variar los coeficientes a y b, los cuales se ilustran en la figura A.4.
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O X&)

(a) b>0 (b) b<O

Figura A.3: Curvas de bifurcacién Hopf para a < 0.

&

el &l

(a) a>0yb>0 (b)a<0yb<O

123 &

@ |- & | oORbC)

8 \<<< z §>> = £
€2 =
&=-26 @ \C@‘g/ @\ /@

€1=—b-282

(c)a>0yb<0 (d)a<0yb>0

Figura A.4: Posibles diagramas de bifurcacién.



Apéndice A

Caodigo

En el capitulo 3 se concluye que, dado un sistema & = F'(z, i), una forma normal para
este sistema queda determinada por la matriz

Elk = le + G(Rkal) + -+ Gk_l(Ru) — Gk<L21>.

donde G(X) = XJo + JI' X, para X7 = X.

A continuacién se muestra el cédigo fuente escrito en Wolfram Mathematica 10.0. para
calcular la matriz Ry; de un campo vectorial dado, cuya matriz Jacobiana tiene un valor
propio cero de multiplicidad k.

Quit

k :=4

makeSym([k, fn ] := Module[{rtmp}, rtmp = Table[fn[i, jl, {i, 1, k}, {j, 1, i}1;
MapThread[Join, {rtmp, Rest / Flatten[rtmp, {{2}, {1}}1}1]

R1[i] := makeSym[k, Subscript[r~i, #2, #1] &]

JO[j_] := MatrixPower[SparseArray[{Band[{1, 1}] — 0, Band[{1, 2}] — 1}, {k, k}],
jl

JOT[j_] := MatrixPower [Transpose[SparseArray[{Band[{1, 1}] ->0, Band[{1, 2}] —
1}, {k, k}11, j]

Unprotect [MatrixPower] ;

MatrixPower [k_?SquareMatrixQ, 0] := IdentityMatrix[Length[k]]

Protect [MatrixPower] ;

L21 := makeSym[k, Subscript[l, #2, #1] &]

Glr.] := Sum[Binomiall[r, i]*JOT[i].R1[k - r].JO[r - i], {i, 0, r}]

Rik := R1i[k] + Sum[G[s], {s, 1, k - 1}]-Sum([Binomial[k, i]*JOT[i].L21.J0[k - il,
{i, 0, k}]

La funcién de cada comando utilizado en este cédigo puede obtenerse en el explorador de
ayuda del mismo software. Asi mismo, dicho cédigo puede implementarse para determinar la
forma explicita de los pardmetros libres que aparecen en la matriz Ryy.
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