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Introduccion

Sea M una variedad diferencial, X' (M) el C*°(M )-médulo de secciones de su fibrado
tangente (esto es, los campos vectoriales sobre M), y V : X(M) x X(M) - X(M) una
conexién lineal (Koszul). Usando el conmutador de endomorfismos candnico de un espacio
lineal y el corchete de Lie en X (M), la curvatura de V, RV, se define como el campo
tensorial RV € Q?(M;End TM) dado por

RY(X,Y)=[Vx,Vy]-V[xy]-

Si M posee una estructura geométrica adicional, tal como una métrica Riemanniana o una
forma simpléctica, es posible pasar de RV a un tensor completamente covariante del tipo
(0,4). Asi, si B es una 2-forma bilineal no degenerada sobre X (M), podemos definir el

B-tensor de curvatura de Riemann de V, EVB, como
RV (X,Y,2,T) = B(RV(X,Y)Z,T).

Cuando B = g € S3(M) es una métrica pseudo-Riemanniana (tensor 2—covariante,
simétrico y no degenerado), RV’ se llama simplemente tensor de curvatura de Riemann;
si B =w e Q%(M) es una forma simpléctica (2—forma, no degenerada y cerrada), RV se
llama el tensor de curvatura simpléctica. Como casos particulares tenemos las variedades
Riemannianas (M, g,V) con la conexién de Levi-Civita VY compatible con la métrica,
Vg =0, y las variedades de Fedosov (M,w, V) donde también Vw =0 [10, [11].

Una buena parte de la informacién codificada en EVB se puede recuperar de otro campo
tensorial 2—covariante obtenido a partir del mismo EVB: el B-tensor de Ricci, definido
como la contraccion dada por la traza respecto a B

RicV’(X,Y) = Trp(Z — RV(Z,X)Y).
Una propiedad fundamental de RicV” es su simetria,
RicV” (X,Y) = RicV (Y, X),

sin importar si B es simétrica o antisimétrica. Esta propiedad implica que al realizar una
contraccién adicional, la funcién escalar obtenida, llamada curvatura escalar, es no trivial
(en general) en el caso de B = g una métrica pseudo-Riemanniana

Scal? = Tr,( Z + gh(Ric™ (Z.))).

mientras que en el caso de una forma simpléctica B = w, obtendremos siempre una curva-
tura escalar simpléctica nula

Scal” =Tr,(Z — Wﬁ(Rinw(Z )))=0,
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esto ultimo debido a que la traza respecto a una forma bilineal antisimétrica a partir de una
simétrica es cero. Asi, no existen invariantes escalares asociados a la curvatura simpléctica
[11].

En una serie de interesantes trabajos, I. Batalin y K. Bering han sefialado que esta
situacién puede ser muy distinta en la categoria de supervariedades [4, 3]. En ésta, existen
formas simplécticas pares e impares, y las tltimas poseen las simetrias necesarias para
obtener una curvatura escalar simpléctica impar no trivial.

Para explicar esto, recordemos a grandes rasgos que desde el punto de vista de Kostant-
Leites-Manin, una supervariedad se puede pensar como una variedad diferencial usual
donde el rol de las funciones diferenciables lo desempena ahora la gavilla de secciones del
haz exterior A E de algun fibrado vectorial 7 : E - M sobre M [16] 5, [I8] [19]. Asi, los
supercampos vectoriales son derivaciones X (M) = Derces 71y (A E), las 1-superformas
son los elementos del dual Qf, (M) = Derge ) (A E), ete. [26]. Notemos que todas estas

construcciones heredan el Z—grado of A F = @z AF E, y por lo tanto el Zy—grado inducido,
que nos permite hablar acerca de los sectores bosénicos (pares) y fermiénicos (impares).
Una superforma simpléctica, serd entonces una aplicacién

w: X (M) x Xer (M) - T(\E),

cuya accién sobre D, D' € X, (M) serd denotada por (D, D’;w) para hacer énfasis en la
estructura natural de I'(A E)-médulo derecho de Q¢ (M) (ver Capitulo[1]), tal que

(D', D;w) = ~(-1)PIP"(D, D";w) .

Si |D|,|D’| denotan los grados respectivos de los supercampos vectoriales D, D', decimos
que w es una forma simpléctica par cuando

(D', D;w)|=|D|+|D'], (1)

y que es impar, cuando
(D', D;w) | =|D]+|D'| +1, (2)

Una conexién graduada serd una aplicacién V : Der(A E) x Der(AE) - Der(AE)
que satisface la versién graduada de las propiedades usuales de una conexién, esto es, la
linealidad en el primer argumento y la regla de Leibniz en el segundo

Vp(aD') = D(a)D' + (-1)1Play D"

Como en el caso cldsico (no graduado), la accién de V se puede extender a cualquier super-
campo tensorial considerando a V como una superderivacién. Si (M,T'(A E)) es una super-
variedad, la terna ((M,I'(AFE)),w,V ) es una supervariedad de Fedosov cuandoVw = 0.
Para trabajar con supercurvaturas simplécticas, como en el caso no graduado, se consi-
derardan particularmente aquellas compatibles con la conexién, esto es, supervariedades de
Fedosov [2, 22], 29].

La supercurvatura de Riemann de una conexién graduada V se puede definir por ana-
logia con el caso usual, a partir del conmutador graduado candénico de endomorfismos de
superalgebras, [-,-]:

Rgr(D,D,) =[Vp,Vp]- Vip,p-
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Similarmente, podemos definir el tensor graduado de Ricci asociado a una conexién gra-
duada Vv, Ricg .» bero ahora el razonamiento basado solo en las propiedades de simetria no
implica que la contraccién con una forma simpléctica impar ({2)), resulte ser cero.

Asumiendo que esta contraccién es no trivial, Batalin y Bering relacionan la curvatura
escalar simpléctica impar con los eigenvalores del Laplaciano impar [4, 3]. Sin embargo, en
estos trabajos no se aborda el problema de la no-trivialidad, de modo que al momento no se
tiene una respuesta completa a la pregunta: ;cudndo la curvatura escalar simpléctica impar
es no trivial? El objetivo de este trabajo es presentar algunos resultados en esta direccién,
junto con ejemplos explicitos, en una clase particular de supervariedades geométricas, cuya
gavilla estructural I'(A E) es precisamente la de secciones del haz exterior del fibrado
cotangente E = T*M de la variedad base; estas supervariedades, de la forma (M,Q(M)),
se denominan de Koszul-Cartan.

Desde un punto de vista puramente fisico, puede parecer muy restrictivo el considerar
s6lo supervariedades de Koszul-Cartan, porque si la dimensién de la variedad base es
m = dim M, el contenido fermiénico de cualquier teoria fisica construida a partir de ella,
contiene un numero limitado de campos. Pero esta pérdida de generalidad no implica que
esta clase de supervariedades no sea interesante: se puede probar que hasta segundo orden
de profundidad, la estructura graduada simpléctica de la supervariedad (M,Q(M)) es
como sigue [20],

Wa,g = (w g) sl w es par, (3)

donde & € Q?(M) es una forma simpléctica ordinaria, y ¢ es una métrica pseudo-
Riemanniana en la variedad base M.

wpg = (H _H) si w es impar, (4)
donde H : TM — T*M es un isomorfismo.

Estas expresiones locales deben entenderse en el sentido de que dadas cualesquiera bases
locales de campos vectoriales X; € X(M) (con 1 < ¢ < m = dim M), entonces, para cual-
quier conexion lineal V sobre T'M, {V X5 UX; };11 (donde ix denota al operador insercion)
es una base de la gavilla Derges(3)Q2(M) (de C* (M )-mddulos localmente libres y finita-
mente generados). Asi, cualquier superforma simpléctica se puede caracterizar mediante
las supermatrices
(ij,VXk;w) (ij,ixk;w)
(in> ka;w) (iX,j’iXk?w>
donde los elementos de la matriz no dependen de la conexién elegida V (en contraste con
el caso de conexiones graduadas, cuyas expresiones locales dependen crucialmente de V).
Por supuesto, una clase particular de formas simplécticas impares se puede obtener
considerando una métrica pseudo-Riemanniana g € So(M) sobre M y el isomorfismo mu-
sical inducido H = (abusando de notacién continuaremos denotandolo por g), resultando

en la expresion local
-9
Wg = ( g ) : (5)

XI



Estas recuerdan a las métricas generalizadas que aparecen en teorias de campo doble,
cuando consideramos un campo de Kaalb-Ramond nulcﬂ [14, 15]. Incluso mas relevante
es el hecho de que los tensores de Riemann generalizados en teoria de campo doble se
construyen a partir de estas métricas generalizadas y un campo dilatén ¢ € C*° (M) [15].
Precisamente, uno de los principales resultados de este trabajo indica que la curvatura
escalar simpléctica impar es no trivial para la clase de supervariedades de Koszul-Cartan
((M,Q(M)),wy) cuando M es una variedad de Weyl, esto es, una clase conforme de
variedades pseudo-Riemannianas (M, [g]) junto con una conexién lineal V" tal que

vWe=Beg,

donde B es una l1-forma diferencial 3 € Q'(M) [7, §]. Cuando B = d¢ es exacta, ¢ €
C* (M) se puede interpretar como un campo dilatén. Resulta que en este caso, la curvatura
escalar simpléctica impar de (M,Q(M)) es dada como una forma diferencial sobre M no
homogénea (de grado 1+3) que solo depende del par (g, ¢). En contraste con lo que sucede
en teorias de campo doble, sin embargo, el tensor de supercurvatura de Riemann aqui estd
completamente determinado por (g, ®).

Las observaciones anteriores sugieren una posible conexién entre teoria de campo do-
ble y estructuras geométricas graduadas, pero ésto se considerara en algin otro trabajo
posterior y en el presente contexto Unicamente cumple el papel de motivacion fisica para
la consideracién de las supervariedades de Koszul-Cartan. Lo que se hara en este trabajo
es un estudio de las propiedades de la curvatura simpléctica sobre tales supervariedades,
obteniendo los siguientes resultados principales:

1. Es posible construir una clase de supervariedades simplécticas impares
((M,Q(M)),wp) partiendo de una variedad usual M junto con un isomorfis-
mo H : TM — T*M. Si ademads, se considera una conexién lineal simétrica V
sobre M, es posible definir a partir de (M, V, H) una familia de supervariedades de
Fedosov ((M,Q(M)),wm, V) cuyos elementos estdn completamente determinados
por un conjunto de campos tensoriales sobre la variedad base M (corrigiendo
expresiones previamente dadas en la literatura).

2. Si VH =0, entonces la curvatura escalar simpléctica impar de cualesquier miembro de
la familia anterior es cero. En cierto sentido, este teorema explica por qué es tan dificil
encontrar ejemplos explicitos de supercurvaturas escalares simplécticas no triviales,
yva que a la hora de buscarlas parece natural considerar estructuras compatibles con
la conexion.

3.5 H =g :TM - T*M es el isomorfismo inducido por una métrica pseudo-
Riemannian, § € Q'(M) es una 1-forma diferencial y V" es una conexién de
Weyl sobre M tal que VWg¢ = 3 ® g, entonces la supervariedad de Fedosov
((M,Q(M)),wgy, V), en general, tiene curvatura escalar simpléctica impar no trivial.

!Las métricas generalizadas tienen la forma local G = diag(g,g), pero se pueden llevar a dicha forma
mediante una rotacién de por
-1
)

Notemos que ésta es también la forma matricial de la estructura compleja candnica sobre el espacio tangente
de una variedad compleja, asi la relacién entre métricas generalizadas en teorias de campo doble y formas
simplécticas impares seria similar a la existente en geometria de Kahler.
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En particular, ilustramos el iltimo punto considerando el ejemplo donde g es la métrica del
espaciotiempo de Schwarzschild (en las coordenadas de Kruskal-Szekeres), en la seccién
La eleccién de esta métrica no es arbitraria: aparte del significado fisico de este ejemplo (que
representa el universo alrededor de un agujero negro estético), como veremos mas adelante
es conveniente, para poder construir soluciones a las ecuaciones de compatibilidad entre
conexiones graduadas y superformas simplécticas, recurrir a la foliacion por hipersuperficies
espaciales inducida en los espaciotiempos globalmente hiperbdlicos. Tal foliacién asegura la
existencia de una 3—forma distinguida (de volumen sobre las hojas) que serd crucial para
poder dar soluciones en forma explicita.

El presente trabajo se encuentra organizado como sigue: En el Capitulo 1 se presenta
una introduccién al dlgebra lineal graduada necesaria para establecer en el contexto ’super’
los conceptos y resultados de la geometria Riemanniana y simpléctica para el caso de
supervariedades dentro del contexto de supermatrices. En el Capitulo 2 se introduce la clase
de supervariedades que analizaremos a lo largo del trabajo y las nociones y propiedades
geométricas asociadas a ellas. En el Capitulo 3 se presentan los resultados principales de
este trabajo: se describen las propiedades de una supervariedad de Fedosov en términos
de campos vectoriales asociados a la variedad base, y en base a éstos, se propone una
solucién al sistema de ecuaciones tensoriales que las caracteriza, y finalmente se analiza
un ejemplo explicito con curvatura escalar simpléctica impar no trivial. Se concluye este
trabajo presentando dos apéndices, el Apéndice A, con una estructura analoga al Capitulo
2 conteniendo los resultados anélogos en el caso cldsico (no graduado), basado en las
propiedades de las variedades Riemannianas y simplécticas usuales, y el Apéndice B, donde
se recolectan algunos resultados basicos acerca de las variedades de Weyl, necesarias para
la construccién del ejemplo con curvatura escalar no trivial.
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Capitulo 1

Algebra lineal graduada

El objetivo de este capitulo es introducir el algebra lineal graduada necesaria para esta-
blecer en el contexto ‘super’, algunos conceptos y resultados de la geometria Riemanniana
y simpléctica usuales. Las principales referencias de los conceptos que aqui se manejan son
[16), [18], v [25].

En este trabajo todo espacio vectorial se considerard sobre el campo de los ntimeros
reales R y nombraremos lineal a toda aplicacién R-lineal. A lo largo del trabajo se con-
sideraréan espacios Zs-graduados y Z-graduados. Los elementos homogéneos en un espacio
Zs-graduado se denominan como pares o impares si son de grado 0 o 1 (mod 2) respecti-
vamente; en un espacio Z-graduado los elementos homogéneos se nombrarédn simplemente
de Z-grado p € Z. Notemos que toda Z-graduacion induce una Zo-graduacion, de modo que
un espacio puede ser visto como Z-graduado y Zo-graduado a la vez; para hacer énfasis en
el tipo de graduacion que se esta utilizando es que haremos la distincién al nombrar los ele-
mentos homogéneos. En cualesquiera de los dos casos, el grado de un elemento homogéneo
se indicard con el sfmbolo |- |.

Toda estructura Zs-graduada se denomina superestructura o s-estructura (para
abreviar), asi por ejemplo un espacio vectorial que admite una Zg-graduacién V =Vp @V
resulta ser un superespacio vectorial, o s-espacio vectorial [I§].

1.1. s-modulos sobre s-algebras

1.1.1. s-algebras y nilpotentes

Una superalgebra con unidad es un superespacio vectorial A = Ag & A que es
ademds un anillo Zo-graduado con unidad, esto es, posee un elemento par distinguido
14 € Ap y un producto asociativo y distributivo A x A - A, que en elementos homogéneos
a,  satisface que |af| = |a| +|5] (mod 2), o equivalentemente que

Ai Aj € Aitj (mod2)-
Si ademaés para todo par «, S de elementos homogéneos se cumple que
af = (_1)|a|\ﬁlﬁa_

decimos que A es conmutativa graduada [16] .
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Notemos en particular que si A es conmutativa graduada, todo elemento impar a €
A; —{0} es nilpotente con indice de nilpotencia 2, pues, en este caso |a| =1 (mod 2) y

aa = (-1)"aa = -aa

y por lo tanto a? = 0; de hecho, en una superalgebra conmutativa graduada todos los ele-
mentos generados a partir de impares son también nilpotentes, como vemos en el siguiente
resultado:

Lema 1.1.1. Si A = Ay @ A; es una superédlgebra conmutativa graduada, todos los ele-
mentos del ideal por ambos lados generado por Ay

i=1

(«41)¢=A«41A={Zaiaiﬁi|ai€A17aiﬁi€A,n€N} (1.1)

son nilpotentes.

Demostracién. Sea x € (A;) y sin pérdida de generalidad supongamos que es de la forma
xr =y a;ai B con ay, B homogéneos y a; € Aj. Se probara que 2™ = 0 mostrando que
cada uno de sus términos se anula.

1

Notemos que cada término de """ se compone de n + 1 factores como

(aiy aiy Biy) (Qiy @iy Biy) (i @iy Bin) (1.2)

pero como x consta de sélo n téminos, al menos dos factores en seran repetidos,
digamos que 1 = k = i,;. Entonces por la conmutatividad graduada y la asociatividad del
producto en A, agrupando factores, (o, ai, Biy) -+ (i, @iyiy Bin.y) = @ag fagy (donde de
hecho a, 3,7 € A son homogéneos) por lo tanto

(ail Qqy 621) (ain+1 Aipiq /Binu) = (_1)5.10‘6 ai v=0

1

por ser aj impar. Asi, cada término en 2" es cero y por lo tanto ™! = 0, esto es, = es

nilpotente. W

Notemos que aunque (A1) estd generado por impares, el ideal puede contener elementos
pares de A, por ejemplo si a1 y ag son ambos homogéneos impares, el producto ajas es
par y pertenece al ideal.

Por otro lado, si A es una superalgebra conmutativa graduada con unidad 14, y

A — A/(A)

a — [a]
denota la proyeccién natural, cada elemento del cociente tiene un representante par, y por
lo tanto A/(A;) tiene estructura de dlgebra conmutativa con unidad [1.4].

1.1.2. s-moddulos sobre s-algebras

Sea A una superdlgebra con unidad. Un superespacio vectorial M = My @& My que es
ademds un A-médulo izquierdo, es un A-supermdédulo izquierdo si la accién izquierda

AxM — M
(a,m) — am
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es compatible con la graduacion, esto es, que
Ai Mj € Mi,j (mod2)-

Andlogamente se puede definir la nocién de A-supermédulo derecho, requiriendo que
la A-accién sobre M sea por la derecha y compatible con la graduacién. [25].

Notemos que en el caso de que A es ademds conmutativa graduada, todo A-supermédu-
lo izquierdo es también un A-supermédulo derecho (y viceversa) con la accién derecha

inducida
MxA— M

definida en elementos homogéneos por
ma = (1)l am,

y resulta que ambas estructuras definidas sobre M son compatibles, en el sentido de que si
consideramos el A-médulo izquierdo M y consideramos la accién derecha inducida, entonces

(am)B = a(mp)
pues

(am)B = (-D)"V5(am)
= (=1)Uel+mDIBl( 3o )m
- (D" (aB)m
= (=)o (Bm)
= a(mp).

Por otro lado, un A-supermédulo izquierdo M = My & M; se dice ser libre de rango
(p,q), si existe una base de elementos homogéneos { D1, ...,Dp;Dp+1, ...,f)p+q} de M, tal
que |D;| =0 (mod 2) para todo 1 <i<p,y |Dj| =1 (mod 2) para todo p+1 <1< p+q,
esto es, que todo elemento m € M se puede descomponer de manera tnica como m =
Y v'D; + Zf:;?u v!' Dy con v',v! € A. Llamamos a {Dy, ..., Dp; D1,...D,} una base pura
de M [25].

Por ejemplo, una superédlgebra con unidad A vista como un A-supermdédulo izquierdo
sobre s{ misma, tiene rango (1,0), donde el tinico elemento de la base pura es precisamente
la unidad.

En este trabajo nos interesa estudiar aplicaciones A-lineales por la izquierda entre
A-supermddulos izquierdos. Como veremos, dichas aplicaciones se corresponden con su-
permatrices, y es por ésto que dedicamos las siguientes dos secciones para analizar por
separado y en detalle cada uno de estos temas.

1.2. s-matrices sobre s-algebras y operaciones

Nota. En la literatura (e.g. [18], [25]) el término supermatriz en ocasiones se refiere a lo
que en este trabajo se denominard como supermatriz homogénea. En este sentido se debe
tener cuidado de no mezclar estas dos nociones.
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Definiciéon 1.2.1. Una matriz cuyas entradas son elementos de una superdlgebra A se
llama supermatriz. Denotaremos por SMp., (A) al conjunto de supermatrices de tamano
pxXm.

Las operaciones en A inducen de manera natural operaciones entre supermatrices. Estas
operaciones, se definen imitando el caso usual de operaciones con matrices, como la suma,
multiplicacién por escalares (reales y en A), y el producto. Con estas operaciones
(imitaciones del caso usual) SMpym(A) es un espacio vectorial. De hecho, si A posee
unidad 14, el espacio de supermatrices cuadradas forma un algebra con unidad dada por
la supermatriz identidad
1g -~ 0
I:=
0 - 1y

Asi en particular podemos hablar de supermatrices invertibles, y las propiedades pro-
pias de un anillo que se cumplen para elementos invertibles se cumplen para supermatrices
invertibles (como (MN )_1 = NIM™L . etc). Mas adelante, en la seccién Veremos
propiedades adicionales que poseen las supermatrices invertibles, y que se derivan del hecho
de tener entradas que se pueden descomponer en una parte par y una impar.

También, durante las siguientes dos subsecciones analizaremos dos subclases distingui-
das del espacio de supermatrices (los bloques homogéneos y las supermatrices homogéneas)
y veremos que cada una de estas clases nos proporciona una manera distinta de inducir
una graduacién al espacio de supermatrices. Para los objetivos de este trabajo, nos interesa
en particular estudiar el comportamiento de las supermatrices homogéneas, sin embargo,
debido a la manera en que éstas se definen, realizamos también un andlisis de bloques
homogéneos.

Por otro lado, observemos que para supermatrices, también tiene sentido definir, imi-
tando el caso usual, los operadores traza

Tr: SMyup(A) > A

y transpuesta
() : SMp (A) = S My (A)

y de hecho, algunas propiedades que tenemos en el caso de matrices usuales, se siguen cum-
pliendo en el espacio de supermatrices, como podemos ver en el siguiente resultado, donde
la comprobacién de tales igualdades se realiza imitando la prueba de la correspondiente
propiedad en el caso usual de matrices.

Proposicién 1.2.2. Sea A una superalgebra. Si M, N son supermatrices de tamano
apropiado y k € R, « € A son escalares,

(1) Tr(kM+N)=kTr M+ Tr N (1) (kM= N) =k M £ N*
(2) Tr(aM) =aTr M 2) (aM)t=aM!
(3) Tr M = Tr(M") 3) (M) =M
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Mediante las propiedades que se analizardn en la siguiente subseccién, podemos com-
probar que las propiedades de la traza y la transpuesta que se cumplen en el caso usual y
que envuelven productos de matrices, tienen un analogo en el caso graduado pero sélo si
las supermatrices consideradas son bloques homogéneos.

1.2.1. Bloques homogéneos

Definiciéon 1.2.3. Un bloque homogéneo de grado p € Zy es una supermatriz A =
(Ai) tal que todas sus entradas son homogéneas y del mismo grado pu, es decir, que
ij

|A]] = i (mod 2) para todos i, j; en este caso denotamos |A| = p (mod 2).

Notemos que el inico bloque homogéneo que es par e impar a la vez es el formado por
puros ceros. También, si A tiene unidad, I serd un bloque homogéneo par.

Podemos observar también que el conjunto de bloques homogéneos pares (o impares)
de tamano p x m, forma un subespacio vectorial de SMpum(A); ademads, si

M= (M)

)

es una supermatriz arbitraria de tamafo p x m, la descomposicién A = Ay ® A; induce una
C j j,0 j,1

descomposicién inica de cada entrada Mf =M f oM f e Ag® Aq, y por lo tanto tenemos

una descomposicién natural de cada supermatriz, en bloques homogéneos

M:M0+M1

donde My := (Mij’o)ij es un bloque homogéneo par de tamafnio pxm, y My := (Mij’l) es un
bloque homogéneo impar también de tamano p x m. Lo anterior nos dice que SMpxpm (A)
es un superespacio vectorial, con la graduacién inducida por bloques homogéneos.

Por otro lado, notemos que también se cumplen las siguientes propiedades.
Lema 1.2.4. Sea A una superalgebra.

1. Si A es un bloque homogéneo y o € A también es homogéneo, |aA| = |a| + |A| (mod
2).

2. Si A y R son bloques homogéneos de tamano apropiado, AR es también un bloque
homogéneo y |AR| = |A| +|R| (mod 2).

3. Si P es un bloque homogéneo invertible, |P| = |[P7!| (mod 2).

Demostracion. La primera afirmacion es clara debido a que el producto considerado es

el producto usual de escalares por matrices. Para la segunda afirmacién, sean A = (Af )
ij

v R= (R?)jk de tamano p x g y g x r respectivamente, tales que
|All=p Vi,j y |Rj|=v Vjk.

Como la entrada (i, k)-ésima de la matriz AR es }; Ang y para cada j, |AZR§| = |Az| +

|R§] = p+v por ser A una superalgebra, entonces }; Ag Rf resulta ser homogéneo de grado

|ZA{R§?|=,LL+V Vi, k
J
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por lo tanto AR es un bloque homogéneo de grado pu + v.
Por otro lado, si P es un bloque homogéneo invertible, como [I] =0y pPpPl=1=p'P,
directamente del resultado anterior se tiene que

0=|PP ! =|P|+|P!| (mod 2)

y esta igualdad se cumple si y s6lo si P 'y P! tienen el mismo grado. W

De 1. en el lema anterior se sigue que el espacio SMpxm(A) tiene estructura de A-
supermédulo izquierdo. Asimismo, de 2. tenemos que si nos restringimos al espacio de
supermatrices cuadradas, y consideramos el bloque homogéneo par I, entonces tal espacio
resulta ser una superalgebra con unidad I, la cual claramente no es conmutativa graduada
(la restriccion en el tamano de las supermatrices se toma para tener los tamanos apropiados
al momento de multiplicarlas). Resumimos lo anterior en el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.5. Sea A una superalgebra:

e El espacio de supermatrices sobre A de tamano fijo, con la graduacién dada por
bloques homogéneos, resulta ser un superespacio vectorial, e incluso, con el producto
usual de escalares por matrices, resulta ser un A-supermdédulo izquierdo.

e Si A posee unidad, el espacio de supermatrices cuadradas de tamano fijo con la
graduacién de bloques homogéneos y la multiplicaciéon usual de matrices, resulta ser
una superalgebra con unidad I.

Los bloques homogéneos poseen propiedades andlogas a las que cumplen las matrices
usuales respecto a los operadores traza y transpuesta incluso para los casos que envuelven
productos de matrices, como podemos ver a continuacion.

Proposicién 1.2.6. Sea A una superalgebra. Si A, B, P son bloques homogéneos de ta-
maino adecuado y k € R, a € A, entonces:

(0) [Tr A =[A[ (mod 2) (0) 47 = |A] (mod 2)

(1) Tr(kA+B)=kTrA+TrB (1) (kA= B)! =k A"+ Bt
(2) Tr(ad)=aTrA (2) ()t =a(A)

(3) TrA="Tr(A") (3) (4) =4

Si ademds A es conmutativa graduada

(4) Tr(AB) = (-1)MIBITr(BA) (4) (AB)! = (-1)1AlIBI gt At
(5) Tr(PAP™1) = (-1)IPI0AFD v 4 (B) (A1)t = (~1)MI (41)™!
(6) Tr(A*B) = Tr(AB?)

Demostracién. Basta probar (4)-(6) y (4)-(5), pues (0),(0) son evidentes, y ademés,
por la Proposicién las otras ecuaciones se cumplen para toda supermatriz.

6
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Para probar (4), como la (i, j)-ésima entrada de la matriz AB es Y, A,’L»“BZ y A, B son
bloques homogéneos con

[AFl=1Al vy IBI=IBl  Vijk,
entonces por la conmutatividad graduada de A, tenemos que
> 2 Al By
l k
(-D)EYT S BLAY
k j

(-D)MIBIT(BA).

Tr(AB)

Para probar (5), observemos que por el Lema(1.2.4, [PA| = |P|+|A| y ademis |P| = |P7!,
asi que por la relacién (4) que acabamos de probar

Tr(PAP™Y) = (=1)PIPHAD Ty (P 1) (P A))
(-1)PI+AD Ty(14)
(1) PIOsAD Ty g

Para probar (4), notemos que como la (i,j)-ésima entrada de la matriz (AB) es
Yk AfBi, entonces la (i, j)-ésima entrada de la matriz (AB)" es

;Ag?B,’Q = (-1)MIB] ;B};Aﬁ

donde hemos usado que A, B son bloques homogéneos y A es conmutativa graduada. Pero
precisamente el factor del lado derecho de la igualdad anterior, Y, B,ZCA? es la (7,7)-ésima

entrada de la matriz B A!, de modo que hemos probado que se cumple la ecuacién (21)
Luego, directamente de (ZL) tenemos que A es invertible si y sélo si A® también lo es,
pues
T=(AA™Y) = (-1 (Aa)" 4

I=(A14) = (-)MAt (a7,
y de hecho,
(A= M)

probando asf la ecuacién (5).
Finalmente (6) se sigue de (3),(4),(1),(0),(3),4, pues

Tr(A'B) Tr((A'B)")

- Tr( (-1)AIBl pt Att)
= (-D)AIBITy (BtA)

= (-1 (ABY)

= Tr(ABY).
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Notemos que si M y N son supermatrices arbitrarias (de tamanos adecuados), no
se cumplen relaciones del tipo (4) o (4) en general, incluso si el dlgebra es conmutativa
graduada, pues si descomponemos las supermatrices en un bloque par y uno impar como
M= Mo+ My y N = No+ Ny, por la proposicién anterior, Tr(MN) y Tr(N M) difieren en
el signo del término Tr(NM;); asimismo (MN)" y Nt M difieren en el signo del término
N{M:. Concluimos que las propiedades de la traza y la transpuesta que se cumplen en el
caso usual y que involucran productos de matrices, sélo tienen un analogo graduado si las
supermatrices correspondientes son bloques homogéneos.

Veremos en las siguientes dos secciones que si elegimos otra graduacién en el espacio
de supermatrices (inducida también por la descomposicién natural de A = Ag @ A;), y
ademaés extendemos los operadores traza y transpuesta, entonces si obtendremos propieda-
des anélogas a las de la Proposicién [1.2.6] para éste nuevo tipo de elementos homogéneos.

1.2.2. Supermatrices homogéneas

Estudiaremos ahora otra manera de inducir una graduacién en el espacio de supermatri-
ces, a saber, la dada por supermatrices homogéneas. Esta graduacion resulta de mayor rele-
vancia para este trabajo, debido a que las aplicaciones homogéneas entre A-supermédulos
izquierdos que deseamos estudiar (que nombramos A-lineales por la izquierda homogéneas)
se corresponden precisamente con supermatrices homogéneas. Como veremos, el andlisis
antes realizado para bloques homogéneos sera fuertemente utilizado en el estudio de su-
permatrices homogéneas debido a como éstas se definen.

Cabe recalcar en este momento que las matrices que en esta seccién se denominan
como supermatrices homogéneas, en algunas otras referencias (e.g. [18], [25]) se denominan
simplemente como supermatrices.

Definiciéon 1.2.7. Una supermatriz homogénea de grado u € Zs es una supermatriz
dada por bloques homogéneos
A B

tales que |A| = p = |D| (mod 2) y |B| = p+1 = |C| (mod 2); en este caso denotaremos
M| = p. Ademéds diremos que M es de tamano por bloques (p+¢q) x (m+n), si A es de
tamano p x m, B es de tamano p xn, C es de tamano ¢ x m y D es de tamano ¢ x n.

Por ejemplo, una supermatriz dada por bloques homogéneos de la forma

(6 5)

con |[A| =0 =|D| (mod 2) es homogénea par, asi, en particular si A tiene unidad entonces
la supermatriz identidad I es homogénea par; mientras tanto, una supermatriz de la forma

(e 7)

con |B| = 0 = |C| (mod 2) serd homogénea impar. También, todo bloque homogéneo de
tamafio p x m se puede considerar como una supermatriz homogénea del mismo grado,
de tamano por bloques (p+0) x (m +0), y todo vector renglén (A, ..., Am, B, ..., By) tal
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que |A;| = p (mod 2) y |By| = p+ 1 (mod 2) se puede considerar como una supermatriz
homogénea de tamano por bloques (1+0) x (m+n) y de grado u € Zs.

Notemos que la tinica supermatriz homogénea que es par e impar a la vez es la formada
por puros ceros, pues en este caso, cada bloque homogéneo debe ser par e impar a la vez,
y el unico bloque con esa propiedad corresponde a la matriz cero.

M:(é g) Yy N:(? 5) (1.3)

son supermatrices homogéneas y k € R,a € A, las operaciones usuales con matrices de
suma, producto por escalares (reales y en A) y producto, toman la forma

Por otro lado, si

(B (52 12) ”
wa=(26 0p) 09
- (A a5 w
y la traza y la transpuesta se escriben como
TTM=TrA+TrD y Mtz(gi gi) (1.7)

En particular, de las expresiones anteriores y del hecho de que la suma de bloques
homogéneos del mismo grado es una operacién cerrada, podemos observar que el conjunto
de supermatrices homogéneas pares (o impares) de tamafio por bloques (p + ¢q) x (m +n),
forma un subespacio vectorial de SM ., q)x(m+n)(A). Ademds, si p,q,m,n son fijos, M =

(M f )ij es una supermatriz arbitraria de tamafio (p+¢q) x (m+n), la descomposicién tinica
de cada entrada

1 1,1 1
Mo Mt MO @ M
M= : :
1,0 1,1 m+n,0 m+n,l
My @ Mypy - My e M

1.0 1.1 Coe . . .2 .
con M?"" e Ag y M € Ay, para todo i, j, inducida por la graduacién en A, induce a su
vez una descomposicion de manera natural

Mll,O Mlm,O M1m+1,1 Mim-%—n,l Mll,l Mlm,l M1m+1,0 Mim-*—n,O
M- M;}’O M;:n,o M;n:+1,l M;n:+n,1 o M;},l M{;n,l M;n:+1,0 M;n:-#n,o
- M;fl M;;Tll M;HLO M:H"vo Ml;,*ol M;;Tlo ;’;;1»1 M;’;J{”vl
A VO VoI VLl B VAL VL Vi Vi

= Moo M,

donde My es una supermatriz homogénea par de tamano por bloques (p+q)x(m+n), y My
es una supermatriz homogénea impar también de tamafio por bloques (p+¢) x (m+n). Por
lo tanto, tenemos que SM(p+q)X(m+n)(A) es un superespacio vectorial, con la graduacién
inducida por supermatrices homogéneas.
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Por otro lado, tenemos las siguientes propiedades, las cuales se siguen directamente

de las expresiones ((1.5)), (1.6]), y del Lema que afirma que se tienen las propiedades
andlogas para bloques homogéneos:

Lema 1.2.8. Sea A una superalgebra.

1. Si M es una supermatriz homogénea y a € A también homogéneo, |aM| = |a| + |M|.

2. Si M y N son supermatrices homogéneas de tamano por bloques apropiado, entonces
MN es también una supermatriz homogénea, y [MN]| = | M|+ |N| (mod 2).

3. Si P es una supermatriz homogénea invertible, |P| = |P7!| (mod 2).

De lo anterior, se sigue que el espacio de supermatrices de un tamafio por bloques
fijo tiene estructura de A-supermoddulo izquierdo. También, se sigue que el espacio de
supermatrices cuadradas que ademds tienen tamano por bloques fijo (p +¢q) x (p +q), es
una superalgebra con unidad I, que claramente no es conmutativa graduada. Notemos
que la restriccién se considera no sélo en el tamafio de la supermatriz, sino también en
el tamano por bloques, para tener los tamanos apropiados al momento de multiplicar las
supermatrices.

Resumimos lo anterior en el siguiente resultado:
Proposicion 1.2.9. Sea A una superélgebra:

e El espacio de supermatrices sobre A de tamano por bloques fijo, con la graduacién
dada por supermatrices homogéneas, resulta ser un superespacio vectorial, e inclu-
so, con el producto usual de escalares por matrices, resulta ser un A-supermédulo
izquierdo.

e Si A posee unidad, el espacio de supermatrices cuadradas de tamano por bloques fijo
de la forma (p+¢q) x (p+¢) con la multiplicacién usual de matrices, tiene estructura
de superdlgebra con unidad I.

Las supermatrices homogéneas cumplen las siguientes propiedades, donde claramente
(0) y (0) se siguen de las expresiones ([1.7) y las demds se siguen de la Proposicién m

Proposicién 1.2.10. Sea A una superalgebra. Si M, N son supermatrices homogéneas
de tamano adecuado y k € R, « € A, entonces:

(0) [Tr M| =|M| (0) |M] =M

(1) Tt (kM xN)=kTtM+ Tt N (1) kM 2N) =k M £ N!
(2) Tr(aM) = aTr M (2) (aM)' =a (M)

(3) Tr M = Tr(M?) 3) (Mt)t - M

A diferencia de los bloques homogéneos, las supermatrices homogéneas no poseen pro-
piedades analogas graduadas a las que envuelven productos de matrices. Por ejemplo, si
consideramos las supermatrices homogéneas pares no nulas

e ) voveld)

10
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(esto es, que |B|=|C|=|S|=|T|=1 (mod 2)) entonces por la propiedad (4) de la Proposi-
cién [L.2.61

Tr(MN) = Tv(BT)+Tr(CS)
(- Te(TB) + (-1 Te(CS)
= -Tr(NM)
y
¢ (BT 0 \_((-DHMT'B! 0 gt
(MN) ‘( 0 (CS)t)‘( 0 (—1)1-15tct)“NM

de modo que
Te(MN) = DMV TV M)y (M) 2 (~1)MIVIAE AL,

Si deseamos tener propiedades andlogas a las de la Proposicién pero para su-
permatrices homogéneas, debemos extender las definiciones de traza y transpuesta, a los
conceptos de supertraza y supertranspuesta, que estudiamos en la siguiente seccién.

1.2.3. Mas operaciones con supermatrices

En este trabajo nos interesa analizar aplicaciones A-lineales por la izquierda ho-
mogéneas entre A-supermodulos, y operadores invariantes bajo cambios de base. Como
veremos mas adelante, las aplicaciones A-lineales por la izquierda se corresponden pre-
cisamente con supermatrices homogéneas (y no sélo con bloques homogéneos). A fin de
cuentas, estaremos interesados en el estudio de invariantes en el espacio de supermatrices
que se preservan bajo conjugacién. En particular, como podemos ver de las propiedades que
cumple el operador traza en bloques homogéneos y supermatrices homogéneas, la traza no
conserva mas esta propiedad de invarianza sobre supermatrices homogéneas con ninguna
de las dos graduaciones, sin embargo, veremos que se puede introducir una versién extendi-
da de la traza que resulte invariante. Cabe mencionar que este operador extendido no sera
A-lineal (como lo era la traza en el espacio de matrices usuales), y en otros trabajos si el
propésito del autor es conservar dicha propiedad, se ‘corrige’ la definicién de multiplicacion
escalar de elementos en A por supermatrices para lograrlo.

Consideremos el espacio de supermatrices con la graduacion inducida por supermatrices
homogéneas. Se define (cf. [18]) la supertraza de una supermatriz homogénea de grado
como

A B
C D

STr
) =TrA-(-1)"TrD

por otro lado, la supertranspuesta de una supermatriz homogénea de grado u, es la
supermatriz homogénea dada como

A B\ (At (ke
C D] T \-(-nH*B! Dt '
La supertraza y la supertranspuesta cumplen las siguientes propiedades analogas a las

propiedades de la Proposicién para los operadores traza y transpuesta sobre bloques
homogéneos, que a su vez son andlogas a los que se cumplen en el caso de matrices usuales.
)

11
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Proposicién 1.2.11. Sea A una superalgebra. Si M, N, P son supermatrices homogéneas
de tamano adecuado y grado adecuado, y ademads k € R, « € A, entonces:

(0) [STr M| =[M] (mod 2) (0) |MS = M| (mod 2)

(1) STe(AM £ N) =k ST M = STr N (1) (kM2 N)S =k Mt £ NS

(2) STr(aM) =aSTrM < a € A (2) (aM)St = a (M) o ae Ay

(3) STrM = STr(M) (3) M = M

Si ademds A es conmutativa graduada

(4) STr(MN) = (~1)MIVISTr (N M) (4) (MN)SE = (=1)MIVT A/SE LS
(5) STe(P~'MP) = (-1)PIMFSTr M (3) (ML)St = ()M (MmSt) ™!

Demostracién. A lo largo de la prueba usaremos fuertemente los resultados andlogos de
la Proposicion para bloques homogéneos.
Supongamos que M y N tienen la forma

A B R S
w-(e ) v (7 )
Probaremos primero las propiedades (0)-(3), (0)-(3).
La propiedad (0) es inmediata pues si M tiene grado u, entonces A y D son bloques
homogéneos de grado p, de modo que TrAe A, y TrD e A,,.

Para probar (1), supongamos que M y N tienen el mismo grado p. Entonces como la
supermatriz

kMiN:(kAiR k‘Bﬂ:S)

kCxT kDzxU

también es homogénea de grado u, usando la propiedad (1) de la Proposicién para
bloques homogéneos,

STr(kM £ N) Tr(kA+ R) - (-1)!Tr(kD £ U)
= KTrA+TrR-(-1)" (KTt D+ TrU)
= E(TrA- (-1)"Tr D) £ (Tr R - (~1)"Tr U)

= ESTrM+STr N

Para probar (2), si « € A es homogéneo, aM es una supermatriz homogénea de grado
M| +|a|, y por la propiedad (2) de la Proposicién para bloques homogéneos, se tiene
que

Tr(aA) - (-1)MIHelTr (D)
aTr A - (-1)MHelyTr D
o (TrA — (-1)Mitlely D) ,

STr(aM)

12
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luego, como

aSTrM =« (TrA - (—1)|M‘TrD) ,

se tiene que STr(aM) = aSTr M si y sélo si |a| =0 (mod 2).
Para probar (3), notemos primero que (0) es vélido (lo cual es directo de la propiedad
(0) de la Proposicién M) asf, como |[M5t| = | M| (mod 2)

STr( M)

Tr(A) - (-1)MITe (DY)
Tr(A) - (-1)MITr(D)
STr(M)

donde hemos usado la propiedad (3) de la Proposicién para bloques homogéneos.
Para probar (1) supongamos que M y N tienen el mismo grado u. Entonces [kM+N| =
i, y usando la propiedad (1) de la Proposicién

(kA+R)! (-D)"(kC +T)*
(—(—1)“(kBiS)t (kD+U)! )
~ kAt + R (-1)*(kCt+T?)
- (—(—1)“(kBtiSt) kD! + U )
k( Al (—1)Mct) ( R (—1)ﬂTt)
_(_1)uBt Dt * _(_1)u5t Ut
= EMS L NP

(kM + N5

Para probar (2), si a € A es homogéneo, aM también lo es y tiene grado |M| +|al. Asi,
de la propiedad (2) de la Proposicién m para bloques homogéneos,

t aA)t —1)MiHlel (o0t
(04/\/1)S = (_(_1)|(/\4|+|Zv|(a3)t v (ozD)5 ) )
Al (~nMel et
a(—(—1ﬂ”“”“f# Dt )

y como por otro lado

aMSt = Oé( Al (—1)|M|Ct)’

~(-1)MIBt D!

tendremos que (aM)5t = a M5! si y sélo si |al =0 (mod 2).
Finalmente, la propiedad (3) se sigue de observar que

St2 " +\ St
A B ~ A (-DH*C (A -B
¢ p) T\-(-1eBt D! “\-¢ D
y asi claramente M3 = M. o
Probaremos ahora las propiedades (4)-(5) y (4)-(5). Para ésto, supongamos que A es

conmutativa graduada.
Probemos primero (4). Como la supermatriz

AR+BT AS+BU
MN = (CR+DT CS+DU)

13
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es homogénea de grado [M| +|N| (por el Lema [1.2.8]),tenemos que
STr(MN) = Tr(AR + BT) - (-)MHWNITy (S + DU).

Luego, usando las propiedades (1) y (4) de la Proposicién para bloques homogéneos,
se sigue,

STr(MN) Tr(AR) + Tr(BT) - (-)MFNI [T (CS) + Te(DU)]

= (-)MWIT(RA) + (-1)IMEDINED Ty (T B)
()M [y (MEDIVID T (50) 4 (<) MIMIT(U D)
= (-)MWVITTr(RA) + (-1)MHN I Ty(TB)
-(-1)'Tx(SC) - (1) M TH(U D)
= ()M Tr(RA) + Tr(SC) - (-1) MV T(T B)
_(_1)\MI+INIH(UD)]
(-1)MWISTH(N M),

Probaremos ahora (5). Por el Lema [PM| = [P| + |M| y ademés |[P| = [P}, asi
que por la propiedad (4) que acabamos de probar

STr(PMP) = (=1)P IPHMD ST ((P~1)(PM))
(-1)PIIMED gy (M)
(_1)|7’\(|M|+1) STr M.

Para probar (4), por un lado, tenemos que

St
s« _ (AR+BT AS+BU
(MAN) = (C’R +DT CS+ DU)
~ (AR + BT)! (-1)»)(CR+ DT)!
~ (-1 (AS + BU)! (CS+DU)

luego, usando (1) y (4) de la Proposicién m para bloques homogéneos

My ( (AR)' + (BT)! (-1)0 [<0R>t+<DT>t])

~(-1)#[(AS)t + (BU)!] (CS)t+(DU)

Ly RUAT= ((DFTIBE(S)ERICE+ (<1) T D!
(_ ) (_(_l)ustAt_(_l),uUtBt _(_1)(u+u)stct+UtDt)
(—1)uv( R! (—1)VTf)( At (—1)uct)

_(_1)1/ —(—1)“Bt Dt
(_1)uVNStMSt.

Por tltimo, (5) se sigue directamente de (4); en efecto, M es invertible si y sélo si M5t
también lo es, pues

= (MM )™ = ()M (M) p

14
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I= (M—IM)St _ (_1)|M|MSt (M_l)St

y asi,
(M) = ()M Mty

Notemos que para un bloque homogéneo A de tamarnio p x m y grado |A| visto como
supermatriz homogénea de tamano por bloques (p + 0) x (m +0) y del mismo grado, se
cumple que

STrA=TrA y AS'=4"

También, para todo vector renglén (A, ..., Ay, B, ..., By) con |A;| = py |Bj| = p+ 1 visto
como una supermatriz homogénea de tamano por bloques (1+0) x (m +n) y de grado p,
Ay

St A,
(A1,...,Am, By, ..., By)" = (L1 B

~(-1)*B,

Observacidén. De la Proposicién [1.2.11] anterior podemos ver que el operador supertrans-
puesta se comporta de manera muy similar al operador transpuesta en el caso de matrices
usuales (no graduadas), por supuesto con los signos apropiados. Sin embargo, una diferen-
cia que podemos notar (aparte del indice de idempotencia) es que no se correspondera la
supertranspuesta de la supermatriz asociada a un operador A-lineal, con la supermatriz
asociada a la aplicacién inducida en los respectivos duales. Sin embargo, si definimos el

operador St como B
A BY' (At —(-1)rct
¢ p) “\¢-n"B* D! (18)

(que es muy similar al operador supertranspuesta), este operador ademés de cumplir tam-
bién las propiedades (0)-(5), (con pruebas andlogas a las presentadas para St) si cumple
que la supermatriz asociada al operador inducido en los duales, se relaciona mediante St
con la supermatriz de la aplicacién A-lineal original (ver la Proposicién ) Asi, St
podria haber sido llamado “el operador supertraza”, sin embargo en estas notas reserva-
mos dicho nombre para St, y denotamos al nuevo operador usando la tilde. Finalmente,
podemos notar que St = St?, esto es, que

(M) = M= ()™

1.2.4. s-matrices invertibles

En esta seccion veremos que debido a que toda supermatriz M tiene en esencia una
descomposiciéon en una parte par y una nilpotente, la existencia de una inversa para la
supermatriz M dependera tnicamente de dicha parte par.

Para realizar tal estudio, veamos primero que algunas propiedades que tenemos para
matrices usuales se cumplen también en el espacio de supermatrices.

15
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Lema 1.2.12. Sea A un algebra conmutativa graduada.
1. Si todas las entradas de M son nilpotentes, entonces M es nilpotente.
2. Si A tiene unidad, y M es nilpotente, entonces I — M es invertible, con
(I-M) =T+ M+t M™H
donde n es el indice de nilpotencia de M.

Demostraciéon. Para probar la primera afirmacién, sea M = (mg )ij una supermatriz

cuadrada de n x n con cada entrada mz nilpotente. Supongamos también que N € N es

N
tal que (mZ) = 0 para todos i,j (por ejemplo N puede ser el méximo de los indices de

nilpotencia de cada una de las entradas de la supermatriz). Probaremos que MP? = 0 para
p=n?(N-1)+1.
La (i, j)-ésima entrada de MP, tiene la forma

m? (1.9)

n
Z k1 ko ks A k?p—l
p-2  kp-1

mi mklmkz --mk
ki yeekipo1=1

donde cada término de la sumatoria consta de p factores; veremos que cada uno de los n?~!
términos de la sumatoria anterior se anula. Para ésto, fijemos k1, ..., k,-1. Si el término

ki, ka2 k3 kp1__j
My (1.10)
contiene una potencia N-ésima de alguna de las entradas de M, entonces se anula (donde
podemos usar la conmutatividad graduada de A para agrupar los factores y formar dicha

potencia). Si no, las potencias de todas las n? entradas de M son menores que N, y a lo

, f . N-1 N-1 N-1
mas el término (|1.10|) tiene como factor a (m%) (m%) - (mp)" "7, pero notemos que

esos son solo n?(N — 1) factores, y tiene n?(N - 1) + 1, de modo que debe contener
alguna entrada de M repetida, formando asi una potencia N-ésima de esa entrada (donde
nuevamente podemos usar la conmutatvidad graduada de A para agrupar factores) y por
lo tanto también se anula.

Asi, todos los términos de ([1.9) se anulan, y como i, j se tomaron arbitrarios, se sigue
que MP =0.

La comprobacién de . es directa debido a la inversa propuesta. B

Por otro lado, si A es un dlgebra conmutativa graduada con unidad y nos restringimos
al dlgebra de supermatrices cuadradas de tamano fijo SMp.,(A) con unidad I, entonces el
subconjunto formado por aquellas supermatrices con todas sus entradas en el ideal (A;)

(definido por (1.1])),

SMyep( A1) = { M= (), € SMyep(A) [ ] € (1))
es también claramente un ideal por ambos lados del espacio SM,x,(A); en particular
del Lema y . del Lema [[.2.12] anterior, todos las supermatrices en este ideal son
nilpotentes.
Luego, si
SMPXP(A) - SMpo(A)/SMpo<A1)
M — [M]
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denota la proyeccién natural, el cociente SMpyp,(A)/SMpxp(A1) corresponde a un algebra
con unidad [I]; ademds como cada supermatriz con entradas en A = Ay ® A; se puede
descomponer en un bloque homogéneo par y un bloque homogéneo impar, y éstos ultimos
pertenecen al ideal SMpy,(A1), concluimos que cada elemento en SM,x,(A)/SMpxp( A1)
tiene un representante homogéneo par (notemos la analogia entre las propiedades de este
cociente y el cociente A/({Ay1)).

En términos de la proyeccién sobre el cociente anterior, se establece el siguiente resul-
tado.

Proposicién 1.2.13. Sea A un &lgebra conmutativa graduada con unidad. Una su-
permatriz M € SMy,(A) es invertible si y sélo si su correspondiente [M] e
SMpyp(A)[SMpxp( A1) lo es.

Demostracién. Supongamos primero que M es invertible. Como en este caso existe M~
tal que MM~ =1 = M~ M, tenemos que

[MIIM™] = MM = (1] = [MTIM] = [MTH][M]

de modo que [M] es invertible con inversa [M™].

Supongamos ahora que [M] € SMy,;,(A)/SMpup(Ar) es invertible con inversa [N]. Por
un lado, como [MN] = [M][N] = [I], se tiene que I - MN € SM(A;), y por lo tanto del
Lema y el Lema I- MN es nilpotente (digamos con indice de nilpotencia p),
y por lo tanto I—- (I - MN') = MN es invertible, con inversa I+ (I- MN) +---+ (I- MNP,
esto es,

MN T+ (T- MN) +-+ (I- MN)P) =1 (1.11)

y también

(I+{d-MN)+-+(I-MNP) MN =1

asf en particular de ([1.11)) tenemos que M tiene inversa por la derecha. Por otro lado, como
también sucede que [N M] = [N][M] = [I], siguiendo el mismo argumento tenemos que
N M es invertible, y si ¢ es el indice de nilpotencia de I - N M, la inversa es precisamente

I+ ({T-NM)+-+(I-NM)?, esto es,
NMA+T-NM)+-+(I-NM)?) =1

(T+T-NM)++ (I-NM)HWNM =1 (1.12)

y en particular de (|1.12)) tenemos que M tiene inversa por la izquierda; asi como M tiene
inversa por ambos lados, concluimos que es invertible, y atiin mas, explicitamente su inversa
es

Mt NI+ A= MN)+-+(I- MN)P)

T+ T-NM)+-+ (I-NMDHN

donde p sera igual a ¢. W
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1.3. Aplicaciones A-lineales entre s-mddulos

En gia con la nocién de morfismo en la categoria de médulos usuales (no graduados)
tenemos la definicién de aplicacién A-lineal por la izquierda entre A-supermdédulos.

Cabe mencionar que en este trabajo consideramos adecuado llamar ‘morfismos’ preci-
samente a la coleccién de dichas aplicaciones entre supermoédulos izquierdos, a diferencia
de otras referencias como [I8], [25], pues como veremos mas adelante estas aplicaciones
extienden de manera natural la nocién de A-linealidad que se espera para 1-formas
graduadas.

Definicién 1.3.1. Sean M, N dos A-supermédulos izquierdos. Diremos que

fM — N
m — (m;f)

R-lineal es una aplicacién A-lineal por la izquierda si
{(am; f) = a(m; f) Vae A,

y denotaremos por Hom4(M, N) al espacio de todos las aplicaciones A-lineales por la
izquierda entre M y N. Diremos ademds que f es una aplicacién homogénea de grado
|f| € Zy si para todo m € M homogéneo

[{m; £)| = Im| +[f] (mod 2)

En adelante siempre usaremos la notacion (—; f) para escribir la accién de una aplicacién
A-lineal por la izquierda en elementos de un médulo graduado, para enfatizar que atn si
f tiene grado definido, los A-escalares salen libremente multiplicando por la izquierda sin
signo alguno.

Una ventaja que consideramos de trabajar con la notacién de dicha evaluacién por la
izquierda (—; f) (como se hace en [23]) es que la evaluacién en una aplicacién A-lineal se
corresponderda con la multiplicacion usual de un vector por una matriz, y la composicién
de dicho tipo de aplicaciones A-lineales se corresponderd con la multiplicacién usual de
matrices, de modo que evita introducir productos adicionales (ver [27]).

Aunque las aplicaciones A-lineales por la izquierda son las de nuestro particular interés
(pues extienden de manera natural la nocién de forma graduada y en general de tensor
graduado), por analogia a la definicién anterior, podemos nombrar a una aplicacién ho-
mogénea ¢ : M — N entre A-supermédulos izquierdos como A-lineal por la derecha si
o(ma) = p(m)a, o equivalentemente si p(am) = (=1)I*1¥lap(m) (remitimos a la referen-
cia [I8] para el anédlisis de estas aplicaciones, donde son éstas las que consideran como ‘los
morfismos’ entre A-médulos graduados).

Por otro lado, el conjunto Hom 4 (M, N) tiene una estructura natural de A-supermédulo
derecho, con accién
Hom(M,N)x A — Homy(M,N)

definida por (m; fa) = (m; f)a para todo me M y a € A, ya que si f y a son homogéneos,
[(m; fa)l = [(m; f)ef
[{m; f)] + e

m| +|f]+ o

de modo que |fa| = |f] +|a| (mod 2).
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Definiciéon 1.3.2. Decimos que una aplicacién A-lineal por la izquierda f: M — N es un
isomorfismo A-lineal si existe otra aplicaciéon A-lineal por la izquierda g : N — M tal
que go f=idy y fog=idy.

1.3.1. El s-dual

En particular si consideramos el espacio Hom 4 (M, A) donde A misma es vista como
un A-supermodulo izquierdo con tnico generador 14, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.3.3. Si M es un A-supermédulo izquierdo fijo, definimos su A-supermdédu-
lo dual M* como

M* = Homy(M,A)
= {f:M—>Al|{am; f)=a(m; f)VmeM, ae A}

Como Hom 4 (M, N) tiene estructura natural de A-supermédulo derecho, también M *
tiene dicha estructura

M*xA—-M*
dada por

(=i fa) = (= fa (1.13)
para « € A.

Veremos mas adelante que, analogamente a lo que ocurre en el caso no graduado, M*
corresponde precisamente al espacio de las 1-formas graduadas, o méas generalmente, al
espacio de 1-tensores covariantes graduados; de hecho los elementos de M™* homogéneos
de grado i € Zy se identificaran con las 1-formas graduadas de bigrado (1,7) o con los
1-tensores covariantes graduados de bigrado (1,1).

Por otro lado, si M es un A-supermédulo izquierdo libre con base pura By, =
{D1,....Dp; Dpi1,..., Dpig}, €l A-supermédulo dual M* también es libre del mismo ran-
go que M. En efecto, si definimos para cada k=1,...,p + ¢ la aplicacién

DF M > A

como
<Dj; Dk*) = 5kj1.A

y extendemos la definiciéon para D € M arbitrario por A-linealidad por la izquierda, en-
tonces By := {D*, ..., DP*; DP*1* DP*9*} serd una base pura para M* llamada base
dual pura. Para verificar ésto, solo falta comprobar que B+ es una base y que sus ele-
mentos son homogéneos tales que |[D**| = 0 para todo 1 <7 < p, y que |Dl*| =1 para todo
p+1<I1<p+q. Notemos primero que si D = Z?:lq v*D; € M, entonces por A-linealidad por
la izquierda, tenemos que para cada k=1,...,p+q,
ptq
(D; D¥*) = (3" v'Dy; DMy = oF (1.14)
i-1
por lo tanto si D = 1" 7v"D; es homogéneo, como la base By es pura entonces |v’| = |D|
para 1<i<py [v!| = |D|+1 para p+1<1<p+q; luego por la propiedad (1.14])
(D; D™)| = [v'| =|D| 1<i<p y
(D; DY) = v!| = |D| + 1 p+1<i<p+q
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y asf los D** son homogéneos del grado que se deseaba. Finalmente, que el conjunto By«
es una base se sigue directamente de (i7) en el siguiente resultado:

Proposicién 1.3.4. Sea M un A-supermédulo izquierdo libre de rango (p,q) con base
pura {D1,...,Dp; Dpy1, ..., Dpig}. Si M* es su A-supermédulo dual, y DF* ¢ M* definido
por

(Dj; DY) = 6,514

para cada k =1,...,p + ¢, se cumple que:

(i) Para todo D e M
D =(D; D")Dy + -+ (D; DP*1*) D, ,. (1.15)

(i7) Para todo fe M*
f=DY(Dy; f)+ -+ DP*7*(Dypyg; f). (1.16)

Asi, {D',...,DP"; DP*1*  DP*%*} es una base pura de M*, y por lo tanto es libre y tiene
el mismo rango que M.

Observacién. En adelante todo elemento de un A-supermdédulo izquierdo libre, serd iden-
tificado con un vector renglén. También, todo elemento de un A-supermddulo derecho libre
se identificard con un vector columna. En palfticular, siD= Zle v'D; + Zf:pqﬂ v'Dy e M es
homogéneo, con {D;; D;} base pura, como |v’| = |D| (mod 2) y |v!| = |D|+ 1 (mod 2)

D

p i7y. ptq l
i VD + Zl:p+1 v Dy

Z€=1(_1)|Ui“Di|Di v+ YA (-1 1P Dy o

SF Do+ 2P (-D)IPH Do

Sy Divt =37 (-1)PIDyof

tenemos una identificacién de (D)g,, visto como elemento del A-supermédulo izquierdo
M, con su supertranspuesto (D)SBtM en el A-médulo derecho M,

’Ul

’Up S
(D)B]\/j = ('Ul, ...,Up,vp+17 "'7Up+q) > _(_1)|D‘Up+l = (D)BtM

_(_1)iD|Up+q

1.3.2. La s-matriz asociada a una aplicacién 4-lineal

A continuacién veremos que toda aplicaciéon A-lineal por la izquierda entre .A-
supermoédulos izquierdos libres estd representada por una supermatriz; de hecho si la apli-
cacién es ademas homogénea, la supermatriz asociada correspondera a una supermatriz
homogénea del mismo grado.

Sean M y N dos A-supermddulos izquierdos libres de rango (p,q) y (m,n) respectiva-
mente, con bases Bys = {D1,...,Dp; Dps1, ... Dpigt Yy BN ={E1, ... Em; Emsts oo, Eman }-
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Si H: M — N es una aplicacién A-lineal por la izquierda y suponemos que la imagen
bajo H de los elementos de la base Bj; se escriben como
H:D; zjﬂglAgEj+zgle§Em+k, 1<i<p

1.17
H:D;w— Zj"i1Cij+ZZ:1DfEm+ka p+1<l<p+gq (1.17)

con A{ ,Bf,Clj ,le € A, entonces, por la A-linealidad por la izquierda, se tiene que para
todo D =3Y" v'D;+ Zf:;rl v'Dy e M (con v', 0! € A)

(D; H)

(S2,0D; + 519, 0Dy s H)
= X oD H) + £ oD H)
= X v (S AES + Sy B Ea)

+ Z?:pq-%—l v (Z?il ClEj+¥hy leEch)
= i (Zle ”UiAg) Ej+ ¥y (X84 0'BY) B

s 3 (T2 o' Cf) By + Sy (500, o' DF) B
= I (Z?:l o' Al + Siipe1 Uij) E;
+ Z?le (Z?zl Ulek + Z;:,i_l Ulle) Em+l<:7

luego, como los elementos de todo A-supermédulo izquierdo se identifican con vectores
renglon,

P ptg
D=Xv'"Di+ > o'Dp (Wl 0P Pt L PR = (D),
i=1 I=p+1

se sigue que
((D;H))p, = (vh, .. 0P Pt Pt

Asi, como la supermatriz

satisface que
((D; H) )BN = (D)BM (H)BMBN
decimos que (H)B,,B, s la representaciéon matricial de H o la supermatriz asociada

aH.
Notemos que si en particular H : M — N es una aplicacién homogénea de grado |H| € Zy

entonces, el grado de cada coeficiente Ag , Bf , Clj , le € A estd completamente determinado,

de hecho, como la base B/ es pura, |D;| =0 (mod 2) para todo 1 <i<p,y |Dj| =1 (mod
2) para todo p+1<1<p+gq, por lo que

|27 ALEj + Sy B Eman| = [H| (mod 2) l<i<p, y
|30 CIE;+ X Df Bl = |H|+1 (mod 2)  p+1<l<p+q
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luego, al ser también By pura, |E;| =0 (mod 2) para todo 1 <i<m, y |E =1 (mod 2)
para todo m+1 <! <m+n, de modo que

ATE,| = |7+ |Ej| = |4 (mod 2) y BByl = B+ |Euenl = B + 1 (mod 2),
CIEy| = |09+ B}l =1CY] (mod 2) y  |DfEenl = IDF| + [Bupenl = [DF] +1 (mod 2),
y concluimos que para todos 1, j, k, [,
|47 = |H| = |Df| (mod 2) y |Bf| = [H|+1=|C]| (mod 2).

Asi, la supermatriz asociada a una aplicacién A-lineal por la izquierda que ademés es
homogénea, es también homogénea del mismo grado. Resumimos lo anterior en el siguiente
resultado

Proposicién 1.3.5. Sean M y N A-supermdédulos izquierdos libres, con bases puras
BM = {Dl, ceey Dp; Dp+1, ceey Dp+q} y BN = {El, ceey Em; Em+1, ceey Em+n} respectivamente.
Considerando los elementos de todo A-supermédulo graduado como vectores renglén, toda
aplicacién A-lineal por la izquierda

H:M->N
tiene una supermatriz asociada

((Dy; H) )By
(H)ByBy = : € SM(p4¢)x(m+n) (A)
({Dp+q; H) By

tal que
({D;H) )By = (D)By, (H)ByBy (1.18)

donde el producto del lado derecho de la igualdad es el producto usual de matrices.

Luego, de las ecuaciones ((1.20]), (1.15]) y el resultado anterior se sigue:

Corolario 1.3.6. Si H : M — N es homogénea, la supermatriz asociada también es
homogénea y del mismo grado que H, y toma la forma por bloques homogéneos

A B) (1.19)

(H)ByBy = (C D

donde ,
A= (((Di H) 5 B)),

C = (((Dpui; H) 5 E7*))

B = ({{(Ds; H); E™)).

D = (({Dpus H); ™))

;o Ik

para todosi=1,....p, 7=1,...m, k=1,...n,1=1,...,q.
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1.3.2.1. Comparacién con otros productos.

Para aplicaciones homogéneas ¢ : M — N tales que p(am) = (-=1)I*I¥lap(m), si By =
{D1,...,Dp; Dpi1, ..., Dpig} €s una base pura de M,y By = {E1, ..., B Enity oo, Dipan } €58
una base pura de N, y la imagen bajo ¢ de los elementos de la base Bjs se escriben como

¢:Dir Y AIE; + Y0 BEEy.y, 1<i<p

. 1.20
p:D erlel]Ej-i-ZZ:lDfEerk, p+1<i<p+q ( )

con |A]| = |Df| = |F|,|BF| = |C/| = |F|+1, y sea D = ¥.0_ v'D; + ij}fﬂ v'Dy e M. Si se desea,
como en el caso usual, que la matriz asociada a la transformacion ¢ se corresponda con la

matriz . i
(G (o)

se debe introducir un nuevo producto matricial x, para que éste se corresponda con la
evaluacién

Al (¢ »
o(D) = (( ;)]z ( lk)jl * UZH
(Bi )kz (Dl )kl
En efecto, si D = ¥F  v'D; + Zf:;il v'D; € M es homogéneo de grado |D|, se tiene que
[vf| = D,|v!| = D+ 1y as,

o(D)

P(Zh, o' D+ T2 o' Dy)
= 25:1 SO(UiDi) + Zf:pqﬂ QO(UIDI)
= S (CD)FIPio(Dy) + T2 (1) FIPED o (Dy)

= X2 (-D)IFIP (2 ATE; + Sy BE Bk )
+ X (~)FIPEDY (5 B + Sy Df By i)

= n (S0 ((DFIP AT w2 (1)FIIPD ) B
+Spy (S0, () FIPLiBE 4 370 (C1)FIPED Y D B,

y si forzamos a una multiplicacién matricial por la derecha como en el caso usual (no
graduado), esto es, llevando los coeficientes v;, v! de D a la derecha en cada término,

p(D) = T (Zhy Al + 2P (-1)PC] ) E;

+ =1 (Z?=1(_1)|D‘Bf”i + Z?:;il levl) Epik,
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y se sigue que
1

v
p(D) = ( (41), D (Clj)j’) U.pl
+
(_1)|D| (sz)kl (le)kl v
w, (2] e[
A’ : + (CY) :
) K3 7t UTD| 1 l ]l _(_1)|Divp+q
(-l VPt
(B)u| ¢ (DN
(-1)/Plyp vP*e
y si denotamos
’Ul vp+1
Vl_ e VYQ_
WP Pt

entonces

((Ai)ji (Clj)jl)* U.p (1.21)

(ver [27]) donde V* = (v**) y se define a* := (-1)/*la para todo o € A homogéneo, y en

general a* := ay — a1 para la descomposicion natural de a =g+ a1 € Ag @ A;.

Observaciéon. En particular en este trabajo, se considera como la matriz asociada a una
transformacién A-lineal H : M — N, como la supermatriz

(a2), (55,
(), (b,

pues en este caso se corresponden de manera natural, el producto usual de matrices, con
la evaluacién de la aplicacién (aunque por izquierda)

( <D; H> )BN = (D)BM (H)BMBN

como se establece en ([1.18)), y consideramos que no es necesario forzar a una multiplicacién
matricial por derecha como en (|1.21]).

(H)BMBN =

1.3.3. La s-matriz asociada a una composicion

Consideremos ahora dos aplicaciones A-lineales entre A-supermoddulos izquierdos libres
H:M—-> NyK:N - L. La composicion K o H : M — L es nuevamente un morfismo
A-lineal ya que al ser

(D;KoH)=((D;H); K)

24



Algebra lineal graduada

por la A-linealidad de H y K se sigue que
(aD; Ko H) = ({aD; H); K) = {(a(D; H); K) = a((D; H); K).

Ademas, si H y K son homogéneos, K o H también es homogéneo de grado |H|+ |K]|, pues
para todo D € M homogéneo

(D; K o H)| = |(D; H)| +|K| = [D| + |H| +|K]|.

Luego, si M tiene base pura By = {D1, ..., Dp; Dpi1, ..., Dpiq}, al ser K o H una apli-
cacién A-lineal homogénea, tiene una supermatriz asociada

(K ° H)BMBL

del mismo grado que K o H. Veamos como se relaciona dicha matriz con las supermatrices
(H)B,By ¥ (K)ByB, correspondientes a H y K respectivamente.

Por un lado, si By = {E1, ..., Em; Emei, ., Emen ) €s una base pura de N y la superma-
triz de grado |H| asociada a H es

(H)B\By j k
(Cl)l] Dl lk
donde ‘
(Di;H) = X7 AlEj + $iy Bf Bt 1<i<p
(Di;H) = ST ClEj+ ¥} DfEpu, p+1<l<p+q

y la supermatriz de grado |K| asociada a K es

om0

(EjK) = SpBFsSh SF,  1sjsm
(Ep; K) = TgF +Zh1Uk Vb, MF1<k<m+n

donde

entonces, por la A-linealidad de K y de H, para cada 1 <1 < p,

(Di; Ko H) = <(Dz‘;H)'K)

n+m

- ZA]E + > BFE,; K)
j=1 k=n+1
n n+m

= Z K)+ Y. BYEy; K)
7=1 k=n+1
n x Y

- Z (ER?F9+ZS?Fx+h)
7=1 g=1 h=1

n+m x Y
s Bf(ZTstzUsFM)

k=n+1 g=1 h=1
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y para cada p+ 1< <p+gq,

(D;KoH) = ((DyH);K)
n+m
= (ZCJE + > DFE,; K)
j=1 k=n+1
n+m

= ZC{ Ej;K)+ Y D{EpK)
j=1 k=n+1

= ic (iRQF +thhFM)
.S D (ZTQF +ZUk M)

g=1

por lo tanto,
(KoH)Bys, =(H)ByBy(K)ByB,-

Notemos que para supermatrices homogéneas, el grado del producto es la suma de los
grados (Lema [1.2.8]) de modo que (K o H)p,,B, es una supermatriz de grado |H| + |K]|
como se esperaba. Resumimos lo anterior en el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.7. Sean M, N, L, A-supermédulos izquierdos con bases puras Bjy,
By y B respectivamente. Si H: M - N y K : N - L son aplicaciones A-lineales por
la izquierda con supermatrices asociadas (H)p,,By vy (K)ByB,, entonces la aplicacién
A-lineal K o H tiene supermatriz asociada

(K ° H)B]\/IBM = (H)BMBN (K)BNBM

donde el producto del lado derecho es el producto usual de matrices.
Si ademds H y K son homogéneas, cada una de las supermatrices en la ecuacién anterior
es homogénea.

En particular, como la supermatriz asociada a la aplicacién A-lineal identidad idy; :
(M,Byr) — (M,Byy), es la matriz identidad

1g -~ 0
0 - 1y
de la proposicién anterior tenemos que:

Proposicion 1.3.8. Una aplicacién A-lineal por la izquierda H : M — N es un isomorfismo
A-lineal si y sélo si su supermatriz asociada (H)g,,B, es invertible.

En este caso, como |H|+|H™!|=|H o H! =|I] =0 (mod 2), se tiene que |H| = |H!| (mod
2).
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1.3.4. La s-matriz de transicién

Sean By, = {Dl,...,Dp;ﬁp+1,...,bp+q} y B, = {El,...,Ep;Ep+1,...,E‘p+q} dos bases
puras para el A-supermédulo izquierdo libre M.
Como cada D;, D; € By, tiene una representacion en la base Bjy,, digamos dada por

l?i = Z§=1 AzEJ + X Bff?mk? I<i<p
DZ=Z§.’:10{EJ-+ZZ:1D{“EP+;€, p+1<i<p+q

entonces, la aplicacion
B
T2 M — M

Bu,
definida como
B . ; k £ .
TBM? :D; > Z?:l AgEj + ZZ:l Bi Ep+k, 1<i<p
B ~ . ~
TBZZ’ Dy X CIEj+ %] DiEpy,  p+1<i<p+q

es claramente par, y su supermatriz homogénea asociada,

mayy (A1), (B
(To) - (i), (b,

que también es par, se llama supermatriz de transicién de la base B,/ a la base
By, pues es tal que si D € M tiene representaciéon (D)p u, €1 la base Byy,, como

B
(D;T MQ) = (D)BI\42

By

entonces B
(D)Byy, = (D)m,y, (Tpo?). (1.22)

By,
Analogamente, si escribimos cada F;, Ej € B)y, ahora en términos de los elementos de

la base By, , obtenemos la supermatriz homogénea (par) de transicién de la base By, a
la base By, , esto es, tal que

B,
(D)8, = (D)Ba, (Tt ) - (1.23)
B, By, . By, B, P ..
o = = o
Notemos que como TBMQ TBMl idm TBMl TBM2, en términos supermatriciales

tenemos que
B]\/12 BM1 . BMl) ( B]Mg)
(TBMl) (TBM2) =I= (TBM2 TBMl
y concluimos que toda supermatriz de transicion es invertible. Con estos cdlculos tenemos

probado el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.9. Sea M un A-supermédulo izquierdo con dos bases puras By, v Bay,.
La supermatriz de transicién de la base B, a la base By, tal que

(D)By, = (D)B,, (Tp?) (1.24)

By
es siempre homogénea par e invertible; ademds su inversa estd dada por la supermatriz de

transicién de la base By, a la base By, , esto es,

(‘D)BIVII = (D)BM2 (TBM2 )_1 .

By
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Por otro lado, sea H : M — N una aplicacién A-lineal por la izquierda y By, v B,
bases puras de M, y By, v By, bases puras de N. Veamos que la supermatriz asociada
a H en las bases H : (M,B,;,) > (N,By,) vy la supermatriz asociada a H en las bases
H:(M,By,) - (N,Bp,), se relacionan mediante las respectivas supermatrices pares de
transicién como

B, \ ! B
(H)BI\/IQBNQ = (Tng) (H)BI\/IlBNl (TBZi) :

En efecto, de la Proposicion y la Proposicién [I.3.9] anterior, tenemos que para todo
DeM

(D: H))g,, = (D)By, (H) = (DB, (T2 ) (H)

; By, B, By, By, B, B, B, By,
y también que
BN BN
(D;H))g,, = (DiH))p, (Tea?) = (D)g,, (H)s,, By, (Te:):

y asi, se tiene que

B By
(D)Bay, (Ts?) (H)g,, my, = (P)p,, (H)s,, By, (Tey) YDeM

esto es

B, Bn,
(¢] = o
HoTp? =Ty ol

y por lo tanto, como toda supermatriz de transicién es invertible, en términos supermatri-
ciales tenemos que

B, \ 1 B
(oo, = (Tey)  (Heuey, (Th12)
y hemos probado el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.3.10. Sean Bj,,B)y, bases puras para el A-mddulo izquierdo M, y sean
By, By, bases puras para el A-médulo izquierdo N. Si H : M — N es una aplicaciéon A-
B,
By
entre las respectivas bases, se cumple que

. . . B . , ..,
lineal por la izquierda, y (T ), (TBZ2) son las supermatrices homogénas de transicion
1

B, \ ! B
(I_I)BMQBN2 = (TB?;?) (H)BMlBNl (TBZT)

donde las supermatrices (H)B,, By, ¥ (H)B,,By, corresponden a la representacién ma-
tricial de H en las respectivas bases puras.

Finalmente, veamos que toda aplicacién A-lineal por la izquierda induce una aplicacién
también A-lineal por la izquierda entre los respectivos duales, donde éstos son considerados
con su estructura de A-moédulo izquierdo inducida por su estructura natural derecha .

Sea H : M — N una aplicacién A-lineal por la izquierda y homogénea, y consideremos
la aplicacién

H:N* — M*
fo— (f:H)

definida como (D (f; H)) := (-1)IHWI((D; H); f) para D € M. Notemos que como H es
homogénea, si f es homogéna,

(D (f: H)) = |(D; H)| +|f] = |D| +|H| + ]
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de modo que |(f; H)| = |H| + |f| y por lo tanto H es homogénea con |H| = |H|. Ademés, H
es A-lineal por la izquierda, pues como para todo A € M* se cumple que

(D;00) = (-1)"M(D; N)a = (-1)IPla(D; A) (1.25)
entonces, si D e M

(Di(af:H)) = (-)HHDED: HY; af)
(-1)FMI(-1)eliPlo( (D H); £)
(-0 Wla{D;(f; H))
(D;a(f;H))

y como D se tomé arbitrario, se sigue que (af; H) = a(f; H), esto es H es A-lineal por la
izquierda. Veamos cémo es la supermatriz asociada a H.

Sean Bys = {Di,...Dp;Dpi1,.... Dpigt v By = {E1,...Ep; B, ooy Eman ) bases
puras de M y N respectivamente. Si By = {D'*,..,DP*; DPti*  DPta*} By =
{EY*, . .E™; E™* | E™™M*) son las respectivas bases duales puras, entonces, por (|1.16))
en la Proposicion para cada i € {1,...,m}

DI (Dy(E™; H DR Dy (B™ H) )

M

(E™;H)

<
1l
-

2P
3

D;; (E™; H))D7* + D) D i (B H) )DP**
p

<
1l
—_

M

> ((Dy H); E*)D7* + Z ~D)W((Dyuy; H); B ) D"

M=

.
1l
=
I\

y para cadale {m+1,..,m+n}

. - q -
D' (Dji(E"; H))+ > DP""( Dy (E™; H) )
k=1

M=

(B H) -

<
I
—_

M=

<D],<El>e r7 ) >Dj>e n zq:(_l)|H|<Dp+k; (El*;ﬁ) )Derk*

<.
=
—_

= Y1 DHE((D;; H); E™) DJ*+Z (Dyy; H); EM ) DI*
1 k=1

<.
Il

y por lo tanto, la supermatriz asociada a H es

(H)B By

(D HyE), =) (Do HY B,
(~D(({Dys H); B )DI*) ) D7 £y {( Dy H); B ) DI

= (H)BI\IBN

donde hemos usado el Corolario ([1.3.6)) para la ultima igualdad. Asi, tenemos probado el
siguiente resultado.
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Proposicién 1.3.11. La aplicacién H : N* - M* inducida a partir de una aplicacién
A-lineal por la izquierda homogénea H : M — N, es también A-lineal por la izquierda y
tal que |H| = |H|. Ademés su supermatriz asociada es

(H)BN*BM* - (H)BMBN

donde (H)g, g, es la supermatriz asociada a H.

1.3.5. La s-traza de una aplicacién A-lineal

Definicién 1.3.12. Sea M un A-supermddulo izquierdo libre con base pura
{D1,....Dp; Dpi1,y...; Dpig}. Si H : M — M es una aplicacién A-lineal por la izquierda
y homogénea, se define la supertraza de H como

STrH := Z(-l)'D“|(|H|+|Di|)<(Di;H);Di*)

p Pty .
= S((Di; H); D™) - (D)L ((Dy; HY; D™).
i=1 i=p+1

Veamos que la supertraza de una aplicacién A-lineal por la izquierda y la supertraza
de su supermatriz asociada coinciden.

Lema 1.3.13. Sea H : M — M una aplicacién A-lineal por la izquierda y homogénea, y
sea B una base pura para M. Si la supermatriz asociada a H es (H)pp, entonces

STrH = STr (H)BB.

Demostracién. Sea B* = {D'*, ..., DP*; DP*1*  DP+e*} la base dual pura de B. Del
Corolario tenemos que la supermatriz homogénea asociada a H es

(H)BB = (é g)

donde cada bloque homogéneo esta dado por

A= (((Di; H) ; D)),
C = (({Dpu; H) ; D))

B =({((Ds; H); DP*F*))
D = ({(Dp; H); DP*H))

i’ Ik
por lo tanto
STr(H)gg = TrA-(-D)HITrD
- SUDAH) D)= () S (Dyss ) D)
= g'lTrH

Corolario 1.3.14. El operador supertraza
STr:SM(A) - A

es invariante bajo cambio de base.

30



Algebra lineal graduada

Demostracién. Sea H : M — M una aplicacién A-lineal por la izquierda homogénea y
B
(TB;;Q ) la supermatriz de transicién de la base By, a la base By, de M. De la Proposicién

[@ tenemos que

B, \ 71 B
(H)BMQBMQ = (TB;ZZ) (H)B]MlB]\/Il (TB]ZQ)

s .y . B )
y de la Proposiciéon |1.3.9] tenemos que la supermatriz (TBJJ;Q) es homogénea par, de modo
1
que aplicando la propiedad (5) en la Proposicién [1.2.11

B, \ ! B
STr (H)BMQBMQ =STr [(TBJJZE) (H)BMl B, (T v )] =STr (H)BM1BM1'

B
]

Notemos que las propiedades (2) y (2) de la Proposicién . nos dicen que STr, St
y St no son operadores A-lineales por la izquierda, a diferencia de lo que sucede en el caso
no graduado donde la traza y la transpuesta lo son. Si necesitamos que STr, St y St sean
A-lineales por la izquierda, debemos definir un nuevo producto por A-escalares distinto al
usual, de hecho, el dado como

A B\ aA aB
O‘*(C D) - ((—1)'%0 (—1)%1))

hace que STr, Sty St sean A-lineales por la izquierda. Sin embargo, en este trabajo, usamos
siempre el producto por escalar (en R y en A) usual.

1.4. Formas A-bilineales graduadas

Extendiendo la nocién de A-linealidad por la izquierda que determina a los elementos
del s-dual Hom 4 (M, A) = M*, tenemos una nocién de A-bilinealidad. Cabe mencionar que
esta nocién puede diferir de la propuesta en algunos textos (e.g. [18]).

Definicién 1.4.1. Sea M un A-supermddulo izquierdo. Diremos que una aplicacién R-

bilineal
T MxM — A

(D1,D3) +—— (Di,Da;1)

es una forma A-bilineal graduada si cumple que para todo « € A:
(i) (aD1,Da;7) = D1, Do;7)
(“) (Dla aD2; T) = (_1)|a”D1|OZ<D1, _D27 7’>,

Diremos ademés que 7 es homogénea de grado || € Z2 (o que 7 tiene bigrado (2,|7])) si
para todo par D1, Dy de elementos homogéneos,

(D1, Do; )| = |D1| + | Do| + |7| (mod 2).

Denotaremos al espacio de formas A-bilineales graduadas por Bilg, (M).
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Miés adelante veremos que por analogia con el caso no graduado, el espacio de formas
bilineales graduadas se puede identificar con el espacio de 2-tensores covariantes graduados;
en particular las formas A-bilineales graduadas homogéneas de grado i € Zs se corresponden
con los 2-tensores covariantes graduados de bigrado (2,17).

El espacio de formas A-bilineales graduadas tiene estructura natural de A-supermdédulo
derecho, con accién

Bil, (M) x A — Bilg, (M) (1.26)

definida como (Dy, Do;Ta) = (D1, D9;7) v para todos Di,Dy € M, pues si 7 y a son
homogénas

(D1, Da; Tar)| (D1, Da;7) 0
(D1, Dy; 7)| + |

|Daf +[Da + 7] + o

de modo que |Ta| = || +|al.

Si M es un A-supermdédulo izquierdo libre de rango (p,q), Bilg: (M) también es libre
con una base de (p + ¢)? elementos, y de hecho de rango (p? + ¢%,2pq). En efecto, sea

By = {D1, ..., Dp; Dps1, ..., Dpig} una base pura de M, By = {D7,...,Dp; Dy, ., Dy}

la base dual pura, y definamos para cada par i,j € {1,...,p + ¢} las aplicaciones

Tl‘jZMXM —> _A ~
(DvD) — (DvD;Tij>

como (D, D; ;) = (—1)|D”Di*|(D;D“)(D;Dj*). Notemos en primer lugar que 7;; es una
forma A-bilineal graduada pues, en el primer argumento, directamente de la A-linealidad
por la izquierda que satisface D**,

(-1)IPIP"(aD; D™*)(D; DI*)

(=1)PIP"la(D; D) D; DI*)
oD, D;7i5)

<C¥D, D; Tij)

y en el segundo argumento, por la A-linealidad de D7* y la conmutatividad graduada en
A,
(D,aD;7;;) = (—1)|O‘DHD“|(D;Di*)(ab;Dj*)
= (-1)(e+DDID™( . Di*)a(D; DI*)
= (-1)PHPID™ o D; D™)(D; D7*)
= (-1)lIPl( D; D; 7).

Ahora, notemos que cada 7;; es homogéna de grado |7;;| = |D"*|+|D?*| pues si D, D son
homogéneos

(D, D)l = [(D; D™ ND; D™)|
(D; D™)| +(D; D7)

DI +|D™|+ D] +|D7"|

asf que |7;;| = |D™| + |D?*], por lo que |7;;| = 0 (mod 2) si y sélo si [D¥| +|D7*| =0 (mod
2), esto es si D™ y D7* son ambos pares o ambos impares, de modo que hay p? + ¢2
posibilidades; luego |7;;| = 1 (mod 2) si y sélo si |[D™|+|D7*| = 1 (mod 2), esto es si D™* y
D7* son de grados distintos, habiendo 2pg posibilidades.
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Ahora, veamos que el conjunto {7;;}; ; es efectivamente una base de Bilg,(M). Por un
lado, notemos que si ¥;; 7ijvij € Bilg: (M), para todos 7,5 € {1,...,p +q}

(Dy, Dg; Y Tijous)
i

Z(Dr,Ds;TijMij
ij
= D ()IPIPTUD,; D) Dy D7) oy
]
= S (DIPIPTIS 5 o
7
_ (P, (1.27)

Por lo tanto, si };; 7ija;; = 0 para algunos «;j, la ecuaciéon anterior nos dice que a;;
deben ser cero, y se sigue que el conjunto {7;;};; es linealmente independiente; luego, si
7 € Bilg, (M) es arbitraria, definiendo «; := (—1)|Dj||D”|(Di,Dj;T), de 1) tendremos
que T = };; Tijaj pues, en elementos homogéneos Dy, Dy,

(Dy, Dg; y Tijau;) = (~-1)1PIP" o, = (D, Dy 7).
ij

Por lo tanto, el conjunto {7;;};; es un conjunto generador y concluimos finalmente que
Bilg, (M) es un A-supermédulo derecho libre.

Finalmente, si denotamos D™ ®g, D7 := Tij, con el calculo anterior, hemos probado el
siguiente resultado.

Proposicién 1.4.2. Sea M un A-supermédulo izquierdo. El espacio de formas A-bilineales
graduadas Bilg, (M) tiene estructura natural de A-supermdédulo derecho.

Si ademds M es libre con base pura By = {D1,...,Dp; Dpi1,..., Dpig} v base dual
pura By« = {D*, ..., DP*; DP*L* | DP*4*} entonces Bilg, (M) también es libre de rango
(p? + ¢%,2pq), cuya base pura estd formada por los elementos D™ ®g, D7*, 1<i,j <p+q.

1.4.0.1. Formas A bilineales simétricas/antisimétricas graduadas

Definicion 1.4.3. Sea 7: M x M — A una forma A-bilineal graduada. Decimos que

e 7 es simétrica graduada si para todos D, Dy homogéneos

(D1, Da;7) = (-1)PIP2l( Dy Dy 7).

e 7 es antisimétrica graduada si para todos D1, D2 homogéneos

(D1, D7) = —(~1)21I1P2l( Dy Dy 7).

1.4.1. La s-matriz asociada a una forma bilineal graduada

Sea M un A-supermdédulo izquierdo libre y 7 : M x M - A una forma~A—bilineal
graduada. Si B = {Dx, ..., Dp; Dpi1, ..., Dpiq} es una base pura para M y D,D € M con
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_NP i), . P
D=3 v'Di+ X0

v'Dyy D=Y" %D, + Zf;{rl o' Dy, entonces por la A-linealidad por

la izquierda de T en el primer argumento,

~ p pt+gq _
(D,D;t) = (D v'Di+ Y. v'Dy, D;7)
i= l=p+1
p _ R _
= Y 0D D7)+ Y v(Dy, D;7)
i=1 l=p+1
(D1,D; )
= (v, ..., 0P*) :
(Dp+q’D§T>

Luego, para cada k € {1,....,p + q}

~ p p+q
(D, D;7) = (D, > 0'D;i+ Yy, #'Dy;7)
i=1 I=p+1
P ptq
= Z Dk, 0T + Z <Dka’DlDl;T>
i=1 l=p+1

pero observemos que por la A-bilinealidad graduada de 7 y la anticonmutatividad graduada
en A, se tiene que para todos X,Y € M

(X,aY;T) = (—1)|a‘(|XDa<X7Y;7-) = (_1)|a|(|y\+|T\)<X7Y;T>a

por lo tanto, si 7y D son homogéneos

N p , L p+q y
(Dy, D7) = Y{Dy, D)ot (-1)P 1P 57Dy, Dy 7)ot (1) P 10PHTD
=1 l=p+1
_ ¢ LIRS val ()P (1)
= YDy, Di;7)3'(-1) + Y (D, Dy; 7)o’ (-1)
i=1 l=p+1
y entonces
(D,b;T)
<D17D;T>
= (D)B P
(Dp+an§7—>
1 (D1,Dy;7) - <D17Dp+q7) (-1PlIrg!
= (v',...,0P") : :
(Dp+q7D1;T> b (Dp+q,Dp+q;T> (_1)(|D‘+1)(‘T|+1),Dp+q
) (D1,D1;7) = (D1, Dpg;7) ot
= (—1)|DHT|(U17 ”7rvp+Q)
(Dpiq: D1;7) - (Dpig, Dpig; T) _(_1)(\DI+ITD{)p+q
La supermatriz
(D1,Dy;7) -+ (D1, Dpig;T)
T = : :
<Dp+q7D137'> <Dp+q7Dp+q37'>
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se llama la supermatriz asociada a la forma A-bilineal graduada 7 en la base B.
Notemos que en particular al ser 7 homogénea, también 7 es una supermatriz homogénea
y 7l =]

Establecemos el célculo anterior en el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.4.4. Sea M un A-supermédulo izquierdo libre con base pura B =
{D1,...,Dp; Dpi1, ..., Dpig}. Toda forma A-bilineal graduada

T:MxM->A
tiene una supermatriz asociada en la base B

<D17D1;T> <D17Dp+q;7—>

T = : .. :
<Dp+q>D1§T> <Dp+q>Dp+q§T>

tal que si 7 es homogénea, su supermatriz asociada T es homogénea y del mismo grado.
’ . ~ ~ ~ + ~ 4
Ademiés cumple que si D, D e M con D =3Y" , 9'D; + Zf:pqﬂ o' D; homogéneo,

(_1)\DIIT|@1

(D, D;T) (D) T

(_1)(|D|+1)(\T|+1)1~,p+q
1‘}1

= (- (D)g 7 (1.28)

_(=1) (Dt gova
(D)2 (D)g 7 (8,57, (-1)75P*1, .., (~1)75r+e) >
Aqui, todos los productos corresponden al producto usual de matrices.

En particular, de (|1.28)) se tiene:

Corolario 1.4.5. Si la supermatriz asociada a 7 homogénea tiene la forma
. R S
\T U

0.0 = oo (2 CS)

entonces

Observacién. Notemos que aunque hemos llamado a 7 “la supermatriz asociada a la
forma A-bilineal graduada 7”7 por analogia a la matriz asociada a una forma bilineal (del
caso usual no graduado), la supermatriz

R (-1)"S

T (-1)'U
podria haber sido la elegida para llevar ese nombre, debido a la propiedad que cumple
descrita en el corolario anterior o a la que aparece en el Corolario y que son andlogas
a la que se cumplen en el caso no graduado. Como veremos en la seccion siguiente, esta

supermatriz es especial, pues corresponde a la supermatriz de cierta aplicacién A-lineal
por la izquierda inducida por 7, (|1.29)).
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1.4.1.1. Caso simétrico/antisimétrico graduado

()

es la supermatriz asociada a una forma A-bilineal graduada 7:

Lema 1.4.6. Si

e 7T es simétrica graduada si y sélo si T es una supermatriz s-simétrica, esto es, R = R,
S=TtyU-=-U"

e 7T es antisimétrica graduada si y solo si 7 es una supermatriz s-antisimétrica, esto es,
R=-R, S=-T'yU=U"

Demostracién. Sea M un A-supermédulo izquierdo libre con base pura fija B =
{D1,...,Dp; Dps1, ..., Dpig}. Como la supermatriz asocida a 7 es

[ (DsDsm (D Dpai))y, | _ (5 5)
de acuerdo a la Definicién ([1.4.3)) se cumple que

1. 7 es simétrica graduada si y solo si
(Dy, Dj;7) =(Dj,Ds;7), Dy, Dpip;7) = (Dpok, Dy 7),
(Dps1; Dj;7) = (D5, Dpsi;7),  (Dpit, Dpsk; 7) = =(Dpiky Dot 7)
estoes, R=R', S=T'y U =-U".
2. T es antisimétrica graduada si y sélo si

(Di, Dj;7) = —(Dj, Dy; 7), <Diaﬁp+k;7—> = _(bp+k7Di;T>,

<bp+laDj;T> = _<Dj7Dp+l;7—)a <Dp+l7Dp+k;;T> = <Dp+kap+l;T>
o bien, R=-R!, §S=-Tty U =U".

1.4.2. La aplicacién A-lineal bemol

Toda forma bilineal graduada 7: M x M — A induce una aplicacién

" M — M*=Homy(M,A)
D — ipT

dada por (Dj;ip7) = (D1, D;7) llamada insercién en 7. Notemos que 7° estd bien
definida, pues, por la A-linealidad de 7 en el primer argumento,

(aDy;ipT)={aD1,D;T) =a(D1,D;7) = (D15 ipT)

de modo que efectivamente ip7 € M*.
De hecho, si consideramos M * con la accion izquierda inducida a partir de su estructura
natural de A-médulo derecho (1.13)) se cumple que 7% es una aplicacién A-lineal por la
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izquierda y tal que si 7 es homogéneo, 7° también es un operador homogéneo del mismo
grado |7]. En efecto, si 7 es un operador homogéneo de grado |r|, esto es, que

(D1, Da; )| = | D] + | Do + 7],

entonces la aplicacién A-lineal 7°: M — M* es también homogénea de grado |7|, ya que si
D € M es un elemento homogéneo fijo, para todo Dy [(D1;ip7)| = (D1, D;7)| = |D1|+|D|+|7]
asi que ip7 es un operador homogéneo de grado

lipT| = D] + 7],
por lo que 7° : D + ipT resulta ser de grado |r|. Por otro lado, veamos que 7° es una
aplicacién A-lineal por la izquierda entre los super médulos M y M™, esto es, que

topT =QipT € M™.

Notemos que para todo f € M* homogénea af = (—1)|O‘”f|fa e M* y por lo tanto para todo
D1 eM

(Disaf) = (-D)PVADy, fa) = (-1)*V(Dy, fla = (-1)*1Pa(Dy; )
asi, si D1 € M es arbitrario,

(D1;iapT) = (D1,aD;T)
= (-1)llIPo(Dy, D; 1)
= (_1)IaI\D1\a(D1 L ipT)
= (Dy; aipr)

por lo tanto i,pT = @ipT.
Resumimos lo anterior en el siguiente resultado:

Proposicion 1.4.7. Toda forma bilineal graduada 7: M x M — A induce una aplicacién
A-lineal por la izquierda
M — M*

dada por la insercién, donde la estructura de .A-médulo izquierdo en M™ es la inducida
por la accién natural derecha ((1.13). Si 7 es homogénea también 7° lo es y |7°| = |7].

Analizaremos a continuacién el caso en el que M es libre y 7 homogénea. La Proposicién
anterior nos dice que la aplicacién 7’ : M — M* inducida por una 7 homogénea
es A-lineal por la izquierda, por lo tanto, de la Proposicién tiene asociada una
supermatriz (7°)B,,B,,. homogénea de grado |7|. Por otro lado, T tiene asociada también
su supermatriz T que es también homogénea de grado |7|. Veamos cémo se relacionan estas
dos supermatrices.

Sea B = {Dj,...,Dp; Dpi1, ..., Dpiq} una base pura para el A-supermddulo izquierdo M.
Sien M™ consideramos la estructura de A-mdédulo izquierdo inducida por la accién derecha

natural (|1.13)), de la Proposicién sabemos que la matriz asociada a (7°)p es

b (iDlT)B]\/[*
(7' )BMBIVI* = ‘ :
( /LDPHZT )BJW*
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luego, de (1.16)) en la Proposicién para cada k€ {1,....p+q}

p X ptq
ip,7 = Y.D™(Dyip,7)+ ¥, D"(Dyip,7)
i=1 l—p+1
p
= Z(D“'LDk D“+ Z( 1)\Dk|+|T\+1(D iD, T)Dl
1=1 l p+1

<D1,Dk, D“-"r Z ( 1)|Dk|+|T|+1<D Dk 7_>Dl>%

i=1 l=p+1

iIM= I

ya que |ip, 7| = |Dg| + |7|. Por lo tanto, si 1 <k <p

p X ptq
in,T = Y(Di Dis)D™ + Y (~1)FYDy, Dy ryDPe

i=1 l=p+1
ysip+1<k<p+q
p+q
ip,T Z(DZ,Dk, )D™* + Y (-1)"(Dy, Dy; 7y DPO
=1 l=p+1
de modo que
(D1,Dy;7) o+ (-1)TYDy g, D7)
(Tb)B B _ (Dlva;T) (_1)‘T|+1<DP+Q7DP;T>
MEMT T (D, Dyt o (1) Dypag, Dpers 1) |
(Dlva+q;7'> (_1)|T|<Dp+q’Dp+q§7'>

por lo tanto, si la supermatriz asociada a la forma A-bilineal graduada 7 tiene la forma

(7 0)

concluimos que la supermatriz asociada a la aplicacién A-lineal por la izquierda 7° se puede
escribir en términos de 7 como

Rt (-1l
b _

(T)BuBy = (St (_1)|T|Ut
y asi, hemos probado el siguiente resultado:

Proposicién 1.4.8. Sea M un A-supermddulo izquierdo libre con base Bys. Si M™ es
considerado como un A-supermédulo izquierdo, y 7 es una forma .A-bilineal graduada
homogénea con supermatriz homogénea asociada

e R S
\T U
entonces, la supermatriz asociada a la aplicacién A-lineal por la izquierda
M - MY

tiene el mismo grado que 7T y es precisamente

(Tb) _ Rt _(_1)\T|Tt
ByuBj+ St (_1)|T\Ut
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Notemos que en particular como la representacién matricial de (D;7") considerado
como elemento del A-médulo derecho M™ es precisamente (D; Tb>St, entonces, como

(UD; 7" )Bye = (D)Byy (T')ByrBye

usando la propiedad (21) de la Proposicién [1.2.11] tenemos que tal representacion esta dada
por

(D:TDE = (~D)IPIT (Y 5 (D)

luego, como
R (-1)ls
b _
(T )B]\,{BI\/I* - (T (_1)|’T‘U (129)
tenemos que si D = P 0D+ Zp 4 9'Dy es homogéneo

~1
s (R (-1)ls °
(D)3, = (—1>'D”'(T ((_1§|T|U

s (RS
_ (_1)|D|||(T U)

) _(_1)|.f)|{)p+q
61

_(~1)(Dltigora
-1

v

= (~1)lPlrl £ E

_(~1) (Dl g

(_1)|D||T|{)1
(=1) (DI D(rl1) gova

y se tiene el siguiente resultado:

Corolario 1.4.9. La representacién de cada (D;7") visto como elemento de M* con su
estructura natural de A-médulo derecho es

(DN, = (DI, s,,. (D)F,
f]l

(-1)2I :

_(_1)(\D|+ITD@p+q

(_1)|DHT|@1

1]
9

(—1) (DD i1 goa

para cada D = Y 9D, + Zp 0 !D; homogéneo.
En particular, del corolario anterior, podemos reescribir el Corolario [1 como sigue:

Proposicién 1.4.10. Para todo D € M y D, homogéneos,
- Dlr MY\S
(D,D;7) = ()P (D)s (7)B,B,,. (D)B,,
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1.4.2.1. Caso simétrico/antisimétrico graduado

Por otro lado, si 7 es simétrica graduada y homogénea con supermatriz asociada
e R S
T U
entonces, la supermatriz asociada a la aplicacién A-lineal inducida 7°: M — M* es

(7_17) ) Rt _(_1)|T\Tt
BBy« St (_1)|T|Ut

luego, por la simetria graduada de 7, tenemos que R = R!, S =T% y U = -U*, por lo que

(") (R —(-1)llTt _(R —(-1)"ls
Bl =\st (ot )T\ (o)

De manera similar, si suponemos que 7 es antisimétrica graduada y homogénea con

supermatriz asociada
e R S
\T U

entonces R=-R!, S=-T!y U =U?, por lo que

(Tb) — _Rt (_1)|T‘S
BBy« _Tt (—1)‘T|U .

Resumimos las propiedades anteriores en el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.4.11. Sea 7: M x M — A una forma bilineal graduada, y homogénea con

supermatriz asociada
o R S
\T U

y aplicacién 7°M — M* inducida.

e Si 7 es simétrica graduada, entonces

(Tb) — R _(_1)‘7—'5’
By By T —(—1)|T|U .

b

En este caso 7’ serd s-simétrica si y sélo si |[7] =1 (mod 2).

e Si 7 es antisimétrica graduada, entonces

(7_17) _ _Rt (_1)|T|S
ByBj« _Tt (—1)|T‘U .

b

En este caso 7° serd s-antisimétrica si y sélo si |7| =1 (mod 2).
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1.4.3. Formas A-bilineales graduadas no degeneradas

En esta seccién se presenta la nocién de no degeneracién de una forma A-bilineal
graduada, que es analoga a la que tenemos en el caso no graduado. El objetivo es com-
probar que en el caso ‘super’, como en el caso usual, existe un resultado que caracteriza
la no-degeneracion de una forma A-bilineal graduada en términos de su aplicacién bemol
inducida.

Definicién 1.4.12. Decimos que 7: M x M — A es una forma A-bilineal graduada
no degenerada si su supermatriz asociada 7 es invertible.

Veamos que la definicién anterior no depende de la base elegida. Probaremos ésto a
través de las aplicaciones A-lineales bemoles respectivas, usando el siguiente resultado.

Lema 1.4.13. La supermatriz 7 asociada a una forma A-bilineal por la izquierda y ho-
, . . . , . . S . .
mogénea T es invertible si y sélo si la supermatriz (Tb) " es invertible.

Demostracién. Notemos que como la inversa de una supermatriz homogénea es también
homogénea, podemos suponer que estd dada en forma de bloques. Asi, de la expresion
(1.29) el resultado se sigue directamente de observar que

7_1:(2 g) - [(Tb)St]_lz((_f)LllTlc (-1?71))'
|

Proposicién 1.4.14. Sean B1, By bases para el A-supermdédulo izquierdo M, y sea 7 una
forma A-bilineal graduada homogénea. Se cumple que la supermatriz 7 asociada a 7 en
la base Bj sera invertible si y sélo si la supermatriz 7 asociada a 7 en la base B lo es.

Demostracién. Si (Tg;) es la supermatriz de transiciéon de la base Bs a la base Bi,
tenemos que para todo D e M,

B
(D), = (D)5, (Tg})
y al ser (Tg;) homogénea par, de la propiedad (21) en la Proposicién |1.2.11}, para todo
D € M homogéneo,
M\S B1\5t /78
(D), = (Tg}) " (D)B,

de modo que, por la Proposicion [1.4.10

2 D||r S nYS

(D,Di7) = (-1 (D), ()3m: (DS,

B S B1\5t / A\S

(-1)PI" (D)g, (TB) () 5: (TB))™ (D)3,
or lo tanto, de nuevo aplicando la Proposicién [1.4.10l tenemos que

yp ) P P q

S S St
(Tb)]?LB; = (Tg;) (Tb)];lB; (Tg;) :

Asi, como toda supermatriz de transicién es invertible, de la igualdad anterior concluimos

St S
b S 2 . . 7 . b .
que (T )BlBI es invertible si y solo si (7‘ ) lo es, o equivalentemente por el lema

t
B2B}
anterior, que 71 es invertible si y sélo si 7 es invertible. W

También, directamente de la propiedad (5) en la Proposicién [1.2.11] se tiene el siguiente

criterio:
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Corolario 1.4.15. La aplicacién 7° inducida por una forma A-bilineal graduada ho-

, : : St . .
mogénea 7 es invertible si y sélo si (T ) es una supermatriz invertible.

Notemos que en este caso,

St
-1 by St -1
()" =[]
Resumimos los resultados referentes a la no degeneracién de una forma graduada en la
siguiente proposicién.

Proposicion 1.4.16. Sea 7 una forma A-bilineal graduada homogénea. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. 7 es no degenerada.

2. La supermatriz asociada 7 en cualquier base pura es invertible.

3. La supermatriz (7°)%t es invertible.

4. La aplicacién inducida 7" : M - M* es un isomorfismo A-lineal.
5. La clase [1] e SM(A)/SM(A;) es invertible.

Notemos que aunque no tenemos una relacion explicita que afirme que la supermatriz
asociada a 7 en la base By se relacione con la asociada a 7 en la base B; a través una
supermatriz de transicién y su supertranspuesta (como sucede en el caso usual), si lo
podemos hacer para las supermatrices 7° correspondientes, gracias a los célculos realizados
en la prueba de la Proposicién [1.4.14], lo cual establecemos en el siguiente resultado:

Corolario 1.4.17. Si B; y By son bases para M, y 7 es homogénea,
h\St (B b\ St B\ St
(T )BZB; - (TB;) (T )BlB; (TB;) . (1.30)

.2 . St .
Notemos que también esta propiedad nos muestra que (Tl’) es una buena candidata
para ser nombrada “la supermatriz asociada a la forma bilineal graduada 7”.

Por otro lado, del resultado anterior, podemos ver que en el caso graduado se cumple el
resultado andlogo al que tenemos en el caso usual, que afirma que las matrices de transicién
entre las bases y sus duales respectivas se relacionan mediante una transpuesta inversa.

En efecto, por la Proposicion sabemos que la supermatriz asociada a 7° en la
base Bo estd dada por

-1 *
(*)gams = (TB) " () (THE).

asi, de la propiedad (4) de la Proposicién [1.2.11] tenemos que

S B%\St S St
(Tb)BtQB; - (TB§) (Tb)BtlB; (Tg;)

ya que las supermatrices de transicion son pares, y entonces, del corolario anterior conclui-
mos que
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o equivalentemente que N
(r5)=108) T

Resumimos lo anterior en el siguiente resultado.

Corolario 1.4.18. Si (Tgf) es la supermatriz de transiciéon de la base B; a la base Bg
de M, entonces la supermatriz de transicién de la base B] a la base B; de M* es

(T5t) = [(782) "]

1.5. Algebra multilineal graduada

St

Extendiendo la nocién de A-linealidad por la izquierda, tenemos la siguiente nocién de
A-multilinealidad:

Definicion 1.5.1. Sean M y N dos A-supermédulos izquierdos. Una aplicacion
T oM< N
(Dy,....Dy) +— (Dy,...Dy;T)
es A-multilineal graduada si para cada i=1,....,7 y todo « € A, satisface:
(¢) (D1,...D;+D},....Dy;T)=(D1,....,D;, ..., Dy;T) + (D1, ..., Dj,...,D,; T)
(i) (D1,...,aDy, .., Dy T) = (-1)lIES PN oDy, ., D;, ... Dy T).

Decimos ademés que T es homogéneo de grado |T'| € Zs si
T
(D1sees DT = YDy + [T] (mod 2).
i=1

Observacién. A lo largo de este trabajo se usa exclusivamente la notacién (-,...,—;-)
para referirnos a la evaluacién de aplicaciones A-multilineales graduadas.

Analizaremos dos subclases distinguidas del espacio de aplicaciones A-multilineales
graduadas: una dada por las aplicaciones tales que N = A en la definicién y otra
donde N = M.

Definicién 1.5.2. [25] Un r-tensor covariante graduado, sobre el A-supermddulo iz-
quierdo M es una aplicacién A-multilineal graduada

T Mx M A

Denotaremos por 7%, (M) ala coleccién de r-tensores covariantes graduados, y en particular

definimos 73, (M) = A. Si ademés T es homogéneo de grado |T| € Zz, diremos que T tiene
bigrado (r,|T]).
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El espacio de r-tensores covariantes graduados, tiene una estructura natural de A-
supermédulo derecho, con accién

T (M) x A—T&, (M) (1.31)

definida por
(D1,...,Dy;Ta) := (D1, ..., Dp; T v

para D1, ..., D, € M, pues si T es homogéneo, esto es, de bigrado (r,|T),

‘(Dl, ...,DT;TQH

(D1,...,Dr;T) q
|<D17 7DT‘7T>| + |O[|
Yiz1 [Dil + [T + |al.

y por lo tanto T« es homogéneo de grado |T'| + |a.

Luego, T, (M) tiene inducida una estructura de A-supermédulo izquierdo con accién
dada por aT := (—I)MT'T a, o equivalentemente, debido a la conmutatividad graduada en
A, tal que

(D1, ..., Dy;aT) = (-D)ME DD oDy . D, T).

En particular tenemos que
Tén(M) = Hom 4 (M, A) = M*

Yy que
T& (M) = Bilg: (A)

donde la accién derecha (1.13]) en M* y la accién derecha (1.26]) en Bilg, (M) coinciden
con la definida para tensores covariantes graduados (|1.31)).

Definicién 1.5.3. Sea T : M x --- x M - A un r-tensor covariante graduado.

e Decimos que T es simétrico graduado si
(D1, ..., Dj, Dis1, oy Dy T) = (-1)PP= Dy Dy, Dy, ..., D T)
y denotamos a la coleccién de r-tensores simétricos graduados por X¢, (M).

e Decimos que T' es antisimétrico graduado si
<D17 ey Dia Di+1a ey DT‘,T> = _(_1)‘DiHDi+1|<D17 ey Di+17 D’ia ey DT7 T)

y denotamos a la colecciéon de r-tensores antisimétricos graduados sobre M como
T
Gr(M) .

Notemos que la restriccién de la A-accién derecha sobre estos subconjuntos es cerrada,
T T T T
esto es, X¢;, x A = X5, v NG XA = AG,-
Ademas, de manera similar a lo que sucede en el caso usual, podemos ver que todo
2-tensor covariante graduado T se puede descomponer en una parte simétrica graduada y
una antisimétrica graduada,

T = Sim(T") + Anti(T)
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con Sim(T) € £ (M) y Anti(T) € A%, (M), donde

<D1,D2; Slm(T)> = % ((Dl,DQ;T> + (—1)|D1HD2|<D2,D1;T>)

(D1, Do Anti(T)) = (D1, Do; T) - (-1)P122 Dy, Dy 7))

Llamamos a Sim(7') la simetrizacién graduada de T', y a Anti(T") la antisimetrizcién
graduada de T'.
Veamos que Sim(7") es simétrico graduado,

1
3
= ()PP ()PP Dy, Dy Ty 4Dy, Dy T))

(D1, Da; Sim(T)) ({D1, Do; ) + (-1)PIP2 Dy, Dy 7))
= ()PP ((Dy, DT+ (1) Dy, Dy
= (-1)PIP2Dy, Dy; Sim(T));

luego, para ver que Sim(7') es efectivamente un 2-tensor covariante, consideremos « € A,
entonces como T es A-bilineal graduado,

<Ckl)17 DQ; Slm(T))

% ((aDhDQ;T) + (_1)|D2|(‘a|+|Dl|)<D27aDl;T>)

% (a<D1, Do; T) + (-1)PilIP2l o Dy Dl;T))
a% ({D1, Do; T) + (-1)/P1P2( Dy, Dy; 7))
= oDy, Dy; Sim(T))

luego, por la simetria graduada que satisface Sim(7'),

(D1,aDy;Sim(T)) = (~1)IPHIPD (0D, Dy; Sim(T))
= (-1)PllelP2D oDy Dy Sim(T))
(-1)Prliela(Dy, Dy; Sim(T))

y concluimos que efectivamente Sim(7") es un 2-tensor covariante graduado que ademas es
simétrico graduado.
Comprobemos que Anti(7') es antisimétrico graduado,

1

(D1, Dy Anti(T)) = (D1, Do T) = (~1)!P1P2( Dy, D1 7))

—(—1)'D1”D2'% (~(-)IPIPl( Dy Dy T) + (Dy, Dy T))

- —(—1)|D1”D2|%((Dz,D1;T)—(—1)|D1”D2|(D1,D2;T))
= —(-1)!PlPl Dy Dy; Anti(T));
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luego, para ver que Anti(7") es un 2-tensor covariante, por la A-bilinealidad graduada de
T,

(OéDl, DQ; AHtl(T))

aDy, Dy; T) - (1) P2l p, Dy T))

O NN

((Dl,D2 T) - (-1)PIP2 Dy, Dy T) )
= Dy, Dy; Anti(T))

(¢
(a Dy, Dy; T) - (-1)/PtIP2lo( Dy Dy T))
1
2

luego, por la antisimetria graduada que satisface Anti(7T),
(D1, aDo; Anti(T)) = —(=1)IPeP2D oDy Dy ; Anti(T))

—(=1)!Pulel+1P2D o Dy Dy Sim(T))
(-1)/Prllelo( Dy, Do; Anti(T))

y concluimos que efectivamente Anti(7") es un 2-tensor covariante antisimétrico graduado.

Finalmente, si M es un A-supermddulo izquierdo fijo, la subcoleccion distinguida de
aplicaciones A-multilineales graduadas, de la forma

TMx M s M

serd denotada por 7, (M).

Notemos que 711G(M) = End4 (M, M). En particular, 7], (M) tiene estructura de
espacio vectorial, y las aplicaciones que son ademés homogéneas de grado k € Zo, forman
un subespacio de éste. Mas adelante veremos que las conexiones graduadas sobre una
supervariedad y algunas de sus subclases tienen una estructura afin modeladas sobre éste
subespacio y algunos de sus subespacios.

1.6. Derivaciones graduadas

Definicién 1.6.1. [18] Sea A una superalgebra. Una derivacién homogénea de grado
p, es un endomorfismo R-lineal D : A - A homogéneo de grado p, tal que para todos
a, B € A con a homogéneo, satisface la regla de Leibniz graduada

D(aB) = D(a)B + (~1)"*laD(B).

Denotamos por Der?(A) a la coleccién de todas las derivaciones de A de grado p, y por

Der(A) := @,Der”(A).

El conjunto Der(A) tiene una estructura natural de A-supermédulo izquierdo , con
accién definida en elementos homogéneos

A; x Der? (A) — DerP*(A)
dada por (aD)(f) :=a(D(p)), pues al ser A graduada, claramente
[(aD)(B) =l (D(B))] = |al + D] +|B]
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Algebra lineal graduada

y por lo tanto |aD| = |a| + | D|; luego, la A-accién derecha inducida en Der(.A) estard dada
por Da = (-1)lIPla D o bien, (Do) (B) = (-1)IIPla (D(B)).

Atin més, se puede dotar a Der(.A) con una estructura de dlgebra de Lie graduada,
con corchete [+, -] dado por el conmutador graduado de endomorfismos; esto es, si D1, Da son
derivaciones homogéneas, el conmutador graduado [ D1, Da] := Do Dy — (—1)|D P2l py o Dy
cumple que

o |[D1, D2]| = [D1] +| Do
e es R-bilineal,
e es antisimétrico graduado: [Dy, D] = —(=1)P1I1P2l[ Dy, Dy ],
e satisface la identidad de Jacobi graduada:
[D1,[Ds, D3]] = [[D1, D], D3] + (-1)IPIP2I[ Dy, [ Dy, Ds]].

En efecto, que |[D1, D2]| = |D1] + |D2| se sigue directamente de la definicién del corchete;
la R-bilinealidad se cumple al ser D1 y Dy R-lineales; luego, claramente

Do Dy~ (-1)!?*1711Dy 0 D,
= (1) (—(-)IPIP1 Dy 0 Dy + Dy o D)
- —(—1)|D2”D1|[D1,D2],

[D2, D1]

y finalmente, como

[[D1, D], Ds]

[D1, D] 0 D3 — (=1)P1l+P2DIDs Dy o [ Dy Dy ]

{D10 Dy~ (-1)IP1IP2IDy 0 Dy} 0 Dy
_(_1)(\D1\+\D2\)|D3|D3 o {Dl oDy — (_1)\D1HD2\D2 ° Dl}

y
(-1)IPrIP2[ Dy, [ Dy, Ds]]
(~D)IPAIP2l{ Dy o [ Dy, Dg] ~ (~1)IP2MP1DD [ Dy D3] 0 Dy}
_ (_1)\D1HD2\D2 ° {Dl oDs - (_1)|D1||D3|D3 o Dl}
_(_1)|D2||D3| {Dl o D3 - (_1)|D1||D3|D3 o Dl} o Da,

entonces

[[D1, D2], D3] + (=1)!PIP2[ Dy, [ D1, D3]]
= DjoDyoDg— (_1)(|D1|+|Dz|)le\D3 ° {_(_1)\D1HD2\D2 ° Dl}
—(-D)IPlP214P3) Dy 6 D3 o Dy - (=1)P21P3I Dy 0 D3 0 Dy
= Dio{Dyo D3 (-1)P2IPsIps 0 Dy}
—(=1)IPl(D:[+[Dsl) {Dz o D3 — (=1)IP2lIPsl Dy o Dz} oDy
= Djo[Dy, D3] - (-1)IPP2+PsD[ D, D3] o Dy
= [D1,[Ds, Ds]]

de modo que el conmutador graduado cumple la identidad de Jacobi graduada.
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Notemos que en particular la identidad de Jacobi graduada nos dice que para cada D;
fija,
[Dl ’ ] : (DGI'(A), [7 ]) - (DGI'(A), [7 ])

es una derivacién graduada de Der(A) de grado D;.
Finalmente, tenemos la siguiente expresion que relaciona la estructura de algebra de
Lie graduada en Der(.A) y su estructura de A-supermédulo izquierdo:

[Dy,aDs] = D1 () Dy + (-1)1I1P1la[ Dy, Dy,
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Capitulo 2

Elementos geométricos asociados a
una supervariedad

El objetivo de este capitulo es analizar algunos conceptos y propiedades en el contexto
graduado, de algunos conceptos provenientes de la geometria Riemanniana y la geometria
simpléctica clasicas, tales como la nocién de conexién lineal, torsién, curvatura, tensor de
Ricci y curvatura escalar.

La exposicién que se hace en este trabajo esta influenciada principalmente por el analisis
del caso no graduado de los textos [12], [11] y [9]; para el caso graduado, la referencia
principal del andlisis es [23], ademés de [21] y [25].

2.1. s-variedades, s-funciones, s-campos, y s-formas

2.1.1. Supervariedades

Recordemos que una variedad diferencial consiste de un par (M,U) formado por una
variedad topoldégica M y un atlas U = {(U;, ¢;) }ier de cartas diferenciables. Luego, toda
variedad diferencial tiene asociada la gavilla de funciones diferenciables C* (M), donde
para cada abierto U ¢ M, C*°(U) corresponde al dlgebra de funciones diferenciables en U,
y donde las restricciones corresponden a las restricciones usuales de funciones. Si ahora, en
vez de considerar el par (M,C*°(M)) con la gavilla de dlgebras de funciones, requerimos una
gavilla de superalgebras conmutativas graduadas, tal que salvo nilpotentes, se comportan
como una variedad diferencial, tenemos la nocién de supervariedad (ver [25]):

Una supervariedad de dimensién (m,n) es una pareja (M, A) donde M es una
variedad diferencial de dimensién m, y A es una gavilla de superdlgebras conmutativas
graduadas, que cumple las siguientes condiciones:

(i) Existe una cubierta abierta {U;}ier de M tal que para cada i€ ]
AU;) = C%(Ui) @ \(R™)

(i) Si N es la gavilla de nilpotentes en A, entonces (M, A/N) es isomorfa a (M,C*(M)),
donde C*° (M) corresponde a la gavilla de funciones diferenciables en M.

Notemos que toda variedad diferencial de dimensién m es en particular una superva-
riedad de dimensién (m,0).
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Capitulo 2

Por otro lado, consideremos M una variedad diferencial. Entonces, el espacio de sec-
ciones del haz exterior I'(A E') forma una gavilla de algebras (conmutativas) Z-graduadas,
y por lo tanto Zs-graduadas, con el producto exterior

ANT(ANPE)xT(ATE) - T(APYE)
(,8) = anp
donde (anfB)(z) = a(x)AB(z) para todo x € M. Tenemos entonces que (M,T'(A E)) es una
supervariedad de dimensién (m,n), pues la condicién (i) se cumple al ser A E localmente

trivial, y la condicién (ii) se cumple por ser toda forma exterior de grado mayor o igual
que 1 un elemento nilpotente.

Observacion. En este trabajo se consideran solo supervariedades del tipo (M, T'(AE))
donde A E — M es el haz exterior de un haz fibrado E sobre M. Ademaés, por lo general
omitiremos el simbolo de producto exterior para denotar el producto de los elementos en

T(AE).

2.1.2. Superfunciones y supercampos vectoriales

Sea (M,T'(A E)) una supervariedad. El espacio de derivaciones del élgebra Z-graduada
['(AE), Der(I'(AE)) = @pez Der’ (I'(A E)), tiene estructura canénica de I'(A £)-médulo
izquierdo graduado con accién izquierda

I'(A'E) xDer?(T(AE)) — DeP™(I'(AE))
(o, D) —» aD
inducida por el producto exterior en I'(A E') dada por

(aD)(B) = a(D(B)),

para todo € I'(A E); luego, la T'(A E)-accién derecha inducida en Der(I'(A E)) es preci-
samente D a = (—=1)I*IPla D, 0 bien, (D a)(B) = (-1)I*IPlo (D(B)) para todo 8 € T(AE).

Luego, el espacio de derivaciones Der(I'(A E)) tiene estructura de dlgebra de Lie gra-
duada dada por el corchete gradudado de endomorfismos

[D1, Ds] := Dy o Dy — (-1)P11P2lpy 0 Dy
para D1, Dy derivaciones homogéneas.

Por analogia con el caso no graduado donde el espacio de campos vectoriales en M,
X (M), se corresponde con el espacio de derivaciones del dlgebra de funciones diferenciables
¢ (M),
X(M) =Der(C*(M))

se define:

» El espacio de supercampos vectoriales en la supervariedad (M,I'(A E)), que de-
notamos por Xa,; (M), se define como

Xce(M) :=Der(I'(/\ E)).
» Los elementos del dlgebra Zs-graduada de secciones I'(A E) son llamados superfun-
ciones en la supervariedad (M,I['(A E)).

En particular, tenemos que el espacio de supercampos vectoriales es un médulo iz-
quierdo graduado sobre el espacio de superfunciones y tiene estructura de algebra de Lie
graduada.

50
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2.1.3. p-formas graduadas

Por analogia al caso usual, donde las p-formas diferenciales corresponden a los p-tensores
covariantes alternantes, se define (ver [2I]), el espacio de p-formas graduadas en la
supervariedad (M,T(AE)), que denotamos como QF, (M), es el espacio de p-tensores
covariantes graduados que son ademds antisimétricos graduados, definidos sobre el I'( A E)-
médulo izquierdo graduado X (M ). Para diferenciar entre p-formas 7 € QP (M) y p-formas
graduadas T € Qf, (M), éstas tltimas serdn denotadas en negritas.

El operador diferencial graduado

Gr . OP p+1
d 'QGr — Qr

&

T — d'r

se define como

(D1, ..., Dpy1;dSTT)

= XL (1) PP DD D (Dy, o, B, Dyt 7))
4 g (—1)FF LD+ Da D+ DI D --+Dil-++{Dia )

((Dk,Di], D1, ..., Dy, ..., Dy, ...Dpiq; 7).
y decimos que 7 es una p-forma graduada cerrada si d“*7 = 0. Notemos que si T €

Qér(M ) es homogénea de grado i, entonces también dS"r serd homogénea del mismo
grado 1.

En particular, se tiene que:

e SiaeQ) (M)=T(AE),
(D1; ) = D1(ev);

e Si A es una 1-forma graduada,

(D1, D2;d“ ) = D1 ((Dg; A)) = (-1)/PIP2IDy((D1; A)) = ([ D1, D2]; A) (2.1)

e Si 7 es una 2-forma graduada

(D1, Dy, D3;d%"r)

= Dy ((D2,Ds;7)) - (-1)IP1lIP2IDy ((Dy, D3; 7))
+(=1)IPalPrIP2D Dy ((Dy, Dy; 7)) = ([ D1, D2], D3; T)
+(-1)\PalP2([ Dy, D3], D7) — (-1)P2lUP21DaD( [ Dy Dy, Dy 7)

y por la antisimetria graduada que cumplen 7 y [, -], podemos reescribir esta expre-
sién en términos de una suma ciclica graduada como

.G
(D1, Dg, D3;d~"T)

= D1 ((D2, D3; 1)) = ([D1, D2], D3; )
+(=1)IPslPs+ID2D { D3 ((Dy, Dy; 7)) = ([ D3, D1], Da; )}
+(=1)PAl(P=11DsD { Dy ((Ds, Dy; 7)) = ([ D2, D3], D13 7)} -
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2.2. Espacios de conexiones graduadas

En esta seccién se analiza la estructura del espacio de conexiones graduadas en una
supervariedad, y la estructura del espacio de aquellas que son homogéneas. Posteriormen-
te, al introducir la nocién de torsién graduada y de derivada covariante en el espacio de
p-tensores covariantes graduados, se definen las conexiones graduadas simétricas y las co-
nexiones graduadas compatible con un 2-tensor graduado 7, y se estudia la estructura de
estas subclases de conexiones graduadas. En particular, se analiza la estructura del espacio
de conexiones graduadas que son a la vez simétricas y compatibles con 7, presentando
teoremas de existencia de dichas conexiones graduadas.

2.2.1. El espacio afin de conexiones graduadas

Recordemos que una conexion lineal V en un haz E, es una aplicacién V : X'(M) x
I'(E) - I'(F) tal que en el primer argumento es C*°(M )-lineal y satisface la regla de
Leibniz en el segundo argumento. En el caso de una supervariedad (M,T'(A E)) tenemos
el siguiente andlogo de una conexién lineal en el haz tangente T'M [cf. [23]]:

Una conexién graduada en (M,I'(A E)) es un operador

V: Xo(M)xXg(M) — Xg(M)
(D1, Do) —  Vp, D2

que satisface las siguientes condiciones: para todo a € I'(A E) y todos D1, D2, D3 € Xg(M),
(i) Es I'(A E)-lineal en el primer argumento:

® V(p,+p,)D3=Vp, D3+ Vp,D3
® V(ap,)D2=aVp, Dy

(ii) En el segundo argumento cumple la regla de Leibniz graduada:

e Vp,(D2+ D3)=Vp, Do+ Vp,Ds
e Vp,(aDs) = Di(a) Dy + (-1)lIPrlaw p, D,

Decimos que V es homogénea de grado |V| € Zy si V es un operador homogéneo, esto
es, que |V p, Da| = |D1| + |D2| +|V| (mod 2). Denotaremos por Cq,(M) a la coleccién de
conexiones graduadas en (M,I'(AE)).

Observacion. A lo largo de este trabajo las conexiones graduadas seran denotadas exclu-
sivamente con el simbolo V, para distinguirlas de las conexiones lineales V en un haz sobre
M.

En el caso clasico (no graduado) el espacio de conexiones lineales sobre cualesquier haz
E - M es un espacio affn modelado sobre el espacio vectorial Q'(M;End(FE)), esto es,
aunque la suma de dos conexiones lineales no es en general una conexién, su diferencia es
una 1-forma con valores en End(F), asi, en particular esta diferencia es C*(M)-lineal en
ambos argumentos. De manera analoga, en el caso graduado, la diferencia de dos conexiones
graduadas es I'(A E)-bilineal graduada, esto es, si V, V' € Cq.(M), entonces

vV-V: XGr(M)XXGr(M) — XGr(M)
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definido como
(D1,D9;V = V') :=Vp, Dy - Vleg,
satisface
(i) {(aD1,D2;V - V') = (D1, Dy; V - V')
(i) (D1, D2 ¥ = V') = (-1)P1la(Dy, Doy ¥ - 7).

En efecto, por definicién, V y V' son I'(A E)-lineales en el primer argumento, entonces,
para todo Do se tiene,

(Ole,DQ;V—V,> VaDlDZ_V:;leDQ
aV p, Dy — aVbl Do

Oé(Dl,DQ;V - V/>

y se sigue de inmediato que V — V' es I'(A E)-lineal en el primer argumento. Luego, por
la regla de Leibniz graduada que satisfacen V y V' en el segundo argumento,

(D1,aD9;V = V') = Vp,aDy -V aDs
= (Di(a) Dy + (-1)PIPrlaw p, D,)
—(D1(a) Dy + (-1)lIPrlaw?, Dy)
= (-D)lPrla (wp, Dy - V), D)
= (-DIPla(Dy, Dy; v - V)
por lo que V - V' también es I'(A F)-lineal graduada en el segundo argumento.

Por otro lado, consideremos cualesquier aplicaciéon T'(A E)-bilineal graduada

St Xar (M) x X (M) — X (M)
(D1,D2) +—— (D1,D2;8)

esto es, S € 'TfGr = ’TﬁGr(XGr(M )), entonces, se cumple que V + S es una conexién gra-
duada, donde se define

(V+S)p,D2:=Vp,Das+(Dy,Ds;S).

En efecto, por un lado, por la T'(A E)-linealidad graduada de V y de S en el primer
argumento, tenemos que para todo Do,

(V + S)aDlDQ = VQD1D2 + <OzD1,D2;S>
aV p, Dy + a(D1, Dy; S)
[0 (V + S)DlDQ

de modo que V+.5 es I'(A E)-lineal en el primer argumento. Luego, por la regla de Leibniz
graduada que satisface V y la T'(A E)-linealidad graduada de S en el segundo argumento,
se tiene que

(V +5)p,(aD2) Vp,aDs + (D1, aDs; S)
(Dl(a)Dz + (—1)|aHD1‘OéVD1D2)
+(=D)IPrla(Dy, Dy; 5)

D1(Oz)D2 + (—1)|O‘HD1‘O( (V + S)DlDQ
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de modo que se satisface la regla de Leibniz graduada en el segundo argumento de V + S.
Concluimos que efectivamente es una conexién graduada.
Lo anterior sugiere que Cgy(M) tiene una estructura afin.

Proposicién 2.2.1. El conjunto Cg, (M) de conexiones graduadas en la supervariedad
(M,T(AE)) es un espacio afin modelado sobre el espacio

7'127Gr ={S: X (M) x X (M) > X (M) | S es T'(A E)-bilineal graduada}.

En particular, dada una conexién graduada fija V, cualesquier otra conexién graduada es
de la forma V¥ + S, para algin S € TfGr.

Notemos que si V y V' son homogéneas del mismo grado k € Zs, entonces V-V € 7‘127(;r
serd también una aplicacion homogénea del mismo grado k; y de hecho, como V¥ + 5 es
homogéna si y sélo si V y S son homogénas del mismo grado, entonces tenemos también
una estructura afin en el espacio de conexiones graduadas homogéneas.

Proposicion 2.2.2. El conjunto de conexiones graduadas homogéneas de grado k € Zo
forma un espacio afin sobre el subespacio de 7—12Gr consistente de las aplicaciones I'(A E)-
bilineales graduadas homogéneas de grado k.

Observacion. En adelante, para ahorrar notacién, escribiremos solo Tf:er para referirnos
al conjunto de aplicaciones I'(A E)-multilineales graduadas en el espacio Ty ¢, (Xar(M)).

2.2.2. El espacio afin de conexiones graduadas simétricas
Se define [cf. [23]] la torsién de una conexién graduada V,
TV : Xar (M) x X (M) — X (M)
como
(D1, D9; TV) := W, Dy — (-1)IP11P2ly p, Dy — [ Dy, Dy

Si TV =0 decimos que la conexién graduada es simétrica. Denotaremos por Sg, (M) a la
coleccién de conexiones graduadas simétricas en (M,T'(A E)).

Veremos a continuaciéon que la notacién (—;TV) tiene sentido, pues TV resulta ser
I'(A E')-bilineal graduada. Adema&s, por analogia con el caso cldsico donde se tiene que
TV € Q*(M;TM), esto es, TV es antisimérica y C*°(M)-bilineal, en el caso graduado se
tienen las siguientes propiedades:

Proposicion 2.2.3. Si 7’3Gr Anti denota al subespacio de ’TfGr de aplicaciones T'(A F)-
bilineales graduadas que son antisimétricas graduadas, entonces TV € 7'12Gr Anti- Dsto es,

1. Es antisimétrica graduada: (D1, Da; TV) = —(=1)P1lIP2l( Dy Dy; TV)
2. Es I'(A E)-bilineal graduada:

(i) {(aD1,D9;TV) = a(Dy, Dy; TV)
(i) (D1,aD9;TV) = (—1)|0‘HD1‘0¢<D1,D2;']I‘V>

Ademis, el operador TV serd homogéneo si y sélo si V es homogénea par, en cuyo caso
también TV es par.
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Demostracién. Para verificar la antisimetria graduada usamos que el corchete de deriva-
ciones es antisimétrico graduado, y asi

(D1,Dy;TV) = Vp,Dy - (-1)P11P2ly p, Dy - [Dy, Ds]
= Vp,Dy - (-1)IPrIP2ly p, Dy + (-1)P1IP=I[ Dy, Dy ]
= —(-)IPulPel (g, Dy - (-1)IPrIPly pp, Dy [ Dy, D1])

= —(-1)PlP2l(p, Dy TV,
Por otro lado, para establecer la I'(A E)-bilinealidad graduada de TV, usaremos que
[aD1, D] = a[ Dy, Dy] - (-1)ePDIPA by (0) Dy .
Entonces, en el primer argumento tenemos

(aD1,Dg;TV) = Vup, Do — (-1)lePlIP2ly oDy — [aDy, Do)

= aVp, Do
—(=1) U+ PrDID:| (D2(Q)D1 + (—1)|a“D2|avD2D1)
—a[Dy, Do] + (1) e+PDIP D, (o) Dy

= aVp,Ds - (-1)PIP2lay b Dy — o[ Dy, Ds]

= a(Vp, D2 - (-1)P1lIP2ly b, Dy — [Dy, D5])

= Dy, Dg; TV).

Luego, por la antisimetria de TV y la I'(A E)-linealidad graduada en el primer argumento,

se sigue directamente que TV también es I'( A E)-lineal graduada en el segundo argumento,
pues

(Dl,aDg;TV) —(—1)|D1||QD2|(04D2,Dl;’]I‘V>
_(_1)|D1|(\0f|+|Dz|)O(<D27 Dy;TV)

= (-1)lIPrla(Dy, Dy; TV).

La ultima afirmacién en la proposicién se sigue directamente de observar que
|[D1, D2]| = [D1 + |Dal.
|

Notemos que para cualesquier conexién graduada de la forma ¥ + S, donde S € 7-12(}1”
su torsion es

(D1,Dy; TV*Y = (V +8)p, Do — (-1)P1lIP2l(y + §)p, Dy - [Dy, Dy ]
= Vp,Dy+ (D1, Do S) - (-1)P1IP2ly 5 Dy
~(-1)IPilIP=( Dy Dy S) - [ Dy, Ds]
= (Dy,Dy;TV) + (Dy, Dy; S) - (-1)P1IP2( Dy Dy S).

de modo que tenemos la siguiente relacién entre TV y TV*S:
(D1, Doy TVS) = (Dy, Dy; TV) + (D1, Dy; S) - (-1)!PI1P2l( Dy Dy S). (2.2)
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Proposicién 2.2.4. De (2.2)) se sigue que la correspondencia

Tor: Car(M) — Tlc ani
\V4 —> TV

define una aplicacién afin con transformacion lineal asociada

Tor : 7-12,Gr - ’ﬁgrAnti
S — Tor(S)

definida por Tor(S)(D1,Ds) := (D1, Dy; S) — (-1)IP1IP2l(D, Dy S), esto es, Tor es dos
veces el operador antisimetrizaciéon graduada.

Por otro lado, notemos que también de la ecuacion se sigue que para una conexion
graduada simétrica V, la conexién V + S serd simétrica si y solo si S es I'(A E)-bilineal
graduada y simétrica graduada, lo cual sugiere que la coleccion de conexiones graduadas
simétricas tiene estructura de subespacio afin.

Proposicién 2.2.5. El conjunto Sg; (M) de conexiones graduadas simétricas es un subes-
pacio afin de Cg, (M) modelado sobre el espacio

Tirsim = 18 € Tig | (D1, Da; ) = (-1)/P11P2l( Dy Dy 5}

de las aplicaciones I'( A E')-bilineales graduadas que son simétricas graduadas.

Por otra parte, veremos que dada una conexién graduada fija V, siempre es posible
encontrar un factor de correccion S € 7’12Gr, que haga a ¥V + .5 simétrica.

Proposicién 2.2.6. (Factor de correccién para conexiones graduadas simétricas).
Si V es una conexion graduada, entonces V — %Tv resulta ser una conexién graduada
simétrica.

Demostracién. De la Proposicién se tiene que —%TV € 7’{2Gr Anti < 7'12Gr7 de modo

que, de la Proposicion tenemos que V - %TV es una conexién graduada. El hecho de
que V - %Tv resulta ser simétrica, se sigue de la relacién lb haciendo S := —%’H‘V, y de
la antisimetria graduada de TV, pues

<D17D2;’H‘V+S>
= (D1,D2;TV) + (D1, Do; S) - (-1)IP1lIP2l( Dy, Dy; S)
= (D1,D2;TV) + (D1, Dg; -3TV) = (-1)IP1I1P2K( Dy Dy; -1 TV)
= (D1,Dy;TV) = 3(D1, Da; TV) = 3(Dy, D2; TV)
= 0.

Del resultado anterior, se sigue que también en el caso graduado es posible hablar de
la parte simétrica y la antisimétrica de una conexién graduada.
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Proposicion 2.2.7. Toda conexién graduada se puede descomponer de manera Unica en
una parte simétrica y una antisimétrica

VZVSim‘f‘A

donde VSim =V - %’]I‘V € SGr(M) y A= %TV € ﬂ%GrAnti c 7-12G .

,Gr

Demostracién. La existencia queda establecida por la Proposicién [2.2.6] anterior. Para
comprobar la unicidad de la descomposicién, supongamos que existen dos expresiones para
V’ . .
V:VSIm'f‘A y V:V§lm+A1

con VI wiim e Sq (M) y A, A € ﬂ%GrAnti- Entonces V™ — w§™ = A; — A, pero por un
lado, de la estructura afin de Sg,(M), la Proposicién nos dice que V5™ — y3im ¢
TfGr Sim; Por otro lado, A; - Ae .’7'127(;r Antis de modo que V>"™ — V%m =A;-Ace¢ ’7'12’Gr Sim N
Taranti = 10} v por lo tanto W™ = v5 y Ay = A y asi, la descomposicién es tinica. B

Notemos que la ecuacién (2.2 establece una relacién entre la parte antisimétrica de
una conexiéon graduada de la forma ¥V +.5 y la parte antisimétrica de V; de hecho también
de (2.2)) podemos deducir una relacién entre sus partes simétricas, pues

(V+S)%§nD2 (V+S)D1D2—%<D1,D2;TV+S>

= Vp, D2+ (D1, Ds; S)
~3{(D1,D2; T) + (D1, Da; S) - (-1)/P1IP2K( Dy Dy S)}

= V"D, + 1 {(D1,Dy; S) + (-1)P1IP2( Dy, Dy S)}
de modo que
. . 1
(V +8)B"Da = Wi Dy + o {(D1, Dz §) + ()PP Dy, Dis5) | (2.3)

Esta relacién proporciona una transformacion entre espacios afines:

Proposicién 2.2.8. De ([2.3)) se tiene que la correspondencia

Sim: Car(M) — Sar(M)
V — VSlm

define una aplicacién afin con transformacién lineal asociada

%: 7fGr - 7dlz,(}rSim
S  +— Sim(S)

dada por Sim(S)(Dy, D) := %{(Dl,Dg;S) + (—1)‘D1HD2‘(D2,D1;S)}, esto es, Sim es pre-
cisamente el operador simetrizacién graduada.
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Nota 2.2.9. Debemos notar que en esta seccién todas las definiciones y resultados tienen
sentido para conexiones graduadas sin importar si son homogéneas o no. De hecho, si en los
enunciados de los resultados presentados consideramos sélo conexiones graduadas pares, y
en vez de considerar el espacio TﬁGr nos restringimos a su subespacio 7—12(1;3? de aplicaciones
['(A E)-bilineales homogéneas pares, cada uno de los resultados sigue siendo vélido. Sin
embargo, si nos restringimos al espacio de conexiones graduadas impares, los resultados
no se preservardn més, pues sélo en el caso de que V sea par, TV serd una aplicacién
homogénea, de modo que en adelante este espacio no serd de nuestro interés.

En adelante nos restringiremos al analisis de conexiones graduadas pares.

2.2.3. El espacio afin de conexiones graduadas compatibles

Observacion. En esta seccién se introduce la nocién de derivada covariante de tensores
covariantes graduados. En la literatura general existen diferentes versiones de esta nocion,
por lo que no debemos confundirla con la que usamos en este trabajo y que en el caso par-
ticular de 2-tensores covariantes graduados estd dada por la expresiéon . El motivo por
la que usamos esta definicién es debido a las propiedades que satisface que se comprueban

en las proposiciones [2.2.10] y [2.2.11

Andlogamente al caso no graduado, se cumple que una conexién graduada par V induce
una “conexion graduada” 6 derivada covariante en el espacio de p-tensores covariantes
graduados 7’& sobre una supervariedad,

v:XGT(M) X7-g})r_)7-é)

T

(la cual seguiremos denotando con V) que es I'(A E)-lineal en el primer argumento, y satis-
face la regla de Leibniz graduada en el segundo. Explicitamente, para 2-tensores graduados,
se tiene la siguiente expresion:

Proposicion 2.2.10. Sea V una conexién graduada par. Si 7 es un 2-tensor covariante
graduado y D € X, (M), entonces la derivada covariante graduada V p7 definida por

(D1, Dy;Wpr) = ()PP DDy, Dy; 7)) = (VD D, Dai )
()PP Dy, v p Dy; )} (2.4)
para todos D1, Dy € Xg, (M), es nuevamente un 2-tensor covariante graduado, esto es,
(i) (aD1,D2;VpT) =a(D1,D2; VpT)
(ii) (D1,aD2;Vpr) = (-1)IPila(D, Dy; wpr).

En particular, si 7 es homogéneo, Vp7 es homogéneo de grado |Vp7|=|D|+|7|.
Ademas, la restriccion al subespacio de los 2-tensores covariantes antisimétricos gra-
duados, y al espacio de los que son simétricos graduados, es cerrada, esto es,

V: Xor(M) x O, (M) — 94, (M)

V: Xer (M) x 3, (M) - X2, (M).
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Demostracién. Sean 7 ¢ 7'é2r y D € Xg (M) fijos. Probaremos primero que Vp7 es un
2-tensor covariante graduado. Para probar la I'(A E)-linealidad graduada en el primer
argumento de V p7, por un lado,

(aD1,Dy;Vpr) = (-1)PleDiHDD{D((aDy, Dy; 7))
~(VpaDy, Da;T) —(—1)‘D|(|QD1D<06D1,VDDz;T)}

pero T es I'(A E)-bilineal graduado y D es una derivacién de grado |D|, asi que

D({aD1, Da;T)) D(a{D1,Da;T))

D(a){Dy, Dy; 7) + (-1)IPl D((Dy, Dy; 7)),

luego, usando la regla de Leibniz graduada que V satisface, y usando la I'( A E)-linealidad
graduada de 7, tenemos que

~(D(@) Dy + (-1)l*IPlayy , Dy, Dy; 7)
—D(a)<D1,D2;T> — (—1)|a”D|O¢<VDD1,D2;T>.

—(VpaD1,Dy;T)

y también
—(=1)/PlePi(o Dy v pDy; 1) = =(~1)PIeHPD (D) v Dy 7)

de modo que, sumando estas tltimas tres ecuaciones,

D({(aD1,Dy; 7)) - (VpaDy, Dy; 1) — (-1)IPIeP D (oD v p Dy 7)
= (-1)llIPla (D({D1, Da; 7)) = (Vp D1, Doy 7) = (-1)PIPI Dy W p Dy 7)) .

Luego, multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por (—1)|D |(jaD1|+|D 2|), obtenemos
que

(-1)IPIUPIPD o { D(( Dy, Do; 7)) = (Vp D, Do)
~(-D)PIPD,, v p Dy )}

(D1, Do; VpT)

(D1, D9;V pT)

de modo que Vp7 es I'(A E)-lineal graduada en el primer argumento.
Para probar la I'( A E)-linealidad graduada en el segundo argumento de V p7, tenemos
que,
(D1,aDy; Vpr) = (-1)PUPHDD D (D), aDy; 7))
—(VpDi,aDy;T) - (—1)|DHD1‘<D1, VpaDs; T)}

pero
D ({D1,aD2;T))

(-1)*IPID (a(D1, Da; 7))

(=Dl (D(a)(Dy, Do) + (-1)IPla D (D1, Da; 7))
(~1)lIPUD(a)(Dy, Do; ) + (-1)lIPHP 0 D ((Dy, D3 7))
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y por otro lado, como V es par, de la I'(A F)-linealidad graduada en el segundo argumento
de T,

—~(VpDy,aDs;1) = —(=1)llPHP (g Dy Dy 7)

y ademas, por la regla de Leibniz graduada que satisface ¥V en el segundo argumento,
_(_1)|DHD1\<D1’ V paDs)

~(-1)IPIPr((Dy, D(a) Dy + (-1)IPlaw p Dy; 7))

~(-D)IPIP Dy, D(a) Dy; 1) = (-1)PIIPHeD(D, 0w p Dy; 7)

= —(-D)lIPID(a)(Dy, Dy; ) - (-1)PIPHAUPHDPID o( Dy W Dy 7)

y sumando las ultimas tres ecuaciones que obtuvimos, resulta que
D ({D1,aDa; 7)) = (VpD1,aDo; 1) - (-1)PIP1( Dy, w paDy; 7)
= (-D)lUPrPD o (D ((Dy, Dy; 7)) = (Vp Dy, Do; )
~(-)PIPD, ¥ p D))

y ahora, multiplicando ambos lados de la ecuaciéona anterior por (—1)|D |(|Daf+laD 2|), se sigue
que

(-1)lelPrlg (=1)PIAPD2D £ D (( Dy, Dy; 7))
~(VpD1,Do; ) - (V)PP Dy v p Dy )}
= (—1)|°‘||D1|oz(D1,D2;VDT)

(D1,aD2; VpT)

de modo que Vp7 es I'(A E)-lineal graduada también en el segundo argumento.
Del céalculo anterior concluimos que efectivamente ¥V p7 es un 2-tensor covariante gra-
duado.

Luego, claramente de la expresién (2.4), como V es par

(D1, D2; VpT)|

|D((D1, D2; 7))| = (Vp D1, Da; )|
(D1, VpDo;7)| = [D]+[Di] +[Da + 7]

de modo que |Vp7|=|D|+|7|.

Para comprobar la ultima afirmacién de la proposicién, supongamos que 7 es anti-
simétrica graduada. Entonces, como V¥ es par,

(D1, Da;Vpr) = (~1)PIUPHRD L (_1)IPiiP2I D(( Dy, Dy; 7))
+(=1)PAAPHPD Dy v Dy )
+(-1)PHIPl(y [, Dy, Dys ) }

= —(=1)/PuIP2A (1) IPIAPD:D) £ D((Dy, Dy 7))
—(-1)IPI1P2l(Dy v p Dy 7) = (WpDs, Dy 7) }
= —(—1)|D1”D2|(D2,D1;VDT>

y por lo tanto Vp7 es también antisimétrica graduada.
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De manera similar, si ahora suponemos que 7 es simétrica graduada, por ser V par,

(D1,D9; VpT) = (_1)|D\(|D1|+|D2|) {(—1)|D1HD2|D(<D2,Dl;T))
_(_1)|D2|(|D\+\D1\)<D2’VDD1;7->
—(—1)|D1”D2|(VDD2,D1;T>}

= (=1)IPAlIDA(_)IPIAPDD £ D(( Dy, Dy 7))
~(-1)\PIIP(Dy, W pDy;7) = (VpDa, Dy )}
= (_1)|D1||D2|(D27D1; VpT)
y por lo tanto VpT es simétrica graduada. W

Veamos ahora que el operador V definido en la proposicién anterior, sobre el espacio
de 2-tensores covariantes graduados, es una derivada covariante.

Proposicién 2.2.11. Si V¥ es una conexién graduada par, entonces induce una derivada

covariante en el espacio de 2-tensores covariantes graduados, esto es, una aplicacién V :
2

X (M) x T&, = T4, tal que

i) Es I'( A\ E)-lineal graduada en el primer argumento:
(i) g p g
VaopT =a (VpT)
(ii) Satisface la regla de Leibniz graduada en el segundo argumento:
Vp(ar) = D(a)T + (-1)Play pr
(donde se esté considerando en 73, la estructura de I'(A E)-médulo izquierdo inducida por

la estructura natural de I'(A E')-médulo derecho).

Demostracién. Por un lado, para probar la I'(A E')-linealidad graduada en el primer ar-
gumento de V, debemos mostrar que se cumple la igualdad entre los 2-tensores covariantes
graduados V,p7T v a(Vp7). Como

(D1,D9;VapT) = (_1)|aD\(|D1|+|DzI) {aD((D1, Dy;T))
~(VapDiy, Day; ) = (-1)PIP(Dy v p Dy 7) }

y por la T'(A E)-linealidad de V¥ en el primer argumento y la T'(A E)-bilinealidad graduada
de T tenemos que

—(VapD1,Da;7) =—(aVpD1,De; 1) = -a(VpDi, Da; T)

~(-1)lPIP Dy, Wop Dy; 7)

—(=1)(HPDID( Dy o p Dy )
~(-1)IPIPla( Dy, W p Dy; 7),

entonces
(=1)(@HPDADID:D) o { D((Dy, Do 7))
~(VpD1,Dy;7) - (-1)PIP Dy, wp Dy )}

(D1,D2;VopT)

= (_1)|a\(|D1|+|D2|)a(D17Dz;VDT)
= (D1,D2;aVpT)
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donde la ultima igualdad se debe a la estructura inducida de médulo izquierdo en el espacio
de tensores graduados. Por lo tanto, como D1, Dy se tomaron arbitrarios, VopT =a VpT.

Solo falta verificar que Vp satisface la regla de Leibniz graduada. Por un lado,
(D1, Do; Wp(ar)) = (-1)PUPEP (DD, Dy;ar))
~(VpD1, Dysar) - (-1)PIPDy v p Dy ar)}

pero, por la estructura de I'(A E')-mddulo izquierdo inducida en el espacio de tensores, y
al ser D una derivacién de grado |D|,

D((D1, Dy; at))

(~1)IPP2D D(a( Dy, Dai 7))
(~1)PP2D D(a)( Dy, Dy 7)
+(=1)el(D11D2D+Dllel o, D ((Dy, Dy: 7)),

y ademas
~(VpD1, Dy at) = —(=1)lAPHDID:D o (57 Dy Dy 1)
_(_1)|DI|D1|(D1’ VpDy;ar) = _(_1)|DI|D1|+|a|(|D\+\D1\+\D2Da<D1, V pDy; 7).
Entonces, sumando estas tres ultimas expresiones, se tiene que
D((D1, Dy;ar)) = (VpDy, Dy;ar) - (-1)PIPH(Dy, v p Dy ar)
- (_1)|0<\(|D1|+|D2|) {D(a)((Dl,Dg;T)) T (—1)|D”a|OzD(<D1,D2;T))
—(-D)IPllel{y , Dy, Dy; o) — (~1)PIPHNPlo( Dy W p Do 7')}

luego, multiplicando por (-1)PIIP11+IP2) 15 ecuacién anterior, se tiene que

(1) (@HPDIDIID2D { D(0)(Dy, Dy: 7)

+(=1)PIPHIPD (D, Do; W ps 7)

= (=1)UeHIPDAPDD D (o) (D1, Do; 7)
+(_1)|DH0¢|+04(|D1|+|D2|)<D17 Do; V pr)

= (Dy,Dy; D(a)7) + (-1)IPlel( Dy, Dy; av pr)

(D1, D2; Vp(aT))

y como Dy, Dy son arbitrarias, se sigue que Vp(at) = D(a)T + (-1)P*aVpT como se
queria mostrar. W

Por analogia con el caso cldsico, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.2.12. Sea 7 un 2-tensor covariante graduado. Decimos que V € Cg, (M) es
compatible con 7 (o que V preserva la estructura 7) si V7 = 0. Denotaremos por C, (M)
a la coleccion de conexiones graduadas compatibles con 7.

Si consideramos una conexién graduada de la forma ¥V + .5, con S € 7'12Gr, la derivada
covariante del 2-tensor graduado T respecto a V y respecto a V + S se relaciona como:

(D1, Do;(V+8)p7) = (D1,Dy;Vpr)— (-1)PIUPHDD (D Dy SY, Dy s 7)
+(~1)/PIP Dy (D, Da; SY ;7)) (2.5)
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ya que
(D1, D2;(V +S)pT)

= (~DIPUPRD {D((Dy, Dy; 7)) = (W + S) p D1, Da; 7)
~(-1)!PIPUDy, (V + S)pDa; 7))
= (-)IPIPIPD {D((Dy, Do; 7)) = (Wp D1, Da; 7) = (D, D1; S), Do s 7)
—(-1)IPIP(Dy W p Dy ) = (-1)\ PP Dy (D, Dy; S) 5 7) }
= (D1, Dy;Vp) - (-1)IPUPIPD {((D, Dy; 8), Dy 7)
+(=1)!PIP Dy (D, Dy; S) ;) }
Por lo tanto, para ¥V compatible con 7, se tiene que V + S serd también compatible con
7 siy s6lo si ((D,D1;8),Dy;7) + (-DIPIPH( Dy (D, Dy;8);7) = 0, lo cual sugiere que

el espacio de conexiones graduadas compatibles con un 2-tensor covariante graduado es
también un espacio afin.

Proposicién 2.2.13. Sea 7 un 2-tensor covariante graduado. Entonces C7 (M) es un
subespacio afin de Cg; (M) modelado sobre el subespacio de 7'3Gr dado por

(S € T | ({D, D13 S), Dys 1) + (-1)PIP2l Dy (D, Do; S) ;7) = 0}

Nos interesa en particular analizar los casos donde 7 tiene propiedades de (anti)simetria
graduada, esto es, si (M,['(A E)) es una supervariedad:

e Una métrica graduada en (M,T'(AFE)) es una forma I'(A F)-bilineal graduada
g : Xar(M) x Xgr(M) - T(AE) que es simétrica graduada y no degenerada. La
pareja ((M,T(AE)),g) sera llamada supervariedad Riemanniana

e Una forma simpléctica graduada en (M,T'(AE)) es una 2-forma graduada
we Qér(M ) no degenerada, que ademds es cerrada respecto a la diferencial exterior
graduada d%*. La pareja ((M,T(AE)),w) seré llamada supervariedad simplécti-
ca. Si ademas la supervariedad posee una conexién graduada V simétrica y compa-
tible con w, decimos que la terna ((M,I'(AE)),w,V) es una supervariedad de
Fedosov.

2.2.3.1. Caracterizacion en el caso métrico graduado y La conexién graduada
de Levi-Civita

De la Proposiciéon y la Observacion tenemos que la torsién define una
aplicacién afin Tor : Cgi‘r(M ) —> Lgfgnti. Veremos en el Teorema [2.2.15|que ésta aplicacion

se restringe a una biyeccién sobre el subespacio Céfar(M ) ¢ Cqr(M), cuando g es una
métrica graduada.

Proposicién 2.2.14. Sea ((M,I'(AE)),g) una supervariedad Riemanniana.

(i) Si V es una conexién graduada par y compatible con g, satisface:

(2Vp, D2, D3;g)
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= D1 ({(Da, D3;g)) + ({D1, D2; TV) + [D1, D3], D3; g)
—~(=1)!PslUPrIDD { Do (( Dy, Das g)) = (D3, D1; TV) + [ D3, D1], Dasg)}
+(-1)PlP21DsD L ) (( D5, Dy; g)) = ({(Da, D3; TV) + [Da, D3], Dy g)}
(2.6)

(ii) Reciprocamente, para cualesquier S € 7’{27Gr Anti Domogéneo par, se cumple que V
definida mediante la ecuacién 2.6/ haciendo TV = S, resulta ser una conexién graduada
par compatible con g, y con torsién precisamente S.

Demostracion. .
(i) Supongamos que V es compatible con la métrica graduada g. Como Vg = 0, obte-
nemos las siguientes tres ecuaciones

(Vp, D3, D3; g) + (-1)!P11P24(Dy v, Ds; g)
<VD1D2) D579> + (_1)|D2”D3|<VD1D35 D27g>)

D1({Dz, D3;g))

y
—(=1)IPslPIDD D3 (( Dy, Dy; g))

= ~(-1)/PIPHPD (9 1, Dy, Dy; ) = (~1)PAPS Dy, W, D g)

= (~1)IDsUDHID2D (7 1, Dy Dy g) - (~1)IP2NDsHDLAD2IDD (g, Dy Dy g),
y ademas
(_1)\D1|(|D2|+|D3|)D2(<D37 D1;g))

= (~D)IPlAP2IDsD (g . Dy, Dy g) + (—1)IPHIP2DsIADUHDD Dy w7 . Dy g)
(_1)‘D1|(|D2|+|D3|)(VDZDSa D1;g) + (—1)'D1HD2|<VD2D1, D3;9>

donde hemos usado que V es par y g es simétrica graduada.

Luego, sumando las tres ecuaciones anteriores obtenidas,

D1 (D2, D3; g)) - (-1)\PslIPIPD Dy (( Dy, Dy; g)
+ (~1)PP=HDD Dy (D3, Dy g))
= (Vp, D2+ (-1))P11P2ly p, Dy, D3 g)
+(-1)IP2IPsl(w p, Dy — (1) PIPsly Dy, Dy; g)
+(-1)PIP=RIPs) (g p, Dy — (~1)1P21Psl pp, Dy, D1 g)

y si en el primer término del lado derecho de la igualdad, sumamos y restamos V p, D2 en
el primer argumento de g, tenemos que

Di ((Ds, D3; g)) = (-1)IPslD1+1D2D D3 (( Dy, Do; g))
+ (_1)|D1|(\DQ\+\D3\)D2(<D37 D1 g))
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= (2Vp, Dy, Ds;g) - (Vp, Dy - (-1)P1IP2ly Dy | Ds; g)
+(-1)P=IPsl(w p, Dy = (~1)IP1I1Psly p, Dy, Dy; g)
+(-)IPlPDsD (w1, Dy - (-1)1P21Psly Dy, Dy; g)

= (2Vp, D2, D3;g)
~{{D1, Da; TV) + [D1, D2], D3;g)
+(=1)IP=0Psl(( Dy, Dg; TV) + [Dy, D3], Dy; g)
+(—1)|D1|(‘D2‘+|D3D((Dg,D3;’]I‘V> +[Ds,Ds], Di:g)

= (2Vp, D2, D3;g)
~{{D1, Dg; TV) + [D1, D2], D3;g)
~(=1)PelIPIPl( Dy, Dy; TV) + [Ds, D11, Da: g)
+(=1)!PAP=HDsD (( Dy, D3; TV) + [Dy, D3], Dy g).

Luego, despejando el término en el que aparece 2V p, D2, obtenemos

(2Vp, D2, D3;g)
= D1 ({D2,D3;9)) + {{(D1,D2;TV) + [ D1, D2], D3; g)
—(=1)IPslPAP=D { Dy ((Dy, Da: g)) - ({(Ds, D1; TV) + [ D3, D1], Da: g)}
+(=1)PHRPD L Dy (D3, D13 g)) = (D2, D3; TV ) + [D2, D3], Dis g)
que es precisamente la ecuacién .

(i1) Sea S € TfGr Anti Homogéneo par arbitrario, y V definida por medio de la no-
degeneracion de g mediante la ecuacién (2.6]). Comprobaremos que V efectivamente es una
conexién graduada par, que es compatible con la métrica graduada g, y que tiene torsion

S.

Veamos primero que V es una conexién graduada. Por un lado, si a € T'(A E), para
todo D3 se tiene que

(2Vap, D2, D3; g)

= aD; ((D2,D3;9)) + {{aD1, Da; S) + [aD1, D2], Ds; g)
—(-1)IPsl(aPr+P2D { D3 ((a Dy, Da3 g)) - ({Ds, D13 S) + [Ds,aD1], Da; g)}
+(=1)lePP=DsD { Dy (( D3, D13 g)) = ({ D2, Ds; S) + [D2, D3], aD1; g)}

pero
(laD1, D2], Ds;g) = a{[ D1, D], D3;g) - (-1)HPDIP2l Dy (0)(Dy, Dy; g),
y

Ds({aD1, D23 g)) - ({Ds,aD1; S) + [D3,aD1], De; g)
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= D3(a)(D1, Da; g) + (-1)*I1PslaD3((Dy, Dy; g))
~(-1)lIPsla((Ds, D1; S) , D2; g) = D3(a)(D1, Da; g)
~(-1)PIPsla([Ds, D1], Da; g)

= (-D)llIPsla {D3({D1, D23 g)) - ({Ds, D1 S), D3 g) - ([D3, D11, Da;g)},

y por ser g simétrica graduada
Dy ({D3,aD1;g))

(-1)lelPsI Dy (a) (D3, Dy; g) + (~1)1lP211P:D o Dy ( D3, Dy g)
(=1){eHPIDIDsI Dy () (D1, D3; g) + (-1)(P2+DsD o Do (D3, D5 g),

y finalmente, por ser S par,
({D2, D3; S) + [Dy, D3], aDy;g) = (-1)1IP2HPDa((Dy D3; S) + [ Dy, Ds], Disg),

por lo que

(2Vap, D2, D3; g)

aD1 ({D2, D3; g)) + a{(D1, D2; S), Ds; g) + o{[ D1, D2], Ds; g)
—(=1)PslUBrIP=D o { Dy (D1, Ds; g)) = (D3, D1 S), Das g)
—([Ds3, D1], D25 g)}

+(-1)IPrlP21DsD o { Dy (D3, Dy g) = ((Dg, Ds; S) + [Da, D3], D1 g)}
= (2aVp,Ds, D3;g)

y como D3 se tomé arbitrario, y g es no degenerada, se sigue que para todos D1, Do,
VaDlDQ = OéVDlDQ

de modo que V es I'(A E)-lineal en el primer argumento.

Comprobaremos ahora que V satisface la regla de Leibniz graduada en el segundo
argumento. Para ésto, sea D3 arbitrario, y a € I'(A E), entonces

(2Vp,aDs, D3;g)

= Dy ((aD2, D3; g)) + ({D1,aD2; S) + [D1,aDz2], D3; g)
~(~D)IPlIPAeL2D { Dy (( Dy, aDs3 g)) = (D3, D13 S) + [ D3, Di], aDa; g)}
+(=1)/PrleD2+1D3D) {0 Dy (( D3, D13 g)) - ({aD2, Ds; S) + [aDs, D3], Dy g)}

pero

Dy ({(aD2, D3; g)) + ({D1,aD2; S) + [D1,aD3], Ds;g)
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= Di(a)(Ds, D3; g) + (-1)IPrlaD, (D, Ds; g))
+(-D)lelIPrla((Dy, Dy; S), D3; g) + D1 (@) (D2, Ds; g)
+(-1)PlPila([Dy, Dy, Ds3; g)

= 2Dy(a)(D2, D3; g) + (-1)1P1la {Dy((D2, D3; g))
+({D1, D2; S) + [D1,D2], D3;g)}

y

D3({(D1,aDs;g))
= (-1)NIPDs(a) (D1, Da; g) + (-1) PPN D3 (( Dy, Dy; g))
(~1)IPleID2D Dy (@) (D, Dy g) + (~1)IPHDD o Dy (( Dy, Dos g)),
y por ser S par
((Ds, D13 S) + [D3, D1], aDa;g) = (-1)UPHPsDa(( Dy, Dy; ) + [Ds, D], Dasg),
y ademas
(laD2, D3], Di;g) = a{[Da, D3], Dy;g) — (—1)(«¥1P2DIPsl Dy (0)( Dy, Dy g),
por lo que
(2Vp,aDs, D3;g) = 2D1(a)(D2, D3;g) + (-1)IP1la { Dy ((D2, D3; g))
+((D1, D2; S) + [D1,D2], Ds;g)}
—(—1)|D3|(|D1|+|D2|)(—1)|aHD1|a{D3(<D1,D2;g)
- <<D37D17S> + [D37D1] ) Yag)}
T(=1)IPel(D21Dsl) (_1)lallPil, { Dy (( Dy, Dy; g))
—((D2, D3; S) +[D2, D3], D1;g)}
= 2Dy(a)(Dg, D3; g) + (-1)l*IPrla(2v p, Dy, D3; g)
= (2{Di(a)Da + (-1)llIPlaw p, Dy} | Ds; g)

y como D3 se tomé arbitrario, y g es no degenerada, concluimos que
VDIOZDQ = D1 (Oé)DQ + (—1)|QHD1‘OZVD1D2

para todos D1, Do, esto es, V satisface la regla de Leibniz graduada en el segundo argu-
mento.

Con el calculo anterior, concluimos que efectivamente V¥ definida por la ecuacién
es una conexién graduada.

Ahora, veamos que V definida mediante la ecuacion es par. Para ésto, conside-
remos un g homogéneo arbitrario. Entonces, por un lado, |(2V p, D2, Ds; g)| = |V p, Da| +
|Ds| + |g|, y por otro lado, por ser S par, claramente el lado derecho de la ecuacién
tiene grado |D1| +|Ds| + |Ds| + |g|, por lo que

|V p,Da2| +|Ds| +|g| = {2V p, D2, D3; g)| = |D1| + |D2| + | D3| + |g|
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y asi, |V p, Da| = |D1| +|Da|, esto es, V es par.

Probaremos ahora que V definida por la ecuacién (2.6) es compatible con g, lo cual,
debido a la simetria graduada de g y el hecho de que V es par, se reduce a comprobar que
para todos D, Dy, Do,

(2Vp Dy, Dy; g) + (-1)P1IP2l(oy , Dy Dy: g) = 2D((Dy, D3 g)).

Desarrollando cada término del lado izquierdo de la ecuacién anterior, tenemos, por un
lado que

(2vpD1, Da; g)
= D(<D17D2;g>) + <<D7D17S> + [D7D1] ) D2;g>
~(-1)IP2lPHPN (D, ((D, Dy; g)) = ({Da, D; S) + [D2, D], D13 g)}
+(-1)PIPHDD Dy (Do, D3 g)) = ((D1D2; S) + [ D1, D], D; g)}

y por otro lado, debido a la simetria graduada de g y la antisimetria graduada de S y el
corchete,

(-1)IPIP2l(2w , Dy, Dy; g)
= (-1)/?IP{D (D2, D1:g)) + (D, D2; S) + [D, Do), Di;g)}
~(-1)!"P{Dy((D, Dy;g)) = ({D1, D; S) + [ D1, D], Dasg)}
_,.(_1)|D|(|D2\+|D1D+|D1||D2| {Dy({D1,D; g))
= ((D2, Dy;S) +[D2, D1], D; g)}
= D((Dy,Dy;g)) - (-1)!PPHPD((Dy, D; ) + [ Dy, D], Dy g)
~(=1)/PUPEP:D Dy (D, D; g)) - (D, Di; S) + [D, D1], Dasg)
+(—1)|D2|(‘D‘+|D1DDQ((D,Dl;g))
()PP Dy, Dy $) + (D1, D), Dig)
y por lo tanto, sumando éstas expresiones, resulta que

(2Vp D1, Da; g) + (-1)P1P2l2w , Dy, Dy g) = 2D ((D1, Da3 g))

como deseabamos probar.

Finalmente, para comprobar que la torsién de la conexién graduada definida por la
ecuacién (2.6) tiene torsién S, notemos en primer lugar que para todo D3

(2(Vp, Dy - (-1)!PH1P2lg 1, D1) | Dy; g) = 2((Dy, Da; S) + [ D1, D2], D3; g)

de modo que
Vp, Do — (-1)IPIP2lyg 1, Dy = (D1, Dy; S) + [ Dy, D]

o bien,
(D1,Dy;TV) = Vp,Dy - (-1)P1IP2lg p, Dy — [Dy, Dy] = (D1, Dy; S)
de modo que efectivamente la torsién de la conexién graduada dada por (2.6) es S. W

Directamente de la proposicién anterior se tiene el siguiente resultado:
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Teorema 2.2.15. Sea ((M,T'(AE)),g) una supervariedad Riemanniana. La aplicacién

P r
Tor : Cér ! (M) - ﬂ%ggAnti
vV +— TV

define una correspondencia afin biyectiva con inversa dada por medio de la expresién (2.6)).
En particular, existe una tnica V € Cér(M ) par tal que TV = 0, que llamamos la
conexién graduada de Levi-Civita, dada explicitamente como

(2Vp, D2, D3;g)

= D1 ((D2,D3;g)) +([D1,Dz2], D3;g)
—(~1)IPslIPP2D £ Do ((Dy, Dy; g)) — ([D3, D1], Do;g)}
+(-1)PAP=DsD £ Dy (( D5, D13 g)) - ([ D2, D3], D13 g)} -

2.2.3.2. Caso simpléctico graduado

En esta seccion veremos resultados andlogos a los de la seccién precedente que carac-
terizan al espacio de conexiones graduadas compatibles ahora con una 2-forma graduada
w.

De la Proposicién tenemos una aplicacién afin Cq, (M) — S (M) que envia una
conexion graduada a su parte simétrica. Veremos en el Teorema que esta aplicacion
se restringe a una biyeccién sobre el subespacio Céf (M) c Cqr(M), cuando w es una
2-forma graduada.

Proposicién 2.2.16. .

(i) Sea ((M,T(AE)),w) una supervariedad simpléctica. Para cualesquier V € Sg,(M)
par, la siguiente ecuacion

(2Vp, D2, D3;w)
= D1 ((DQ,Dg;LJ)) + <2VD1D2 - [Dl,DQ] N D3;Ld>
(=)Dl DD L Do (( Dy, Do w)) = (2V p, Dy = [D3, D1], Doz w)}
+(=1)Pal(1D2l+1Ds) {D>({D3, Dy;w)) = (2V p, D3 - [Da, D3], Dy;w)}

(2.7)
define una conexién graduada par, compatible con w, y con parte simétrica V.

(ii) Reciprocamente, si V es una conexién graduada par y compatible con una 2-forma
antisimétrica graduada w, satisface la relacion lb con V = V5™ su parte simétrica.

Demostracién. .

(i) Sea V € Sar(M) una conexién graduada y V definida por medio de la no-
degeneracién de w mediante la ecuacién . Comprobaremos que V efectivamente es
una conexion graduada compatible con w, cuya parte simétrica es V.

Veamos primero que V es una conexién graduada. Por un lado, si a € I'(A E), para
todo D3 se tiene que

(2Vap, D2, D3;w)
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= OéDl (<D2,D3;w)) + <2vo¢D1D2 - [OéDl,Dg] s Dg;w)
—(=1)IPsl(ePiIDD { Dy ((aDy, Do w)) = (2V pyaDy - [D3,aD1], Dy;w)}
+(—1)|QD1|(|D2|+|D3|) {Dg((Dg,&DUM)) - <2VD2D3 - [Dg,Dg] 5 aDl;w)}

pero
(laDy, Do), D3;w) = a{[ Dy, D2], D3;w) — (~1)1eHPDIP2l Dy (0) (D, D3; w),
y

D3({aDy, Dy;w)) = (2V p,aDy — [D3,aD1], Da;w)
= D3(a)(Dy1, Do;w) + (-1)IPsla D3 (D1, Dy w))
—2D3(a){D1, Da;w) — (-1)IPsla(v 5. Dy | Dy; w)
+D3(a)(D1, Da;w) + (-1)IPsla([ D3, D1], Do;w)
= (-1)llIPsla {Dy((D1, D2;w)) = (Vpy D1, Dy;w) + ([ D3, D1], Da;w)},
y por ser w antisimétrica graduada
Dy ({D3,aDq;w))

(=15l Dy (a) (D3, Di;w) + (~1)NIPHPsD 0Dy (D, Dy )
—(=1)UeHDPDIDsI Dy () (D1, D3;w) + (-1)lUP21D50 o Dy (D3, Dy; w),

y finalmente, por ser V par,
(2V p, D3 — [Da, D3], aDy;w) = (-1)l1P214PsD (95 |, Dy — [ Dy, D3], Dy w),

por lo que

(2Vap, D2, D3;w)

aDy ({D2, D3;w)) +(Vp, D2, D3;w) — ([ D1, Da], D3;w)
—(=1)/PslPr+D2D o { Dy (( Dy, Dosw)) = (V p, D1, Do w)
+([Ds, D1], Da;w)}

+(_1)|D1|(\D2\+\D3\)a {Dg(Dg,Dl;w) ~(Vp,Ds - [Da, D3], Dl;w)}
= (2aVp, D2, D3;w)

y como D3 se tomé arbitrario, y w es no degenerada, se sigue que para todos D1, Do,
Vap, D2 =aVp, D2

de modo que V es I'(A E)-lineal en el primer argumento.

Comprobaremos ahora que V satisface la regla de Leibniz graduada en el segundo
argumento. Para ésto, sea D3 arbitrario, y a € I'(A E), entonces

(QVDICYDQ ) D3;w>
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= D1 ({aD3, D3;w)) + (2V p,aDy — [D1,aD3], D3;w)
—(=1)/PslPal+leD2D { Dy ((Dy, aDg; w)) = (2 p, D1 = [D3, D1], aDa;w) }
+(—1)|D1|(‘0‘D2|+|D3|) {aDg((Dg, Dy;w)) - <2VQD2D3 - [aDs, D3], Dl;w)}

pero

D1 ({aDs, D3;w)) + (2V p,aDy — [D1,aD3], D3;w)

D1 (a)(Ds, D3; w) + (-DIPla Dy ((Dy, Ds; w))
+2D1(a)(Da, D3;w) + (-1l (2w 5, Dy, Z; w)
~D1(a){Ds, D3;w) - (-1)IP1la([ Dy, D5], D3;w)
2D (a)(Dg, D3;w) + (-1)Pilo { Dy ((Ds, D3; w))
+(2V p, D2, D3;w) — ([D1, D2], Dy;w)},

y

D3({Dy,aDq;w))

(-D)elIPDg(a)(Dy, Da;w) + (-1)lIPHIPsD a Dy ((Dy, Dy; w))

- _(_1)|D1I(\aI+ID2|)D3(a)<D2’Dl;u) L (_1)Ia|(|D1I+ID3|)aD3(<D1,D%w))’

y por ser V par
(2Vp, D1 - [Ds3, D1],aDa;w) = (—1)|O‘|(|D1|+|D3|)a(2vD3D1 - [D3,D1], Da;w),
y ademas
([aDs, D3], Dy;w) = a{[ Dy, D3], Dy;w) — (~1) 11PNl Dy () (Do, Dy w),
por lo que
<2VD104D2, Dg;w) = 2D1(a)(D2,D3;w) + (—1)|aHD1‘Oz{D1(<D2,D3;w))
+(2V p, Do — [D1, D2], D3;w)}
_(_1)|D3|(|D1|+|D2|)(_1)|04|D1\a{D3(<D17D2;w>
~(2Vp, D1 - [D3,D1], Y;w)}
+(=1)IPrl(D21+Ds]) (_1)lellPrl oy { Dy (( D3, Dy; w))
—(2V p,D3 - [D2, D3], Dy;w)}
= 2D;(a){Ds, D3;w) + (-1)1P1la(2v p, Dy, D3;w)
= (2{D1(a)D2+ (-1)llIPlaw p, Dy} | D3;w)

y como D3 se tomé arbitrario, y w es no degenerada, concluimos que

VDlolDQ = D1 (Oé)DQ + (—1)|QHD1‘OZVD1D2
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para todos D1, D, esto es, V satisface la regla de Leibniz graduada en el segundo argu-
mento.

Con el calculo anterior, concluimos que efectivamente V definida por la ecuacién
es una conexién graduada.

Ahora, veamos que V definida mediante la ecuacién (2.7) es par. Para ésto, conside-
remos un w homogéneo arbitrario. Entonces, por un lado, [(2V p, D2, D3; w)| = |V p, Da| +
|D3| + |w|, y por otro lado, como V es par, claramente el lado derecho de la ecuacién (2.7)
tiene grado |D1| +|D2| + | D3| + |w|, por lo que

|V, Dao| + |[Ds| + |w| = [(2V p, D2, D3;w)| = |D1| + |Da| + | D3| + |w|
y asi, |V p, Da| = |D1| +|Ds|, esto es, V es par.

Probaremos ahora que V definida por la ecuacién (2.7) es compatible con w, lo cual,
debido a la antisimetria graduada de w y el hecho de que ¥ es par, se reduce a comprobar
que para todos D, D1, Do,

(2V p D1, Dy; w) - (-1)PiIP2l 2w , Dy Dy w) = 2D((Dy, Da; w)).

Desarrollando cada término del lado izquierdo de la ecuacién anterior, tenemos, por un
lado que

(2VDD1,D2;LU>
= D((D1,Dy;w)) +{(2VpDy - [D, D], Do;w)
—(~1)!P2IPHPD LDy ((D, Dy w)) - (2V p, D — [ D2, D], Disw)}
+(=1)PUPRD L Dy ((Dy, Dy w)) = (2Vp, D2 - [D1, Ds], Dsw)}

y por otro lado, debido a la antisimetria graduada de w y del hecho que para toda V
simétrica, V4B = (-1)MAI17] (VA -[B,A]) o equivalentemente que

2V 4B - [4, B] = (-1)IBl (2 A - B, A])

tenemos que

-(-1)IPrP=l(2w , Dy, Dy w)

= —(-1)!PIP2H D ((Dy, Dy;w)) + {2V pDs — [D, Do), Dy;w)}
+(-1)!PIPH Dy ((D, Dysw)) = (2, D - [D1, D], Da;w)}
—(~1)IPIAD2RD+HDAD:| ¢ D, (( Dy | D3 w))
- (2Vp,D1 - [D2,D1], D;w)}

= D({D1, Dg;w)) - (-1)!P10PHP 00w b, D - [Dy, D], Disw)
—(—1)|D|(‘D1‘+‘D2DD1((DQ,D;w)) _ (QVDDl —[D,D1], Ds;w)
+(=1)IPlIPHDD D, (D, Dy w))
+(~1)PIIPP=D (97 Dy Dy — [ Dy, Ds], D;w)

y por lo tanto, sumando éstas expresiones, resulta que

(2Vp Dy, Dy;w) — (-1)IPIP2(2y , Dy Dy w) = 2D ((Dy, Da; w))

72



Elementos geométricos asociados a una supervariedad

como deseabamos probar.

Finalmente, para comprobar que la parte simétrica de V definida mediante la ecuacion
(2.7) es la conexién graduada V, notemos en primer lugar que para todo D3

(2(Vp, Dy + (-1)PIP2ly D) | Dy;w) = 202V p, Dy - [Dy, Do), D;w)
de modo que
Vp, D2+ (—1)|D1||D2|VD2D1 =2V p, Dy —[D1, D3]

o bien,
2V Dy = Vp,Dy+ (-D)IPIP2lyp, Dy +[Dy, Dy] = 2Vp, Dy

de modo que efectivamente la parte simétrica de V es la conexién graduada V.

(i7) Supongamos que V es compatible con w. Como Vw = 0, obtenemos las siguientes
tres ecuaciones

D1 ({D2, D3;w)) (Vp, D2, D3;w) + (-1)P1IP21( Dy W p, Dy w)

<VD1D27 D37 w) - (_1)‘D2HD3‘<VD1D37 DQ;w>7

y
—(—1)|D3|(|D1|+|D2|)D3((D1,Dg;w))
= —(—1)|D3|(‘D1‘+‘D2‘)(VD3D1,Dz;w) _ (_1)|D2||D3|(D1’ V p, Do; w)
= _(_1)|D3|(\D1\+\D2\)(VDSDl’D2;w> + (_1)|D2||D3|+|D1|(|D2\+|D3\)(VDgDQ’Dl;w)’

y ademas

(-1)Pal(P2+1DsD) D, (( D3, Dy; w))
= (_1)|D1|(\D2\+\D3\)(VD2D3’ Di;w) + (_1)|D1||D2|+|D3|(|D1\+|D2\)(D3’ Vp,D1;w)
= (_1)|D1|(\D2\+\D3\)(VDQD?”Dl;w> - (—1)|D1”D2|(VD2D1,D3;<.0)

donde hemos usado que V es par y w es antisimétrica graduada.

Luego, sumando las tres ecuaciones anteriores obtenidas,
Dy ({Ds, D3;w)) = (=1)!PelUPtIP2D Dy (( Dy, Do; w))
+ (=1)IPal(D21+1D3D) Dy (( D3, Dy w))
= (Vp, D2~ (-1)IPIP2ly p, Dy, Dy; )
—(-)IP2Psl(y p, Dy + (-1)IP11Pslg b, Dy, Dy; w)
()PP, Dy + (~1)/PIP09 Dy, D)

y si en el primer término del lado derecho de la igualdad, sumamos y restamos V p, D2 en
el primer argumento de w, tenemos que

D1 ({ D2, Dg;w)) = (=1)PelP1P=D Dy (( Dy, Dy; w))
+ (_1)|D1|(|D2|+|D3|)D2(<D37 D1 w))
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= (2Vp, Dy, D3;w) - (Vp, Dy + (-1)P1IP2lg 5, Dy | Dy;w)
-1l p, Dy + (-1) PPl py Dy, Do)
H(DIPIPDD g, Dy 4 (1) PIP3l o, Dy, D)
= (2Vp, D2, D3;w)
—(2Vi™ Dy - [D1, D], Ds;w)
_(_1)\D2HD3\<2V%§HD3 —[D1, D3], Do;w)
+(_1)\D1\(|Dz|+|D3|)<2V%§1D3 — [D3, D3], Dy;w),

pero como V5™ es simétrica graduada,
Vi Ds = ()PP ER Dy + [Dy, D)

por lo que . .
2VHEM D3 — [ Dy, D3] = (-1)P1Psl (2w $m Dy — [ D3, D1])

1
y entonces
Dy ({Da, Dg;w)) = (=1)\PslIPHIP2D Dy (( Dy, Do )
+ (=1)Prl(D:21+1D3D) Dy (( D3, Dy w))
= (2Vp, D2, D3;w)
~(2V3"Ds ~ [D1, Da], D3;w)
_(_1)\D3\(|D1|+|D2|(Qv%gnpl - [Ds3,D1], Dy;w)
+(=1)PP=IPs) (29 Fm Dy — [ Dy, D3], D w).

Luego, despejando el término en el que aparece 2V p, Do, obtenemos

(2V p, D2, D3;w)
= D1 ({D2,D3;w)) + (2VE™ Dy - [D1, D], Ds;w)
—(=1)!PsliPAD=D { Do ((Dy, Dosw)) = (25 D1 = [ D3, Di], Do w)}
+(-)IPrlPDsD { Dy (( D3, Dy; g)) - 2V D3 — [ D2, D3], Di;w)}
que es precisamente la ecuacién con V=v"" m

Directamente de la proposicién anterior y observando que la parte simétrica de una
conexién graduada par es también par (pues TV lo es) se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.2.17. Sea ((M,T'(AE)),w) una supervariedad (casi)-simpléctica. La aplica-
cién
Sim:cgFar (M) — SE?T(M)
V — VSlm

define una correspondencia afin biyectiva con inversa dada por medio de la expresién ([2.7)).
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2.2.4. El espacio de conexiones graduadas simplécticas

Del Teorema tenemos que toda supervariedad Riemanniana tiene una cone-
xi6n graduada simétrica y compatible con la métrica graduada. Veremos que en el caso
simpléctico no siempre es posible definir una conexién graduada con las propiedades de la
conexién de Levi Civita graduada. Las supervariedades simplécticas que tienen propieda-
des analogas a las supervariedades Riemannianas, en el sentido de que exista una conexién
graduada andloga a la de Levi Civita, reciben un nombre especial:

Definicién 2.2.18. Sea ((M,I'(A E)),w) una supervariedad simpléctica. Decimos que V
es una conexién graduada simpléctica si es simétrica y compatible con w. En particular
una terna ((M,T'(AFE)),w,V) donde V es una conexién graduada simpléctica se llama
supervariedad de Fedosov.

Veremos que en una supervariedad simpléctica ((M,T'(AE)),w) el espacio de cone-
xiones graduadas simétricas y compatibles con w, a diferencia del caso métrico graduado
forma un espacio afin.

Sea 7 un 2-tensor graduado y consideremos una conexién graduada de la forma ¥ + 5,

Se 7fGr. Las ecuaciones 1} y (i nos dicen que
(D1, Do; TV*S) = (D1, Dg; TV ) + (D1, Dg; S) — (-1)/PHIP2l( Dy, Dy; 5)

(Do, D3;(V +S)p,7) = (Dg,D3;Vp,7)— (-1)IPUP2DsD (D) Dy: S), D3 ;)
+(=1)IPaliP=l( D, (D1, D3; S) ;7))

por lo que, si ¥V es simétrica y compatible con 7, la conexién graduada V + S tendra
también esas propiedades si y sélo si para todos Dy, Do, D3, la aplicacién S satisface si-
multaneamente que
{ (D1, Dy; S) = (-1)!P1IP2l(Dy, Dy 5)
)

<(D1,D2;S>,D3 ;T) = —(_1)|D1HD2|<D2’ <D1,D3;S>;T (28)

en otras palabras, si S es una aplicacién simétrica graduada y ademaés satisface la rela-
cién ((Dy, Dy; S), D3;7) = —=(-1)IP1lIP2l( Dy (D, Ds; S);7), para todos Dy, Dy, D3. Ahora,
denotando por S a la aplicacién S : Xg, (M) x X (M) x Xgr (M) - T'(A E) definida como

(D1, D2, D3; S) = ((D1,D2;S), D3 ; T)

veremos que S es un 3-tensor covariante graduado, y que ademds en el caso particular
de ser 7 antisimétrica graduada (como en el caso de una forma simpléctica graduada) la
condicion equivale a que S sea un tensor graduado simétrico. De este modo, si V
es simétrica y compatible con 7, la conexién graduada V + S serd también simétrica y
compatible con 7 si y sélo si S es simétrico graduado.

Para verificar que S es un 3-tensor graduado, por la T'(A E)-bilinealidad graduada de
Sy,
{(aD1, D2, D3; S)

({aD1, D; S), D35 7)
= (D1, D2; S), D3;T)
= (D1, D9;S),Ds;T)
= «(Dy, Dy, Ds;S),
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luego, para el segundo argumento de S,

(D1,aDs, D3; S) ((D1,aD;S),D3 ;1)
((~1)llPrla( Dy, Dy; S), Ds; 1)
(-1)lelIPila((Dy, Dy; S), D35 7)

= (-D)lelPlo( Dy, Dy, D3; S).

y ahora, como ademds S es homogéneo par (esto es [(Dy, Da; S)| = |D1|+|D2|) porque V lo
es, y estamos considerando sélo conexiones graduadas pares

(D1, D2,0D3;5) = ((D1,D3;S),aD3;7)
= (-1)lliPiPD o ((Dy, Dy; S), D3 7)
(_1)|a\(|D1|+|Dzl)a(D1’D27D3;§>

y se sigue que S es un 3-tensor graduado.

Por dltimo, si T es antisimétrica graduada

(Do, (D1, D3;8);7) = —(=1)P2lPHPsD (D) D32 S), Dy s 1)
—(—1)|D2|(‘D1‘+‘D3D(D1,D3,D2;§>

por lo que la segunda ecuacién de ([2.8)) se puede escribir como

(D1, Dy, Ds; S) —(=1)IPaliP2l g (_1)IPADA DD (D | Dy, Dy S)}

(_1)|D2||D3|(D1, D3, Dy; S)}

y por lo tanto, podemos reescribir (2.8) en términos de S como:

{ (D1, Dy, D3; S) = (-1)IP11IP2(Dy Dy, Ds; S) }

(D1, Dy, Ds; S) = (-1)IP2IP:)( Dy, Dy, Ds; S) (2.9)

lo cual es claramente equivalente a decir que el 3-tensor graduado S es simétrico graduado.

Resumimos lo anterior, para una forma simpléctica graduada, como sigue:

Proposicién 2.2.19. Sea w una forma simpléctica graduada en (M,T'(A E)). La coleccién
de conexiones simplécticas graduadas, es un espacio afin modelado sobre el espacio de 3-
tensores covariantes graduados simétricos.

Observemos que lo anterior nos dice que en el caso simpléctico graduado, no existe
un analogo a la conexion de Levi-Civita graduada, pues pueden existir una infinidad de
conexiones simplécticas asociadas a w.

Por otro lado, sea w una forma simpléctica y fijemos una conexién graduada V €
Car(M). Probaremos que en este caso siempre es posible encontrar un factor de correccién
S e 7'127Gr, para hacer a V simpléctica (notemos que por la Proposicién sin pérdida de
generalidad, podemos suponer de inicio que V es simétrica). Para probar esto, usaremos
el siguiente lema:
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Lema 2.2.20. Si V es una conexién graduada simétrica, y w € Qér(M ), entonces d°w se
puede descomponer mediante la siguiente suma ciclica graduada:

(Dy, Dy, D; d%w)
= (D1, Dy; Vpw) — (_1)\D|(|D1|+D2)<D7D1; VD2w> + (_1)|D1|(\D2\+\D|)(D27D; Vp,w).

Proposiciéon 2.2.21. Sea V una conexién graduada simétrica y w una forma simpléctica
graduada. Entonces para S € 7’{2Gr sim definido mediante la relacién

(D (D1, D33 8)30) = 5 {(-1) 21Dy, Dy W, ) + (D, Di; W,
para todo D3, se cumple que
(D1, Dog; (W + S)pw) = %(Dl, Dy, D;d“w)
y asi, V + S es una conexion graduada simpléctica.

Demostracién. Probaremos primero que S definido de esta manera es I'(A E)-bilineal
graduado y simétrico graduado. Para comprobar la I'(A E)-linealidad en el primer argu-
mento, por un lado, para todo D3 se tiene

1
(D3, {aD1,Dy; S);w) = 3 {(—1)|QD1”D2|(D3, D2; Vop,w) + (D3, aDy; VD2w>}

pero, como V es una derivada covariante en el espacio de tensores,

(-1)ePiliP2( Dy, Dy; Wap,w) = (~1)lHPUIPN(Dy Dy aw p, w)
(—1)|D1HD2|+|°‘”D3‘0¢<D3,Dg; Vp,w)

y por otro lado, por la I'(A E)-bilinealidad graduada de V p,w
(D3,aD1; Vp,w) = (-1)1°1Psla( Dy, Dy; v p,w)

de modo, que para todo Ds,

(D3, (D1, Da; S); w) (—1)leliDslq L {(~1)IPrIP2l( Dy, Dy; W p,w) + (D3, D1; V p,w)}
(-1)*IPsla( Dy, (D1, Ds; S); w)

(D3,0(D1, Dy; S); w)

y por la no degeneracién de w, se sigue que («D1, Do; S) = a(Dy, D3; S).

Por otro lado, notemos que S es simétrico graduado, pues, nuevamente por ser w no
degenerada,

(D3, (D1, Da; S);w) H{(-1)IPIP2( Dy, Dy; W pyw) + (D3, aDy; Vp,w) }
%( )\DlHDz\{ (D3,D2; Vp,w) + (—1)|D1”D2|(D3,D1;VD2w>}
(-1)IPrIPl( Dy, (Dy, Dy; S); )
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para todo Ds, de modo que (D1, D;S) = (D2, D1;S). Luego, la simetria y la T'(A E)-
linealidad graduada de S en el primer argumento, implican que S es I'(A E)-bilineal gra-
duado, ya que para todo Ds

(Ds3,(D1,aDg; S) ;w)

( Dg, (~1)IP1l(al+1D2D (o Dy Dy: S) s w)
(Ds, (-1)/P0elP2D e Dy, Dy 5) s0)
(D3, (-1)lIP1la(Dy, Dy; S) 5 w)

por lo que (D1, aDy; S) = (-1)P1la( Dy, Dy: S).

De lo anterior, y la Proposicion [2.2.1] se sigue que ¥V + S es una conexién graduada.
Ademds, por ser V simétrica, la Proposicién 2.2.4] nos dice que V +.5 es también simétrica.

Solo falta probar que ¥V + S es compatible con w. Para esto, usando el lema anterior,
mostraremos que

1
(D1, D2; (V + S)pw) = §(D1,D2,D;de>

y entonces, por ser d%w = 0, pues w es simpléctica, tendremos que (V + S)w = 0.

Por un lado de la relacién (2.5)) tenemos que

(D1, D2; (V + S)pw) = (D1, Da; Vpw) — (~1)IPIPIHDD 1((D Dy S), Do w)
+(=1)PIP1( Dy (D, Do; S) s w)}.
Pero, por la antisimetria graduada de w y la definicion de S,
({(D,Dy;S),Dy;w) = —(-1)P2lIPHIPID( Dy (D, Dy; 5) s w)
_(_1)\D2\(|DI+ID1I)% {(_1)\DIID1I(D2’D1; Vpw) + (Da, D; VDN-")}
—(—1)‘D1“D2%(D2,D1;VDw) - (_1)|D2\(|DI+\D1I)%(D2’D; Vp,w)

(-1)IPIP1l{ Dy, (D, Ds; S) ; w)

(-)IPIPL L (-1)IPIP2K( Dy | Dy; W pw) + (D1, D; Vp,w)
(_1)\DI(|D1I+ID2I)%<D17DQ;VDw) n (_1)\DIID1I%<D17D; V p,w)

de modo que

(-1)PI(P1[+[D2]) {( (D, Dy;S), Dy;w) + (-1)IPIP1l( Dy (D, Dy: S) ;w)}

= _(_1)|D1||D2|%<D27D1; Vpw) - (_1)|D1|(\D|+|D2l)%<D27D; Vp,w)
+3(D1, Dg; V pw) + (-1)PIP211(Dy, D; v p,w)

(D1, Dy; Vpw) - (_1)ID1\(|DI+\D2\)%(D27D; Vp,w)

1

3

1
3
+3(D1, D2; Vpw) + (-1)IPIP2 4Dy, D; W p,w)
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donde se ha usado la antisimetria graduada de w. Entonces
(D1,D2;(V +S)pw) = (D1,D2;Vpw) - 2(Dy, Dy; Vpw)
+(=)IPIPED 5Dy, D; W p,w) = (1) P23 (D1, D3 W )
= ${(D1, Da; Vpw) + (-1)P1lL2PD( D, D; v p, w)
~(-D)IPIPHDy, D; W p,w) }
= %{(thg; Vpw) + (~1)IPIPHDD( Dy D: v w)
—(—1)‘D|(|D1|+|D2|)(D,Dl;vD2w>}
= %(DlaDQaD;de)

por el lema anterior.
Concluimos que V + S es simétrica y compatible con la forma simpléctica w. B

2.3. Curvatura graduada
Se define la curvatura de una conexién graduada Vv, [cf. [23]],
RE.: Xar(M) x Xar (M) x X (M) - Xar(M)
como
(D1, Dy, D3; RS, ) := Vp,Vp, D3 — (-1)/P11P2ly vy Dy - V(D;,0,1Ds3-

Observemos que como V es par, se tiene que RZr es un operador homogéneo par, esto
es [(D1, D, D3; RE )| = |D1| +|Ds| + |Ds| (mod 2).

Veamos ahora que la notacién (-, Rgr) tiene sentido, esto es, Rgr es I'(A E)-multilineal
graduada. De hecho, en el caso no graduado la curvatura es una 2-forma valuada vectorial,
veremos que en el caso graduado, se tienen las siguientes propiedades andlogas:

Proposicién 2.3.1. La curvatura Rgr tiene las siguientes propiedades:

1. Antisimetria graduada en las primeras dos componentes:

(Dla D27 D3a Rgr> = _(_1)‘D1HD2‘<D2? Dl’ D37 Rgr>
2. Rgr € 7’13Gr, es decir, Rgr es ['(A E)-trilineal graduada, esto es,

(i) (aD1, D2, Dg; RY, ) = D1, D2, D3; R, )
(ii) (D1,aDs, Ds; RE, ) = (-1)l*1P1la(Dy, Dy, D3; RY, )
(ili) (Dy, D, aDg; Ry, ) = (-1)1(P1+D2Do( Dy, Dy, Dy; RY, )

Demostracion. Para establecer la antisimetria graduada en los primeros dos argumentos,
usamos que el corchete de derivaciones es antisimétrico graduado. Asi,

<D1)D2aD3;R(V£r>
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= Vp,Vp,Ds- (-1)/PP2ly v Dy - v (p, p,1Ds

- Vp,Vp,Ds - (_1)\D1HD2\VD2VD1D3+(_1)\D1\|D2\V[D27D1]D3

= —(-1)PP2l (g p, v p, Ds - (-1)PrIP2ly b, v, D3 -V p, p,1Ds)
= —(-1)!P1lP=l( Dy, Dy, D3; R, ).

Ahora, para verificar la T'(A E)-linealidad graduada en el primer argumento, por la
definicion de Rgr tenemos que

(aD1, Dy, D3;RY) = Vap,Vp,Ds— (-1)elPihilely g, p Dy
~V[aD:,0,1D3
pero por un lado, por la regla de Leibniz graduada,
V0,Vap, Ds = V,(aVp, D3) = Da(a)Vp, Ds + (-1)!P?Ilav p, vp, Ds

de modo que

—(~1)+PDIP2ly | o Dy = —(=1)(HPDIDA D, (0) v, Dy

—(-1)IPiPlay b, v p, Dy
y ademas como el corchete satisface que
[aDy, Dy] = a[ Dy, Dy] - (~1)(e#1P1DID2I b, (0) Dy

entonces

(aD1,Ds,D3; R ) = aVp,Vp,Ds— (=1)ePiDIP2 Dy (0w p, Dy

~(-1)IPIP2lay b, v p, D3 - aV(p, p,1 D3
+(=1)elHDIDID:A D, (0) W p, D3
= a{Vp,Vp,D3 - (-1)!P1IP2ly  wp, Dy
_V[Dl,Dz]D?’}
= D1, Dy, Ds; RY ).
Ahora, para comprobar la I'( A E)-linealidad graduada de Rgr en el segundo argumento,

usamos la antisimetria graduada en los primeros dos argumentos de Rgr y la T'(A E)-
linealidad en el primero, y entonces tenemos que

(D1,aDs, D3; RY,) —(—1)|D1|(|a|+ID2|)<aD2,Dl,DS;RZr>
= —(—1)|D1|(|O‘|+|D2|)a(D2,Dl,Dg;Rg )
= _(_1)IDll\ala(_l)lDlllDzl<D27Dl,Dg;Rgr>

= (-1)IPrllela(Dy, Dy, Dy; RY,).

Finalmente, para la I'(A F)-linealidad graduada en el tercer argumento de Rgr, por un
lado

(D1, Ds,aD3; RS, ) = Vp,Vp,aDs - (-1)P11P2ly p, v aD; - V(D,,0,)0D3
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pero, aplicando repetidamente la regla de Leibniz graduada, podemos reescribir cada uno
de estos términos como sigue: el primero es

Vb, (Vp,aDs)
= Vp,(Dy(a)Ds + (-1)llIP2lay p, D3)
= Vp,(Dy(a)Ds) + (-1)lIP2ly (oW p, Ds)
= Di(Dy(a)) D3 + (~1)IPllel+1D2D D, (0)w p, D3
+(-1)llIP2H{ Dy (a)V p, D3 + (-1)IPlaw p, v p, D3}
= Di(Dy(a)) D3 + (-1)IPllel+1D2D D, (0) W p, D3
+(—1)|0‘”D2|D1(a)VD2D3 + (_1)\al(\D1I+\D2I)avD1VD2D3

luego, permutando los indices 1 y 2 en el calculo anterior, obtenemos

Vp,(Vp,aDs)
= Dy(D1(a))D3 + (—1)|D2‘(|a‘+|D1DD1(a)VD2D3
+(-1)lIP Dy (a) W p, D3 + (1) PPN 0y v, Dy

de modo que

~(-1)IPIPly p, (W, aD3)
= —(-1)!PIP2IDy( Dy (@) D3 — (-1)IP2IDy (a) W p, D3
_(_1)(\aI+IDzl)\D1ID2(a)vD1D3
_(_1)Ia\(|D2|+|D1|)+\D1|\D2\avD2VDl Ds
y sumando estas dos iltimas expresiones que hemos calculado, y cancelando los términos
correspondientes, obtenemos
Vp,(Vp,aDs) - (-1)IPrIP2ly b, (v p,aDs)
= [D1, Da](@) Dy + (-1)llUPD2D g (g, v, Dy
—(—1)|D1”D2|VD2VD1D3}
y finalmente, como
~V[p,.py)@Ds = =[D1, D2](a) D3 - (-1)l1 PPN ) Dy

se sigue que

(D1, D2, aD3; R,
= (-l o (g W p, D3 - (1)PHIP2ly b v, D3)

_(_1)\a|(\D1\+\D2\)aV[D1 po1Ds

u
= (~D)llPPD (W p, ¥, Dy ~ (1) PP b,V p, Dy = ¥, 1,1 D3)

_ (_1)|a|(|D1|+|D2|)a<D1, D, D3; Rgﬁ-
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En el caso de una conexién graduada simétrica, se tiene también un anélogo a la primera
identidad de Bianchi:

Proposicién 2.3.2. (1* Identidad de Bianchi graduada) Si V € Sg, (M), la suma
ciclica graduada respecto a los argumentos de Rgr es cero, esto es,

(D1, D, Dy; RE, ) + (-1)/P10P=DD( Dy D3, Dy; B, )
+ (=1)PSPPD Dy, Dy, Dy RY,) =0
Demostracién. Veremos que la suma ciclica graduada en la ecuacién se reduce a la iden-

tidad de Jacobi graduada que satisface el corchete de derivaciones.
Desarrollando cada término de la suma ciclica, tenemos que

(D1,Dy,D3;RY,) = Vp,Vp,Ds- (-1)PIP2lg v p D3 - v(p, p,1Ds
y

(-1)!PAP=DsD( Dy, D3, Dy; R, )
(-1)IPUID21Ps g |y w7y Dy — (=1)PslAD1HIPD DD g 7y Dy
_(_1)\D1\(|D2|+|D3|)V[D%D?’]Dl

y
(~1)IPslIP1+1D2D( Dy Dy, Dy; RY, )
= (~D)IPslUPilDaD g ) gy Dy — (<1)IP2IPsly v, Dy
_(_1)\173\(|D1|+|D2|)\V/[D3 D11 D2

Entonces, sumando estas tres ecuaciones y agrupando términos, resulta que

(D1, Da, D3; RE,) + (~1)!PH0P1100( Dy, Dy, Dy RE, )
+ (_1)|D3|(\D1\+\D2\)<D3’DLDQ;RZr)
Vp,(Vp,D3 - (_1)|D2HD3|VD3D2)
~(-1)IPliP2lyg (v, Ds - (=1)IP1l1Ps[Vp; D1y
+(-1)PUDnlIP2D g (W p, Dy — (=1)IP1llP2IVD, Py
~V(py.0s) D3 - (—1)|D1|(‘D2‘+‘D3DV[D27D3]D1 - (—1)|D3|(|D1|+|D2|)V[Dg,Dl]DZ
pero al ser TV =0, en particular
Vp, D3 — (-1)P2IPsl¥ps D2 = [Dy Dy,
Vp, Dy — (-)IPIPslVos Dy = [y, D],
Vp,Da - (-1)P1IP2IV0, D = Dy Dy,

de modo que
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(D1, Dy, D3; RE, ) + (-1)IP1lUP=11D:sD( Dy D3, Dy; RY, )
+ (—1)‘D3‘(|D1|+|D2|)<D3,Dl,DQ;Rgr)

= Vp,[Ds, D3] - (-1)P1IP2ly , [Dy, D3] + (-1)Ps(P1IP2D g 1, [ Dy, D]
V(D py D3 — (~1)PPDsD g Dy (1) PslDiDeD g D

= Vp,[Dy, D3] - (_1)|1?)1|(|Dz|+ID3I)V[D%Dg]p1
~V(p,.py D3 + (-1)P2(P1IP2D g, [ Dy, Dy]
—(-1)/PliP2ly [ Dy, D3] + (-1) PPl Dy

= Vp,[Dy, D3] - (_1)II?)1|(|D2|+ID3I)V[DQJ%JJJ1
~(V(p,,py) D3 = (-1)PsUPtIP2Dy [ Dy, Dy))
_(_1)|D1IID2I(VD2 [D1, D3] - (_1)|Dzl(\D1I+\D3\)V[DLDP’]D2

donde hemos usado la antisimetria graduada del corchete. Luego, usando nuevamente que
TV =0, podemos reescribir

Vp,[D2, D3] - (-1)Prl(P2l1Dsl g b oDy = [Dy, [ Dy, D3]]
VD0, D3 = (-1l PPDy o, [ Dy, D] = [[ D1, Ds], D3]
Vp,[D1, D3] - (-1)\P2lPPsD g 13Dy = [ Dy, [ Dy, Ds]]

por lo que

(D1, Dy, Dg; RE, ) + (-1)IPHPHPsD(Dy D3, Dy; RE, )
+ (_1)|D3|(|D1|+|D2|)<D37 Dla D2; Rgr>
= [D1,[Ds, D3]] - [[D1, D2]1D3] - (-1)IP1lIP2l[ Dy, [ Dy, D3]]
0

por la identidad de Jacobi graduada. m

2.4. El tensor de curvatura graduado

Para V € Cq;(M) y T un 2-tensor covariante graduado se define el tensor de curva-
tura graduado respecto a 7 [cf. [23]]

RY ¢ Xae(M) x Xop(M) x Xap (M) x Xge(M) - T(AE)

como (D1, Do, D3, Dy; RS, ) := ({D1, D2, D3; RS, ), Da; )
Notemos que si T es homogénea, como V es par, Egr es homogéneo y de grado |Egr | =
7.

Verifiquemos ahora que la notacién (—; Eg;) tiene sentido, esto es, que efectivamente
Eg; es I'(A E)-multilineal graduado.

Proposicion 2.4.1. Para todo 2-tensor covariante graduado 7T el operador Eg: tiene las
siguientes propiedades:
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1. Si V es par, Eg; es un 4-tensor covariante graduado, esto es,
(1) (aD1’D2aD3>D4a )

(11) (Dlao[D27D37D4a >
(iii) (D DQ, aDg, D4, )
(iv) (D1, Dy, D3, aDy; RY..) =

2. Es antisimétrico graduado en sus primeros dos indices, esto es,

oDy, D, D3, Dy; RE;,)
(-1)lelPrla( Dy, Do, D3, Dy; RY,.)

(- 1)|a|(|D1‘+|D2‘)a<D1,DQ,D37D4;EX‘;)

(- 1)|Oé|(|D1\+|D2\+|D3|)a<D17DQ’D37D4;E¥;I)

(D1, D2, D3, Dy; RY) = —(-1)/P1P2(Dy Dy, D3, Dy; RY)

3. Si V¥ es simétrica, la suma ciclica graduada en sus primeros tres argumentos se anula,
esto es,

<D17D27D37D4;Egz> + (_1)|D3|(‘D1‘+‘D2D<D3aD17D27D4;E(V§;)
+ (-))IPPHDs)( Dy, Dy, Dy, Dy; RE)) =

Demostracién. La afirmacion 2. se sigue directamente de 1. en la Proposicién [2.3.1] que
nos dice que la curvatura es antisimétrica graduada en sus primeros dos argumentos. La
afirmacion 3. se sigue directamente de la 1% Identidad de Bianchi graduada. Asi, solo nos
falta verificar la afirmacion 1.

La T'(A E)-linealidad graduada de Eg; en los primeros tres argumentos se debe a
la T'(A E)-multilinealidad graduada que satisface RY, y la I'(A E)-linealidad de 7 en su
primer argumento, pues

(O[D17D2aD37D4;Eg‘;)

({(aD1,Ds, D3; RY ), Da; T)
= | <D1,D2,D3§Rgr>vD4;T>
= o((D1, D2, D3; RY,), Du; 7)
= a(D1,D27D37D4;Eg’r-)’

<D1,@D2,D3,D4;E¥;) (D1,aD2, D3; RY ), Dy T)
(-1)P1la(Dy, Dy, D3; RY,), Da; 7)
V)Pl ((Dy, Do, D3; RS, ), Da; 7)

)
D)lIPila(Dy, Dy, D3, Dy; RY.),

{
{
(-
(-

(D1, Dy,aD3, Dy; RY,.) = ((D1,Da,aDs; RS, ), Da; T)
((~1)elP=D o Dy Dy, Dy; RE ), Da;7)

= (- 1)|a||(D1|+|D2|) <(D1,D2,D3;Rgr>,D4;T)
(-

)|a”(D1|+|D2|)Oz<D1,DQ,Dg,D4;E¥;>,

Y finalmente, como V es par, Rgr también lo es, y entonces la I'(A E)-linealidad graduada
en el dltimo argumento de Eg: se debe a la T'(A F)-linealidad graduada de 7 en su segundo
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argumento, pues

<D1,D2,D3,aD4;EZZ> ((D1, D2, D3; RY,), aDy; T)
= (=1)llDHD2I+Ds]) o (D1, Dy, D3; RY, ), Dy; 7)

(—1)‘O‘H(DHHDQH‘D?’DO[(Dl,Dg,Dg,D4;Eg;).

La siguiente propiedad del tensor de curvatura graudada nos ayudard més adelante a
describir las propiedades de Eg . en el caso de ser 7 una métrica graduada o de ser 7 una
2-forma simpléctica graduada.

Lema 2.4.2. Si V es compatible con el 2-tensor covariante graduado 7, entonces
(D1, Ds, D3; R, ), Dy 7) = ~(-1)! PP 2D (D5 (D Do, D R, ) 5 7)
Demostracién. Como
(D1, Do, D3; RY,) = Vp, Vp, D3 — (-1)PP2ly b v Dy W, p,1Ds

entonces

({D1, D2, D3; RY. ), Da; )
(Vp,Vp,Ds,Dy; 1) - (-1)/PIP2(w v, D3, Dy s 7)

_(V[Dl,Dg]Dgﬁ D47 T)

Desarrolaremos ahora cada término del lado derecho de la ecuacién anterior, usando repe-
tidamente el hecho de que V7 =0, o equivalentemente, que para todos A, B,C,

(VaB,C;7) = A((B,C; 7)) - (-D)AP(B, w405 7).

Por un lado,

(Vp,Vp,D3,Dy;T)
= Di((Vp, D3, Dy; 7)) = (-1)\P1UP2DsD(w pp, Dy, Wy, D7)
= Di(Dy({D3, Dy; 7)) = (-1)IP2IP5( D3, W p, Dy; 7))
—(=1)IPP=IP) { Do (( D3, W p, Da; 7)) = (=1)1P2IP3( Dy, W, W, Da; 7) }
= Di(Do({D3, Dy;7))) = (-1)IP21P5I Dy ((D3, W p, Da; 7))
—(-D)IPl(P2+Ps) Dy (( D3, W p, Dy; 7))
+(—1)|D3|(|D1|+|D2|)+‘D1HD2‘(D3,VDQVD1D4;T),
y por otro lado, permutando los indices 1 y 2 en la ecuacién anterior, y multiplicando
ambos lados por el factor —(~1)P11P2l tenemos que
—(-)IPIPy 1, v p, D3, Dy; 7)
= —(-1)IPIP2 Dy (D1 ((D3, Da; 7)) + (-1)IP1IP2HD5D Dy ((Dy, W p, Das 7))
+(-1)IP2NPsl Dy (( D3, W p, Da; 7)) = (=1)PlUPPD( Dy v, W, Dy 7),
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y finalmente,

~(Vp,,D,) D3, Da; )
= —[D1, D3]({Ds, Dy 7)) + (-1)IPIUPHDD Dy 57y by Dy 7).
Luego, sumando las iltimas tres ecuaciones obtenidas, resulta
{((D1, D2, D3; RY.), Dy; T)
= [D1,D:]({D3, Da; 7)) + (~))IPslIPIDDADD2 Dy 57, Wy, Dy 7)
—(=1)IPalPrIP2D( Dy 7, W p, Dy 7) = [ D1, D2](( D3, Das 7))
+(-1)IPalDuAPD Dy 57y D T)
= —(=1)IPsl(Dal+[D2]) {(D3,Vp,Vp,Dy; T)
—(-1)IP2lP2( D3, W p, W p, Da; 7) = (D3, V(p, p,1 D7)}
= _(_1)\D3\(|D1|+|D2|)<D37 <D1,D2,D4;Rgr>;7'>
que es lo que deseabamos probar. W

Analizaremos en las siguientes secciones méas propiedades del tensor de curvatura gra-
duada pero en el caso particular donde el 2-tensor covariante graduado 7T tiene propiedades
de simetria 6 antisimetria graduada.

2.4.1. Caso métrico graduado

Enlistamos a continuacion las propiedades del tensor de curvatura graduada en una
supervariedad Riemanniana.

Proposicién 2.4.3. Si ((M,I'(AE)),g,VY) es una supervariedad Riemanniana y V9 la
conexion de Levi-Civita graduada,

(1) La suma ciclica graduada de ng en sus primeros tres argumentos se anula,
(D1, Dy, D3, Da; RE, ) + (=1)\PelUPIPD(Dy Dy, Dy, Dy; REY)
+ (=)D (Dy Dy, Dy, Dys REY) = 0
(ZZ) <D17 D27 D37 D47ng> = _(_1)|D1”D2|<D27 Dl) D37 D47ng>
(id) (D1, D2, D3, Da; RE,) = ~(~1)IP*IPs( Dy, Dy, Dy, Dy; RE).
(iv) (D1, D2, D3, Dy; RY, ) = (=1)IPt+PDUDsDaD (D Dy Dy, Dy REY).

Demostracién. Observemos que basta probar (iii) y (iv), pues por la Proposicién [2.4.1]
la propiedad (i) se cumple por ser V simétrica, y ademds, la propiedad (ii) se cumplen
para todo T.

Para probar (#ii), como V es compatible con g, podemos usar el Lema conT =g,
y entonces, por la simetria graduada de g y el hecho de que Rgr es par (pues la conexién
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de Levi Civita lo es) tenemos que

(D1, Da, D3, Da; RE ) ({D1,Ds, D3; RS, ), D1 g)
= —(=1)Psl(Dal+D2D) ( gy (D1, D2, Dy; R, )3 g)
= —(-1)IPsIPsl((Dy, Dy, Dy; R, ), D31 g)

= _(_1)|D3”D4|(D17D27D47D3;ng>‘
Probaremos ahora la propiedad (iv). De (i) tenemos que

(D1,Ds, D3, Dy; REY ) + (-1)IP2l(P211DsD( Dy Dy Dy, Dy; REY )
" (—1)‘D3‘(|D1|*|D2|)<D3,Dl,Dg,D4;ng) =0,

(=1)IPal(ID1[+[Daf+|Ds]) {(D4,D1,D2,D3;ng) + (—1)|D4|(|D1|+|D2|)(D1,DQ,D4,D3;ng)
+ (<1)IP=lPDD Dy, Dy, Dy, Dy RE )} = 0,

(=1) (D1 [+[D2))(1Ds|+[Dal) {<D37D4,D1,D2;ng) + (_1)|D3\(|D1|+|D4|)<D4,DI,D&DQ;EX:’)
+ (=1)PDsHP( D, Dy, Dy, Do; REY )} =0

(=1)IP1l(ID2[+|Ds[+|Da]) {(DQ,Dg,D4,D1> + (—1)|D2|(|D3|+‘D4|)(D3,D4,D27D1;ngﬂgf)
+ (~1)PalL=lIPs)( Dy Dy, D3, Dy; REY )} =0

Luego, sumando las cuatro ecuaciones anteriores, varios términos se cancelan debido a
la propiedad (iii) que acabamos de probar, y en la suma, sélo sobrevive el dltimo término
de cada ecuacion, esto es, la suma de las cuatro ecuaciones resulta en la ecuacion

(-1)/Pel22P2D( D3, Dy, Dy, Di; RE)
+(_1)|D1|(|D2\+|D4|)+|D3|ID4|(D27D47D1,D3;ng>
+(—1)|D2|(|D3‘+|D4|)(D1,Dg,D4,D2;ng)

+(=1)Pal(IDz2l+Ds ) +D1(Dzl+|Dsl+Dal) D2,D37D1;ng> =0 (2.10)

pero usando (i), (ii¢) en los ltimos tres términos del lado izquierdo de la ecuacién anterior,
obtenemos que

(_1)\D1|(|D2|+|D4|)+|D3||D4|<D27D4’DhDg;ng)
= (_1)|D1|(|D2\+|D3|+|D4|)+|D3||D4|(D%D47D37D1;ng)
Yy
(_1)\D2|(|D3|+|D4|)(D17D37D47D2;ng>
= (_1)|D3|(|D1‘+|D2|)(D3,D17D2,D4;ng)
y

(—1)‘D4|(|D2|+|D3|)+|D1|(‘D2‘+‘D3‘+|D4D(D4,Dg,Dg,Dl;ng)
= (_1)|D1|(|D2\+|D3|+|D4|)+|D3||D4|(D%D47D37D1;ng)
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de modo que la ecuacién (2.10) se reduce a lo siguiente

2(=D)IPHIPH{ (1) PP Dy, Dy, Dy, Dy; RE)
+(_1)|D1|(\D2\+\D4D<D2’D47D37D1;ng>} =0
o equivalentemente,

(D3, D1, Da, Dy; RY: ) + (=1)IPPsDUD=11PaD (D, Dy, Dy, Di;RY) =0

que es lo que queriamos probar. H

2.4.2. Caso simpléctico graduado

Proposicién 2.4.4. Si ((M,I'(AE)),w) es una supervariedad simpléctica y ¥V una cone-
xién simpléctica par,

1. La suma ciclica graduada de EZ: en sus primeros tres argumentos se anula,

(D1, Dy, Dy, Dy; RY. ) + (~1)IPlD1D2D( Dy Dy Dy Dy RYY)
+ (-1)IPalP2IP:D(Dy Dy Dy, Dy RE, ) =0

2. (D1, D2, D3, D R, ) = ~(-1)/PIP2( Dy, D1, D3, Dy; R, ).

3. (D1,Ds, D3, Dy; RY, ) = (-1)\P2IPs( Dy, Dy, Dy, D3; RY, ).

4. La suma ciclica graduada de Eg: en todos sus argumentos se anula,
(D1, D, D3, Dy; RE,) + (-1)!PalIPHAP2Ds0( Dy Dy, Dy, Dy RE)
+(_1)(\D1\+\D2D(|D3|+|D4|)<D3,D4’Dl’Dz;Eg:)
+(=1)Pl(P=Dal1Da( Dy Dy, Dy, Dy RE) = 0

Demostracién. La prueba es bastante similar a la del caso métrico graduado. Notemos
que basta probar (iii) y (iv), pues por la Proposicién la propiedad (i) se cumple
por ser V simétrica, y ademads, la propiedad (ii) se cumplen para todo 7.

Para probar (iii), como V es compatible con w, podemos usar el Lema haciendo
T = w, y entonces, por la antisimetria graduada de w y el hecho de que Rgr es par (pues
por hipétesis V lo es) tenemos que

(D1, Ds, D3, Dy; RE) ((D1, D2, D3; RE.), Dy ;w)
= _(_1)|D3|(|D1|+|D2|)< Ds, <D1,D27D4§Rgr) ‘W)
= (_1)|D3”D4|(<D17D27D4;Rgr>7D3;w)

- (_1)|D3IID4|(D1,D27D4,D3;Eg:>-
Probaremos ahora la propiedad (iv). De (i) tenemos que

(D1, D3, D3, Dy; R ) + (-1)P1P24DD( Dy Dy, Dy, Dy R,
¥ (—1)|D3|(‘D1|+‘D2‘)(D3,D1,D2,D4;Eg:) =0,
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(=1)Dal(ID1[+|Dzl+[Ds)) {<D4,D1,D2,D3;Eg:) + (_1)|D4|(|D1|+|D2|)<D1’DQ,D4,D3;Eg:>
+ (-1)P2lPaPaD( Dy Dy, Dy, Dg; RE)} =0,

(_1)(|D1\+|D2\)(\D3|+\D4|) {(D3,D4,D1,D2;Eg:) " (_1)ID3\(|D1|+|D4I)<D4’Dl’D3,D2;§g:)
+ (-1)PAPsPaD( Dy D3, Dy, D3 RE, )} =0

(=1)/D1l(Dzl+Ds[+[Dal) {(Dg,Dg,D4,D1;Eg:) + (_1)|D2|(ID3|+|D4|)(D3,D4,DQ,Dl;EZ:)
+ (=1)IPalD211DsD( Dy Dy, D3, Dy RE, )} =0

Ahora, si sumamos las cuatro ecuaciones anteriores, por las propiedades (ii) y (7i7)
podemos ver que en particular, la suma del 1ltimo término de cada una de las ecuaciones
se anulara; y por otro lado, podemos ver que mediante la propiedad (iii) podemos escribir
los términos restantes en notacién ciclica, de modo que la ecuacion se reducira a la siguiente

2{(Dy, Dy, D3, Dy; RY. ) + (~1)/PslP11+1D2141DsD Dy Dy D3; RE:)
+(—1)(|D1|+|D2|)(‘D3‘+|D4D(Dg,D4,D1,D2;Eg:)
+(—1)‘D1‘(|D2|+|D3|+|D4|)<D2,D3,D4,D1;Eg:)} -0

que equivale a la ecuacién

(D1, D, D3, Dy; RE. ) + (~1)IPalUP1+D211DsD( ) Dy Dy Dy; RE)
+(_1)(|D1|+|D2|)(‘D3‘+|D4D(D3,D4,D1,D2;Eg:>
+(—1)‘Dl‘(|D2|+|D3|+|D4|)(Dg,D3,D4,Dl;ﬁg:) -0

que es precisamente lo que queriamos probar. W

2.5. El tensor de Ricci graduado

Sea (M,I'(A E)) una supervariedad. Como la curvatura R es un operador homogéneo
par si V es par, para cada pareja D, Dy € Xg, (M) podemos inducir los siguientes opera-
dores homogéneos de grado |D1| + |Dal:

1. (,D1,D9; RY,): D~ (D, Dy, Dg; RY, )
2. (D1, Dy; RE): D = (D1, D, Da; RY, )
3. (D1,D2,RE.): D (Dy,Da, D; RY, )

luego, como por la Proposicién la curvatura es I'(A)-multilineal graduada, se sigue
que solo la primera aplicacién es I'(A E)-lineal por la izquierda. En términos de este ope-
rador definimos el tensor de Ricci graduado andlogamente a como se hace en el caso usual
(no graduado) [cf. [23]]:

Para ¥V una conexién graduada par, el tensor de Ricci graduado

Ricy, : Xar (M) x X (M) — T(AE)
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se define como
(D1, Dg;Ricy,) = STr (D ~ (D, D1, Dg; RY,) -

Explicitamente, si { D1, ..., Dp; ﬁp+1, cee Dp+q} es una base pura de supercampos vectoriales,
como el morfismo I'(A E)-lineal D ~ (D, Dy, Dy; RY, ) tiene grado |Dy| + | Do

M=

(D1,Dy;Ricl,) = Y {(Ds, D1, Da; RE,); D™)

1

I
—_

p+q - ~
—(-1)UPHIPD 8™ ((Dy, Dy, Dy; RE,); D). (2.11)
l=p+1

Comprobemos que efectivamente Ricg; es un 2-tensor covariente graduado, es decir, es
['(A E)-bilineal graduado. Para ésto, consideremos una base pura de supercampos vecto-
viales {D1, ..., Dp; Dpi1, ..., Dpiyg}, y usaremos la T'(A E)-multilinealidad graduada de Rgr
y de los 1-tensores covariantes graduados D".

Para verificar la T'(A E)-linealidad de Ricg, en el primer argumento, consideremos el
morfismo Hap, p, : D = (D,aDy, Da; RE ) de grado |o] + [Dy] + [Da, entonces

(D1, Dg; Ric, )

= STrHap, b,
= Y01((Di;Hap, p,); D) = (~1)err 22l 728 ((Dys Hap, p,) : D)
= Y7 ((Di,aD1,Da; RE, ) ; D™)
~(-1) (PP S (D aDy, Dy; RE,); D)
= i (=1D)lH0aq (Di, D1, Dy; RE, ) ; D™)
~(~D)lekDiD:l gpra (<1)ella((Dy, Dy, Dy RE,); D)
= Y7, a{(Di,D1,Da; RE); D™)
()PP £ (1)la( (Dy, D1, Dyi RE,)s D)
= a { P \({Dj, D1, Do; RY.); D™)
~(=1)(PIPD 504 ((Dy, Dy, Dy; RE,); D) }
= (D1, Da;Ricg,)-

Ahora, para verificar la T'(A E)-linealidad graduada en el segundo argumento de Ricgr,
considerando el morfismo I'(A E)-lineal Hp, ap, : D = (D, D1,aDs; Rgr) tenemos que
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(D1,aDy;Ricy, )

= STrHp, aD,
S ((Dii Hpyapy) s D) = (-)H1epal S0 (D Hp, ap,): D)
= YP ((Ds,D1,aDs; RY,); D™)
—(=1)UPrlaliD 024 | ((Dy, D1, aDy; RE,); D)
= T (-D)ONPDa((D;, Dy, Dy RE,) ; D)
_(_1)(|D1|+|a|+\D2|) Zf:gﬂ(_l)la\(lHDll)a( (Dz,Dth;Rgr); [)l*>
= (-D)PIPlaSY ((Di, Dy Do RE,): D)
~(~1) (PPN (1)elPilq £ (D), Dy, Dy; RY,); D)
= (-)IPla {5 ((D;, D1, Dy RE,); D*)
~(-1)IPPD R ((Dy, Dy, Das R, ): D) }
= (-1)lliPtla(Dy, Dy; Ricy, ).

Concluimos que efectivamente Ricg]r es un 2-tensor covariante graduado.

A diferencia del caso clasico (no graduado) donde el tensor de Ricci es simétrico, ésta
propiedad no se cumple mas en el caso graduado, como veremos mas adelante con ejemplos
explicitos.

2.5.1. Punto de vista matricial

Si H @ Xar (M) — Xg (M) es una aplicacién I'(A E)-lineal por la izquierda y ho-
mogénea, sabemos que

STrH =STr (H)B,

donde (H)p es la supermatriz asociada a H en la base B. Asi, en particular si H es la
aplicacién H : D — (D, Dy, Dy; Rgr), podemos calcular Ricg, matricialmente. Veremos que
en la presencia de una forma bilineal graduada no degenerada 7, podemos dar ademas otra
expresiéon matricial de Ricg,, en términos de la supermatriz asociada a 7 y del tensor de
curvatura graduado RV .

Lema 2.5.1. Sea B = {Dy, ...7Dp;.Dp+1, ...,Dp+q} una base pura de supercampos vecto-
riales. Si H : Xg (M) - Xgr (M) es una aplicaciéon I'(A E)-lineal por la izquierda y ho-
mogénea, con supermatriz homogénea asociada (H)p, y T es no-degenerada, entonces

(WD H). Do 7)), (WD H). Das )
(H)B_((“D“H%Dr;ﬂ)lr (((Dy: H), Dy 7)), )( )5

Demostracion. Sea
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la supermatriz asociada a H, esto es,

_ P . q ~
(Dj;H) =Y. AIDj+ > BFDp.y, Vi<i<p
j=1 k=1
y
_ P q .
(Dl;H)=ZClJDj+ZleDp+k, Vp+1<l<p+q.
j=1 k=1

Entonces, por la T'(A E)-bilinealidad de 7 se tiene que

((<<Di;H>,Dr;f>)w (((Ds; H), Dy ; >)w)
Dy,

((Di;H),Dy5 7)), (({Di;H),Ds; 7)),

((z A'Dj+ ¥, B¥Dy, Dy; 7))
(<zquj+sz,Dk,Dr; )

_ (Az)” (Blk)zk)((<Dj, 3 T))
(Clj)lj (le)lk )

pero precisamente

((<DJ,DT7 7)), (D],Dsy ;3)

((Dk,DT,T))k ((Dy, D e

es la supermatriz homogénea de grado |7 correspondlente a la forma bilineal graduada T
en la base B, asi que podemos reescribir la ecuacién anterior como

((<<13¢;H>,Dr; 7)), ((DisH),Drs 7)),
(((Dy;H),Dr5 7)), (((Di;H), Dy 7))
Luego, si ademés 7 es no degenerada, se tiene que

(D H). Dy 7)), ((DisH). D3 7)),y
(H)B_((“D“H)?Dr”))zr (<<Dl;H>7Ds§T))ls)( )5

) = (H)s(7)s-

ls

|
En particular, si H es la aplicacién I'(A F)-lineal homogénea

H = (-, D1, Da; RE,) + Xae (M) — X (M)
se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.5.2. Sea T un 2-tensor covariante no degenerado y H la aplicacion
(A E)-lineal por la izquierda H := (-, Dq,Dy;Ry,) de grado |Di| + |Dof. Si B =

{D1,...;Dp; Dpi1, ..., Dpig} €s una base pura de supercampos vectoriales, y 7, (H)p las
supermatrices asociadas a T y H respectivamente en la base B, entonces

(Dl, DQ; RlCar>
STr(H)p

STr{(((l?l:DlaDQaPTvﬁg;))W ((D17D17D27D57RGr>) )( ) }
((DZ7D17D27DT;BZ‘,T>)M. ((Dl7D17D27D87RZ‘,r)) B

Notemos que si T tiene una forma sencilla, se pueden simplificar algunos célculos a la
hora de calcular el tensor de Ricci graduado.
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2.6. Curvatura escalar graduada

Sea (M,r,I'(AFE)) una supervariedad y 7 una métrica graduada 6 una 2-forma
simpléctica graduada, homogénea. Consideremos para los 2-tensores covariantes graduados
Ricgy : Xagr(M) x X (M) - T(AE) vy T : Xge (M) x Xgr (M) — T'(A E) las aplicaciones
I'(A E)-lineales por la izquierda inducidas

RiCEr : XGP(M) - Xér(M) y T XGI“(M) - Xér(M)

b

*| = |7|. Como T es no degenerada, la aplicacién homogénea 7’ es

de grados |Ricl,|=0y |7
invertible, y se tiene bien definida la aplicacién I'(A E)-lineal inversa ('7"’)71 s XG (M) -
Xar (M), también de grado |7|. Asi, podemos considerar la aplicacién I'(A E)-lineal por la
izquierda

(7)o Ricky, : Xar(M) > Xae (M)

que resulta ser homogénea de grado |r|. En términos de esta composicién, definimos la
curvatura escalar de una supervariedad.

Definicion 2.6.1. Sea 7 una métrica graduada o una forma simpléctica graduada. La
curvatura escalar graduada de una supervariedad (M,'(A E)) se define como

Scalgy (M) := STr I:(’Tb)_l o Ricar] .

2.6.1. Punto de vista matricial

Como la composicién de aplicaciones I'(A E)-lineales por la izquierda se corresponde
con el producto de las supermatrices asociadas, tenemos una manera matricial de calcular
Scalg,.

Proposicién 2.6.2. Si B es una base pura de supercampos vectoriales
Scalg: (M) = STr {(Ricgy, )5 (77)5' }

donde el producto del lado derecho corresponde al producto usual de matrices.
. . . . . . R S
Si la supermatriz par asociada a Ricg, en la base B tiene la forma (Ricg:)z = T U
t 0t ¢ t
. R' —-(-1)°T R -T
(Rchr)B = (St (-1)°Ut st e
y luego, si la supermatriz inversa de 7° tiene la forma por bloques

)= ( 1)

como |(7")7Y = |7’| = || se tendrd que

(s e o))

Tr (R'A-T'C) - (-1)I"'Tx (8B + U D)

entonces

Scalg, (M)
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Capitulo 3

Curvatura escalar de una
s-Fedosov de la forma

(M, TAFE),wy,V)

En este capitulo se presentan los resultados principales de este trabajo. Se describen las
propiedades de una supervariedad de Fedosov ((M,I' A E),wp, V) en términos de campos
tensoriales asociados a la variedad base M (ver y (3-5)), y se analiza, en la Seccién [3.2]
la forma explicita de la supercurvatura escalar en términos de dichos campos tensoriales. En
el Teorema [3.2.3| establecemos el primer resultado principal de este trabajo, el cual afirma
que la curvatura simpléctica de supervariedades de Koszul-Cartan ((M,Q(M)),wmH, V) es
trivial, siempre que VH = 0 sobre la variedad base (M, H,V), esto es, la supercurvatura
escalar se anula, sin importar las simetrias de H, como sucede en el caso de variedades
Riemannianas o de Fedosov. En la Seccién se propone una clase particular de super-
variedades de Fedosov, dando asi soluciéon al sistema de ecuaciones tensoriales que las
caracteriza (ver (3.5))), donde dicha supervariedad es precisamente una supervariedad de
Koszul-Cartan de la forma ((M,Q(M)),wy, V) para una variedad de Weyl (M, [g]). Fi-
nalmente, se ilustra un ejemplo explicito con curvatura escalar simpléctica impar no trivial,
considerando el ejemplo de la métrica del espaciotiempo de Schwarzchild en las coordena-
das de Kruskal-Szekeres, resultando en este caso, la curvatura escalar simpléctica impar
como una forma diferencial sobre M no homogénea de grado 1 + 3.

3.1. Caracterizacion de una s-Fedosov de la forma
(M, \E),wy,V)

Sea M una variedad y V una conexién lineal en F — M, y consideremos la 2-forma
graduada impar wp determinada por un isomorfismo H : T'M — E mediante las ecuaciones

(Vx,Vyiwr) = Vx (H(Y))-Vy (H(X))-H([X,Y]) eI'(E)
(Vx,iaqswg) = —iq(H(X)) = (i, Vx;wp) €CZ(M) . (3.1)
<ia,i5;wH> =0

Si (M, \F),wm,V) es una supervariedad de Fedosov, V se puede caracterizar a través
de campos tensoriales K;, L;, ¢ = 0,1,2,3, en la variedad base M como en [22]. Notemos
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que en particular,
igH(K2(a,Y)) = Vy (H(K3(cv, 8))) = Vicy(ap) (HY)) - H([Y, Ks(a, 8)]) —ipy 0, H(Y)

y ademads
igH(K1(X,q)) =i H(K1(X,B))

entonces, para todo a € T'(E™)

ZaH(Kl(Xaﬁ))

igH(K1(X,a))
= igH(Ky(a, X))

= Vx(H(K3(, B))) = Vis(ap) (H(X)) - H([X, K3(a, 8)])
~i Ly (ar,3) H (X)

= —Vx(H(K3(B,a))) + Vig(g,a) (H(X)) + H([X, K3(5,a)])
+iL3(B,a)H(X)

= _iaH(KQ(BvX))
= _iaH(Kl(X7B))

y como H es no degenerada, concluimos que K; = 0, de modo que también K3 = 0. Por lo
tanto, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 3.1.1. Si ((M,T'(AFE)),wq, V) es una supervariedad de Fedosov, V tiene la
forma

VyyVy = VVXY+K0(X,Y) + Z.Lo(va)’

Vyyia = Z:vxole(X,a)v ) (3.2)
VieVy = in,(ay)

Viig = VKs(ap) +1Ls(a.6)

para todos X,Y,Zel'E y o, 3,7 TE*.

En este trabajo nos interesa estudiar ciertas familias de supervariedades de Fedosov
donde el isomorfismo H es de la forma H : TM — T*M. La manera natural en la que
aparecen tales isomorfismos es asocidndolos a formas bilineales no degeneradas B : T'M x
TM — C*(M), haciendo H = b el isomorfismo musical inducido por B. Los casos mds
importantes son aquellos en los que B es simétrica (métricas pseudo-Riemannianas, en
particular, Riemannianas) o antisimétrica (conteniendo en particular la clase de formas
simplécticas). A continuacién estudiaremos estos casos. Cabe mencionar que abusando de
notacion, en lo que sigue, denotaremos indistintamente con B a la pseudo-métrica/forma
simpléctica, y a su inducido b: TM — T*M.

3.1.1. Caso (M, H,V) variedad pseudo-Riemanniana o simpléctica

Sea (M, H,V) una variedad pseudo—RiemannianaE 6 simpléctica, donde H : TM —
T*M denota la métrica/forma simpléctica.
Notemos que en este caso,

H(KQ(O(,Y),ﬂ) = _H(K L3(a75))

'En lo que sigue, por ‘métrica’ entenderemos una métrica pseudo-Riemanniana salvo mencién expresa
en contra.
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que implica que también L3 = 0. Por otro lado,

H(Y,Ly(a,2)) = H(Y,L:1(Z,a))
= -H(Ko(Z,Y),a)
= -H(Ko(Y.2),)
= H(Z,L1(Y,q))
= H(Z,Ly(,Y))

y por lo tanto, podemos concluir lo siguiente:

Corolario 3.1.2. Si ((M,Q(M)),wp, V) es una supervariedad de Fedosov, con V simétri-
ca y compatible con H, entonces V tiene la forma

VyVy = VVXY+K0(X,Y) +iLo(X7Y)’

vaia = Z:VXOH-L1(X704)’ (33)
VieVy = 1n,(ay)

Vi.ip = VEK;(a,8)

y estd caracterizada por las siguientes condiciones

Ky es simétrico H(Ks3(o,B),v) =-H(K3(a,7),5)
Lo(X,Y) =Lo(Y,X)+ RV(X,Y) H(Ko(X,Y),a)=-H(Y,L1(X,))
Li(X,a) = Lo(a, X) H(Y. Lo(X, Z)) = H(Z, Lo(X.Y))
K3 es antisimétrico

para todos X,Y, Z, o, B,y e I'(TM).

3.1.2. Caso (M,g,v") de Weyl

Sea (M,g,v") una variedad de Weyl donde g denota una métrica y v"¥ una conexién
tal que VWg=0®g, y sea ((M,T(A E)),wq, V) supervariedad de Fedosov.
Notemos que en este caso

9(Y, La(, 2)) = 9(Z, La(a,Y)) = (VY 9)(Z, ) + (VY 9) (Y, )
y ademas

g(Ya L2(a’ Z)) _g(Zv LQ(OZ,Y)) g(YaLl(Z7a)) - g(ZaLl(Yva))

= —9(Ko(Z,Y),0) +0(Z)g(Y,a)
+g(K0(Y7 Z)? Oé) - H(Y)g(Z, Oé)

= —g(Ko(Z,Y),Oé) + H(Z)Q(K Oé)
+g(K0(Z,Y), Oé) - H(Y)Q(Za Oé)

= 0(Z2)g9(Y,a) - 0(Y)g(Z, )

de modo que, podemos concluir lo siguiente:
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Corolario 3.1.3. Si ((M,T'(AT*M)),wr,V ) es de Fedosov con V de Weyl, entonces V
tiene la forma

VyyVy = VVXY+K0(X,Y) + iLo(va)’

Vyyxia = TEVXOH—Ll(X,O!)’ ) (3.4)
VieVy = in,(ay)

Viaig = VKs(ap) +1Ls(a.)

y esta caracterizada por las siguientes condiciones

Ky es simétrico

Lo(X,Y) =Lo(Y, X))+ RV(X,Y)

Li(X,a) = La(a, X)

K3 y L3 son antisimétricos

9(K3(a, 8),7) = —g(Ks(,7), B)

9(Y, L3(a, 8)) = 0(Y)g(K3(a, 8),-) - 0(K3(a, 5))g(Y,")

9(Ko(X,Y), @) = —g(Y, Li(X, a)) + 0(X)g(Y, )

9(Y, Lo(X, Z)) = 9(Z, Lo(X,Y)) = (Vx0)(Y)g(Z,-) - 0(Y)0(X)g(Z,-)
+(Vx0)(Z2)g(Y,-) +0(2)0(X)g(Y,-) + 0(Ko(X,Y))g(Z, ")

—0(2)g(Ko(X,Y),) +0(Y)g(Ko(X, Z),-) - 0(Ko(X, Z))g(Y, -)( )
3.5

para todos X,Y, Z,a, B,y € ['(TM).

3.2. Expresion general de la curvatura

Consideremos una supervariedad de Fedosov de la forma ((M,I'AFE),wy,V), para
H :TM - E un isomorfismo y wp la 2-forma graduada simpléctica impar definida por
(3.1). En una base homogénea de supercampos {Vx;,iq,} la supermatriz impar asociada
a wpy tiene la forma

P ) (3.6)

wn =

(donde estamos nombrando H a la matriz invertible asociada al isomorfismo dado por H)

y por lo tanto,
(wb ):( pt _(_1)1(Ht)t) _ ( pt H)
H22\(-H)! (-D'o -H'" 0)°

Por otro lado, una matriz por bloques de la forma

&%)

con B y C invertibles, es también invertible, con inversa dada por

0 c!
B! —BlACc!
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asi, tenemos que

(wb )—1 _ ( 0 (_Ht)71 ) — ( 0 (_Ht)71 )
H H—l _(H—I)Pt(_Ht)—l H—l H—lpt(Ht)—l :

Por otro lado si la supermatriz par asociada a Ricg, es

(e = (77 1) 37
entonces Rt ( 1)0Tt Rt Tt
(RiCEr) = (St (-1)°Ut ) = (St Ut )7
Scalg (M) = STr (RICG) (w 51)_1]

oS )

-T'H™

* -S'(H")! +Ut 1Pf(Ht)1)

= Tr [-T'H '] - (-1)' e [-S*(HY) T+ U'H ' PY(HY) T

= -Tr [T'H ']+ Te [-SYH) ]+ T [U'HT'PH(HY) ], (3.8)

= STr

Para calcular la curvatura escalar debemos analizar el tensor de Ricci graduado, que a
su vez requiere del analisis del tensor de curvatura que, en general, para una V determinada
por los campos tensoriales {K;, L;},

(Vx,Vy,Vz; R > = Vay(xv,z) ¥ iB,(X,Y,2)
(Vx,Vy,iz; R > = Vayx,v,2) +iBy(X,Y,2)
. . . H
(Vx,iv, VZi BG: ) = Vayxyz) +ipsxy.z) = —{iv, Vx, Vzi RE ) (3.9)
. . . . . H :
(Vx,iy,iz; R > = Vaux,v,2) VBu(X)Y,Z) = —(Zy,Vxﬂz;R(vﬁr )
(ix,iy,Vz; R > = Vay(x,v,2) ¥ iB5(X,Y,2)
(ix,iy,iz; R > = Vag(x,y,2) +1Bs(X,Y,2)

donde

A(X,Y,Z) = VxKo(Y,Z)+ Ko(X,VyZ+ Ko(Y,Z)) + K1(X, Lo(Y, Z))
_VYKO(Xﬁz)_KO(KVXZ"'KO(XvZ))_Kl(Y7L0(X7Z))
+RY(X,Y)Z - Ko([X,Y],Z2) - K2(RY(X,Y), Z)

Bi(X,Y,Z) = VxLo(Y,Z)+ Lo(X,VyZ + Ko(Y,Z)) + L1(X, Lo(Y, Z))
—VyLo(X,Z)—Lo(Y,VXZ+K0(X,Z))—Ll(Y,Lo(X,Z))
~Lo([X,Y],Z) - Lo(RY(X,Y), Z)

A (XY, Z) = Ko(X,K1(Y,2))+Vx(K1(Y,Z2)) + Ki(X,VyZ + L1(Y, Z))

-Ko(Y, K1(X,2)) - Vy (K1(X, Z2)) - K1(Y,Vx Z + [1(X, Z))
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BQ(X7Y7 Z)

A3(X7Y> Z)

B3(X7Y7 Z)

A4(X7Y7 Z)

B4(X7Y7 Z)

A5(X7Y7 Z)

B5(X7Y> Z)

A6(X7Y7 Z)

B6(X>Y7 Z)

-Ki([X,Y],Z) - K3(RY(X,Y), Z)

Lo(X, K1(Y, 2)) + Vx L1 (Y, Z) + Li(X,Vy Z + L1 (Y, Z))

Lo(X, K1(Y,2)) - Vy Li(X, Z) - Li(Y, Vx Z + L1(X, Z))
+RY(X,Y)Z - Li([X,Y],Z) - L3(RY(X,Y), 2)

Ko(X, Ka(Y, Z)) + K1(X, Lo(Y, 2)) + Vx (K2(Y, 2))

Ko (Y, VxZ + Ko(X,2)) - Ko(VxY, Z) - K3(Y, Lo(X, Z))

Lo(X, K2(Y, 2)) + Li(X, La(Y, Z)) + Vx Lo (Y, Z)

—Ly(Y,VxZ + Ko(X,Z)) - Lo(VxY, Z) - L3(Y, Lo(X, Z))
Ko(X,K3(Y, Z)) + Ki(X, L3(Y, Z)) - K2(Y, K1(X, 2)) + Vx K3(Y, Z)
-K3(Y,VxZ + L1(X, Z)) - K3(VxY, Z)

Lo(X, K3(Y,2)) + L1(X, L3(Y, Z2)) - L2(Y, K1(X, Z)) + Vx L3(Y, 2)
-L3(Y,VxZ +11(X,Z)) - L3s(VxY,Z)

Ko (X, K2(Y, Z)) + K3(X, L2 (Y, Z))

+Ko (Y, Ko(X,Z)) + K3(Y, Lo(X, Z))

Lo(X, Ka(Y, Z)) + L3(X, La(Y, 2))

+Lo(Y, Ko (X, Z)) + L3(Y, L2(X, Z))

Ky (X, K3(Y, Z)) + K3(X, L3(Y, Z))

+Ko (Y, K3(X,2)) + K3(Y, L3(X, Z))

La(X, K3(Y, 2)) + L3(X, L3(Y, Z)) + Lo(Y, K3(X, Z)) + L3(Y, L3 (X, Z)).

3.2.1. Caso (M, H,V) variedad pseudo-Riemanniana o simpléctica

En este caso, el bloque homogéneo P de la ecuacién (i3.6]) se anula, y entonces por (i3.8])
la curvatura escalar se puede calcular como

Scalg, (M) = -Tr[T'H']+Tr [-S"(H)™].

Asi, para determinar las propiedades de los bloques homogéneos involucrados, analizaremos
el tensor de Ricci graduado, analizando también el tensor de curvatura graduado.
Por el Corolario Ky = K9 = L3 =0, y entonces la curvatura graduada de V, que
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estd determinada por las ecuaciones (3.9)), se reduce a la forma

Al(X7KZ)

—VyK()(X, Z) —K()(K VXZ+K0(X, Z))

BI(X7Y72) =

VXLO(YvZ) + LO(X7 VYZ + KO(Y7 Z)) + Ll(X7 LO(Y7 Z))

-VyLo(X,Z) - Lo(Y,VxZ + Ko(X,Z)) - L1(Y,Lo(X, Z))
~Lo([X,Y],Z) - Lo(RY(X,Y), 2)

AQ(X7Y72) =
B2(X>Y72) =

-K3(RY(X,Y),Z)
VxLi(Y,2)+ Li(X,VyZ+ L1(Y,2)) - L1([X,Y],2) + RY(X,Y)Z

-VyLi(X,2)-Li(Y,VxZ + L1(X, 2))

A3(X,Y, Z) =
B3y(X,Y,Z) =
A(X,Y, Z) =
By(X,Y,Z) =
A5(X,Y,Z) =
Bs(X,Y,Z) =
Bs(X,Y,Z) =

-K3(Y, Lo(X, Z))
Li(X, Lo(Y, 2)) + Vx La(Y, Z) = Lo(Y, Vx Z + Ko(X, Z)) - Lao(Vx Y, Z)
Ko(X, K3(Y, 2)) + Vx K3(Y, Z) - K3(Y,Vx Z + L1(X, Z)) - K3(VxY, Z)
Lo(X, K3(Y, 2))

K3(X, Ly (Y, 2)) + K3(Y, L2(X, Z))
0=A¢(X,Y,2)

Lo(X, K3(Y, Z)) + La(Y, K3(X, Z)),

VXKO(K Z) +K0(X, VYZ-FKO(K Z)) _KO([X’YLZ) +RV(X’Y)Z

y entonces el tensor de curvatura graduado es (donde estamos omitiendo el subindice Gr

en R“H)

(Vx,Vy,Vz, Vr; RH)
(Vx,Vy,Vz,ir; R°T)
(Vx,iy,Vz,Vr; RT)
(Vx,Vy,iz,ip; R*HT)
(Vx, iy, Vz,ir; R¥T)

(ix,iy,Vz, Vr; R¥H)
(Vx,iy,iz,ir; R*T)
(ix, iy, Vz,ir; R¥1)

(ix,iy,iz,ir; R¥H)

(Va,(x,v,2), VTiwn) +ip, (x,v,2)H(T)
_iTH(Al(X7 Y7 Z)) = (VX7 vY? 2‘T7 vZ ) EWH>

(Vas(x,v,2): V1) + iy (x,v,2)H(T) = =(iv,Vx,Vz,Vr; BH)

_iTH(AQ(X7 Ya Z))

—irH(A3(X,Y,2)) =(Vx,iy,ir,Vz; B°")
—(iy,Vx,Vz,ir; R®") = —(iy, Vx,ir, Vz; R*")
(Vas(x,v,2), VT;WH)

~irH(A4(X,Y,2)) = ~(iy, Vx,iz,ir; B*")
—irH(A5(X,Y, 2)) = (ix,iy,ir, Vz; R*")

0

(3.10)

Usando las ecuaciones que definen wyy, el tensor de curvatura graduado se puede ex-

presar en la forma

(Vx,Vy,Vz,Vr; RH)
(Vx,Vy,Vz,ir; R¥")
(Vx,iy,Vz,Vr; R¥T)

(Vx,Vy,izg,ir; R¥17)
(Vx, iy, Vz,ir; R*M)

(ix,iy,Vz, Vr; R¥M)
(Vx,iy,iz,ir; R¥T)
(ix, iy, Vz,ir; R*1)

(ix,iy,iz,ir; R¥M)

= H(T,B:1(X,Y,2))

= _H(Al(XaY7Z)aT):(VX7vYaiTavZ§EwH>

= H(T,B3(X,Y,Z)) =—(iv,Vx,Vz,Vr; B¥")

= -H(A(X,Y,Z),T)

= _H(A3(XaY7Z)aT) = (VX7iY7iTavZ§EWH>

= —(iv,Vx,Vz,ir; B") = ~(iy, Vx,ir, Vz; R*")
= 0

= _H(A4(X7Y’ Z)aT) = _<iY7VX7iZ’iT;EwH>

= _H(A5(XaY>Z)aT) = <iX7iY7iTaVZ§EWH>
=0

(3.11)
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Analizaremos ahora el tensor de Ricci graduado. Para ésto, veamos primero que se
cumplen las siguientes propiedades:

Lema 3.2.1. Si V es simpléctica,
1. As(X,Z,T)=As(T,Z,X) - A X,T,2)
2. H(A3(X,Z,T),Y)=H(As(T,Z,X),Y)-H(A(T,X,Y), Z)
3. H(A3(Z,T,X),Y)=-H(A3(Z,Y,X),T)

Demostracion.

1. Recordemos que al ser TV = 0, entonces Lo(T,X) = Lo(X,T) + RV(X,T) y K3 es
antisimétrico, por lo tanto, usando la definiciéon de A3 y As tenemos que

A3(Xa Z7T)

-K3(Z,Lo(X,T))

= —K3(Z,Lo(T,X) +RV(X,T))

= -K3(Z,Lo(T, X)) - K3(Z,R¥(X,T))
= —K3(Z,Lo(T, X)) + K3(RY(X,T),Z)
= A3(T,Z,X) - Ay(X,T,2Z).

2. Por un lado, aplicando H(-,Y") en ambos lados de la ecuaciéon en 1., tenemos que
H(A3(Xa Z,T),Y) = H(AS(Tv Z,X),Y) - H(AQ(X’TaZ)aY)

Pero, como Vwy =0 implica que H(K3(P,Z),Y) =-H(K3(P,Y),Z), y ademds RV
es antisimétrica, tenemos que

H(Ay(X,T,2),Y) H(-K3(RY(X,T),2),Y)
= H(K3(RY(T,X),Z),Y)
= —H(K3(RY(T,X),Y),Z)

= H(A(T,X,Y),Z)

y por lo tanto

H(As3(X,Z,T),Y)

H(As3(T,Z,X),Y)-H(A(X,T,2),Y)
H(A3(T,Z,X),Y)-H(A(T,X,Y), Z).

3. Finalmente,

H(A3(Z,T,X),Y) = H(-K3(T,Lo(Z,X)),Y)
= H(K3(Lo(Z,X),T),Y)
= -H(K3(Lo(Z,X),Y),T)
= H(K3(Y,Lo(Z,X)),T)
= -H(A3(Z,Y,X),T)).
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|
Mediante el lema anterior, probaremos en el siguiente resultado que en el caso de ser H
una mérica pseudo-Riemanniana o una forma simpléctica, se cumple que 7' = —S? en (3.7)).

Proposicién 3.2.2. Si H es una forma simpléctica é una métrica, por el lema anterior,
se tiene que
- s WHN\ _ . . . Wy
(Vx,iy;RiciH) = —(iy, Vx; RicgH)

Demostracién. Supongamos primero que H = wy es una forma simpléctica. Si {e;, fi}i,
es un marco simpléctico, para la variedad de Fedosov (M, wp, V), esto es, wo(e;, fj) = 0ij ¥
cero en otros caso, o bien, tal que matricialmente wq tiene la forma

0 I
wosl_r o

y consideremos la base pura de supercampos vectoriales B = {V¢,,Vy,;ie;, i, }ir para la
supervariedad de Fedosov ((M,Q(M)),ww,, V).

La base dual de B es el conjunto de 1-formas graduadas B* = {V;,, Viite z}l} definidas
como

VEi=—i, w Vi =i w i = =iy, w i1 =iy W,
ei = g Wy Vi T i Wy, e, = Iy Wags Uy = v, W,

ya que, usando la expresion para wy,, y el hecho de que {e;, f;} es un marco simpléctico,

(Ve;iVe,) = ~(Vejnifiway) = wole fi) = 6
(ViiVe) = ~(Vyigiwe) =wol(fy, i) =0 ¥j
(i5Ve) = —lioyif;we) =0
y
(V5iVE) = (Ve W) = —wo(fj,ei) = 04
(vej;v;i> = <v€j7i8¢;ww0>:0 Vi
(Z_’v;z> = <i—7iei;ww0>:0
y
(e i) = ~lie;s Vpiwan) = ~wo(fire) = 6y
(ig30,) = —(if;, Vyiwa)=-wo(fi, [;) =0 Vj
(Voiig,) = —(Vo,Vgiwe) =0
y finalmente
</ij’1' z> = <ifjavei;ww0>:(d0(€i,fj):(57;-

7
(iEj;i;i) = <7;ej7vei;ww0> = wo(es, ej) =0 Vj
;‘ <V—7v€—;;ww0> :O

&
~
I
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Por lo tanto

(D1, Dy:Ricgy) = STr(D > (D, Dy, Do; RE)

n
- ;{uvei,Dl,Dz;RZr’f);v;;>+<<vfi,D1,D2;RXrH>;v})}
i=
n
—(—1)(|D1|+|D2|) Z {< <ieiaD17D2;Rgr " > ; Z;) + < <ifi’D1’D2;Rgr H>’ Z;z)}
=1
n
= Z{_( <vei7D17D2;Rng>7 ifi ) wwo) + < (VfithD?;Rng)’ iei ) wwo)}
=1

~(~1)UPtRD SN (GG Dy, Doy RE™Y, Vg5 W)
=1

+( <7;fi7D17D2;R(V§:H)7 Ve, wwo)}

n
= Z {_(Vei)D17D27ifi ; Eww0> + (vfi7D17D2’i6i ; EWUJO)}
i=1
n
_(_1)(|D1|+|D2|) Z {_<ieiaD1, Dy, Yy, ; R“+0)

i=1
+<if¢7D17D27 VGZ' 5 EWWO)} .

Entonces, de las ecuaciones (3.11) que determinan el tensor de curvatura R“+o, se sigue
que

(iv, Vx;Ricar) = i{WO(AS(eiyva)7 fi) —wo(As(fi, Y, X)), €:)}
=1

(VxoiviRica) = 3 {wolAs(en X,Y), fi) - wo(As(fis X, V), )
1

+
M=

{~wo(As(X,ei, fi), Y) + wo(As(X, fiei), Y)}

~
Il
—_

pero, de (2) en el lema anterior, tenemos que

~wo(A3(X, e, fi),Y) = ~wo(A3(fiei, X),Y) +wo(Aa(fi, X, Y), €1)

wo(As(X, fi,ei), Y) =wo(Asz(es, fi, X),Y) —wo(A2(e;, X,Y), fi)

y por lo tanto
n
(Vx,iyv;Ricar) = > {-wo(As(fi e, X),Y) +wo(As(es, fi, X),Y)}
i=1
luego, aplicando (3) del lema anterior a cada término, se sigue que

(Vx,iy;Ricar) = i {wo(As3(fi, Y, X), i) —wo(As(e;, Y, X), fi)}
=1

y asi, se tiene que (Vx,iy;Ricg,) = —(iy, Vx; Ricg).
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Ahora, si en particular H = gg es una métrica Riemanniana y {X;} es un marco orto-
normal local para la variedad Riemanniana (M, go, V), esto es, go(X;, X;) = d;; o matricial-
mente go = I, podemos considerar la base pura de supercampos vectoriales B = {Vx,;ix, }i"q
para la supervariedad de Fedosov ((M,Q(M)),wq,, V).

La base dual de B es el conjunto de 1-formas graduadas B* = {VY ;i%. } definidas como

V;(i - _iixi “yo> Z;(z = Z.VX,L- Wyo>
ya que, usando la expresién para wy,, y el hecho de que {X;} es go-ortonormal,
(Vx;i Vi) = —(Vx;.ix;iwge) = 90(X;, Xi) = bij
(ix;;Vy,) = —{ix;,ix;;wg) =0 Vj
y ademaés
(in;i;(i) = (ix;, Vx,;wgy) = 90(Xi, Xj) = 0y
<VXJ’Z;(z> = <VXj,VXi;ng>=O V3.
Por lo tanto

(D1, Da; Ricgy) STt (D ~ (D, D1, Dy; RS ™)

n
= ((vX“DlaD%Rng); V,)
)

=

—(-1)UPHHIPD S (i Dy, Doy RE, )5 i)
=1

{_< <VX1'7D17D2;RZ:H> ) ZXZ ) wgo)}

s

<
Il
—_

_(_1)(|D1\+|Dzl) Z( (iXi,Dl,Dg;RZ:H), Vx, Wy
i=1

{_<in)D17D27ifi ; Ewg0>}

M=

~
1l
—_

n
_(_1)(|D1\+|D2l) Z(iXﬂDlaD27vX¢ : R¥90).
=1

De las ecuaciones (3.11) que determinan el tensor de curvatura, tenemos que

(iy, Vx;Ricar) = Y, {g0(A43(X;, Y, X) , X5)}
i1

<vXaiY;RiCGr> QO(AQ(Xi,X,Y), X’L)}

gO(A3(X7 Xzsz) ) Y)}

n
2. {
i=1
n
24
i=1
pero, de (2) en el lema anterior,

90(A3(X, X3, X;),Y) = go(A3(X4, X4, X),Y) — go(A2(X;, X, Y), X;)
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y por lo tanto

i{go(Az(Xi,X,Y), Xi)}

i=1

+ i {go(Ag(Xi,Xi,X),Y) —gQ(AQ(Xi,X,Y),XZ')}
i=1

= i{go(As(XiaXhX)’Y)}

(Vx,iy;Ricgr)

y aplicando (3) del lema anterior

(Vx,iy;Ricar) = ) {-g0(A3(X;,Y, X), X;)}
=1

y por lo tanto (Vx,iy;Ricg,) = —(iy, Vx;Ricg,). B

De la proposicién anterior concluimos que si H representa una forma simpléctica 6 una
métrica Riemanniana, entonces 7' = —S* y por lo tanto,

Scalg (M) = -Tr [T'H ']+ Tr [T(H")™]
pero, recordemos que todo bloque homogéneo invertible A tienen la propiedad de que
(A= ()M
y ademas, para bloques homogéneos tenemos también la propiedad
Tr[A'B] = Tr[AB'],
y por lo tanto, al ser H un bloque homogéneo par, (H?)™' = (H~1)! y se sigue que
Scalg (M) = -Tr [T(H )]+ Tr [T(H )] =0,
lo cual prueba el siguiente resultado anunciado en [13]:

Teorema 3.2.3. Si (M, I'(AT*M)),wm, V) es una supervariedad de Fedosov, tal que la
variedad subyacente (M, H,V) es una variedad Riemanniana o una variedad de Fedosov,

entonces
Scalgy (M) = 0.

En cierta manera, este teorema explica por qué es tan dificil encontrar ejemplos explici-
tos de supercurvaturas escalares simplécticas, dado que lo natural es considerar isomorfis-
mos H que sean paralelos respecto de alguna conexién. Sin embargo, vemos aqui que la
introduccién de tanta simetria se traduce en la anulaciéon de Scalg,.

Llegados a este punto, se presentan dos posibles maneras de evitar esta obstruccién.
La primera consiste en tomar un isomorfismo arbitrario H : TM — T*M que no esté
determinado por una forma bilineal simétrica o antisimétrica. Esto presenta el problema
de que tales objetos no son tan naturales desde el punto de vista fisico como una métrica
o una forma simpléctica, lo que obligaria a justificar cuidadosamente su introduccién. Una
forma alternativa de atacar el problema pasa por considerar una conexion V tal que VH # 0.
Esta posibilidad es mucho més interesante y es la que abordamos en la siguiente subseccién.
No estudiaremos el caso mas general, sino que nos restringiremos a una clase de variedades
para las cuales VH, aunque distinto de cero, estd determinado geométricamente. Tales
variedades son las de Weyl, que se consideran en el Apéndice [B]
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3.2.2. Caso (M,qg,v") de Weyl

En este caso, en una base homogénea de supercampos {V)M(/i, iy, } la supermatriz impar
asociada a wy tiene la forma por bloques

P —g
w)-(1 ) 3.12)
(donde estamos nombrando ¢ a la matriz invertible asociada a la métrica g) y entonces,
por la relacién ([3.8)),
Scalg, (M) = -Tr [Ttg_l] +Tr [—St(gt)_l] +Tr [Utg_lPt(gt)_l] . (3.13)

Asi, para calcular la curvatura escalar graduada debemos analizar primero algunas propie-
dades del tensor de Ricci graduado para obtener informacién sobre la forma que tienen los
bloques homogéneos S, T'y U. Para ésto, comencemos analizando la curvatura graduada.

Como K = K5 =0, entonces la curvatura graduada de V, la cual estd determinada por
las ecuaciones se reduce a la forma

A(X,Y,Z) = VxKo(Y,Z)+ Ko(X,VyZ + Ko(Y, 7))
-VyKo(X,Z) - Ko(Y,VxZ + Ko(X, Z))
+RY(X,Y)Z - Ko([X,Y], 2)

Bi(X.,Y,Z) = VxLo(Y.Z)+Lo(X,VyZ + Ko(Y,Z)) + L1 (X, Lo(Y, Z))
~VyLo(X,2Z) = Lo(Y,VxZ + Ko(X, Z)) - L1(Y, Lo(X, Z))
~Lo([X,Y],Z) - Lo(RY(X,Y), Z)

A (XY, Z) = —Kg(Rv(X,Y),Z)

Bo(X,Y,Z) = VxL1(Y,Z2)+L1(X,VyZ+11(Y,Z))
-VyLi(X,Z2)-11(Y,VxZ + [1(X,2))
+RY(X,Y)Z - Li([X,Y],Z) - L3(RY(X,Y), Z)

A3(X,Y,Z) = -K3(Y,Lo(X,2))

B3(X,Y,Z) = Li(X,Lo(Y,2))+VxLao(Y,Z) - Lo(Y,VxZ + Ko(X, Z))
-Lo(VxY,Z) - L3(Y, Lo(X, Z))

Ay(X,Y, Z) = Ko(X,K3(Y,Z))+VxK3(Y,Z)
-K3(Y,VxZ+L1(X,2)) - K3s(VxY,Z)

By(X,Y,Z) = Lo(X,K3(Y,Z))+L1(X,L3(Y,Z)) + Vx L3(Y, Z)
-L3(Y,VxZ+11(X,2)) - Ls(VxY,Z)

As(X,Y,Z) = K3(X,Lo(Y,Z)) + K3(Y, L2(X, Z))

Bs(X,Y,Z) = L3(X,L2(Y,2))+ Ls(Y,L2(X, Z))

Ae(X,Y,Z) = K3(X,L3(Y,Z))+ K3(Y, L3(X, Z))

Bs(X,Y,Z) = Lo(X,K3(Y,Z))+ Ls(X,L3(Y,Z))

Lo(Y,K3(X,Z)) + Ls(Y, L3(X, Z)). (3.14)
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y asi el tensor de curvatura graduado es

(VX,VY,VZ,iT;Ewg> = _g(Al(X7Y7Z)’T)
= (Vx,Vy,ir,Vz; B*7)

= —(iy,Vx,Vz,Vr; R¥)
(Vx,Vy,iz,ir; R??) = -g(A2(X,Y,Z),T)
(vXaiY7VZ7iT;Ewg> = _g(A3(X7 Y7Z)aT) = <VXaiY7iTa VZ;Ewg>

= —{iy,Vx,Vz,ir; B*?) - (iy, Vx,ir, Vz; R*?)

(Vx,iy,iz,ir; R?7) = -g(Au(X,Y,2),T)
= —{iy,Vx,iz,ir; R*?)
(ix,iy,Vz,ir; R7) = -g(A5(X,Y,2),T)
= (ix,iy,ir,Vz; R7)
(ix,iy,iz,iT; R*?) = -9(Ae(X,Y,Z),T)

(3.15)

Analizaremos ahora el tensor de Ricci graduado. Para ésto, completamos el lema [3.2.1

(que sigue siendo vélido en este caso, pues V simpléctica) con una propiedad adicional

(recordemos que las primeras tres ecuaciones se usaron para calcular la curvatura escalar
graduada en el caso de (M, H, V) variedad pseudo-Riemanniana 6 simpléctica):

Lema 3.2.4. Como V es simpléctica,

—_

L A3(X,Z,T) = As(T, Z,X) - Ao(X, T, Z)

N

H(A3(X,Z,T),Y)=H(As(T, Z,X),Y) - H(Ay(T, X,Y), Z)

©w

H(Ag(Z,T,X),Y) = _H(A3(27Y7X)7T)

-

A5(X7Y72) = A5(Y7X72)

Consideremos ahora una base {X;} local g-ortogonal para M, y consideramos la ba-
se pura de supercampos vectoriales B = {v%;i X, ivq para la supervariedad de Fedosov
((M,I(ANT*M)),wy, V). Entonces, la base dual de B es el conjunto de 1-formas gradua-

das B* = {VW;Q;Z}Z_} definidas como
n

v;(l = _(.72‘Xi;wg)gii7 Z;(l = < Z ZXk’wg <vXk7 le7wg>g“7

ya que, usando la expresién para wy, y el hecho de que {X;} es g-ortogonal, por un lado

(Vi VX,) = ~(Vx; ix;s wg)g" = (X5, Xi)g" = 6

<in; v;ﬁ) = _<inv7;Xi;wg>gii =0 vy

y por otro lado
(ix;3i%,) = {ix;, Vx;;wg)g Z iX;5 01X, Wg)g <VXk; Vx;;wg)g" = 9(Xi, Xj) = 6i5
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7

(Vx5 Vi wo)g" + Tioi (Vi ix, s wg) 97 (Vi , Vi wg)g
(VX , Vx;jw g)g” Yot Q(ijXk:)g (ka,VXi;wgw“
(Vx mewg)g“ - 9(X;, X)) g7 (Vx;, Vx,;wg)g”

( wg)g" = (Vx;, Vx,;wg)g"

(Vx;iix,) =

Asi para todo par D1, Do,
<D17 D2; RicGr)

= STr(D = (D,Dy,Da; RE™)

= Z—(VX“Dl,DmiXi;Ewg)gii
i=1

n .o
—(~1) (P12 Z{ ix;, D1,D2,Vx,;; R“)g Z ZXZ-,D17D2,ixk;Ewg)9kk(VXk,VX,L-;wg>9”}
=1 k=1

de donde podemos ver que S y T son matrices de 1-formas, mientras que U tiene una parte
de grado cero y una de grado 2. Por lo tanto, de las ecuaciones que determinan el
tensor de curvatura, podemos analizar las entradas de los bloques homogéneos T, U, S que
componen la supermatriz Ricg.

Luego, de la ecuacién (3.13)) se sigue que

Scalgy (M)
= =22 A0(As (X4, X5, X5))g( X, ) = 0(X0)g(As(Xi, X, X5), ) + 9(Xi, Bs(Xi, X, X;))} 9"

j o
+ZZ§{29(A5(Xi7Xj7Xj)an)_9(A4(Xj7Xz‘an)an)+9(A4( 5 Xi, X)), X)) g 9"

j o

[(Vx,.9)(Xi,) = (Vx,9)(Xk, ) ]g" )
* D8 E {0 Aa(Xi X X)), X0)g ™ (7, 9) (X ) = (7,9 (X )l
J 1 m

[(Vx,9)(Xk: ) = (Vx,9) (X, ) 197 } (3.16)

de modo que Scalg. (M) € QY(M) ® Q3(M) es un elemento impar de Q(M), como se
esperaba, pues w, es impar.

Podemos observar que si K3 =0 o L3 =0, de las relaciones que determinan V se
tiene que Scalg; (M) =0

3.3. Una clase particular de supervariedades de Fedosov

El objetivo de esta seccidn es construir una familia explicita de supervariedades de
Fedosov, esto es, una familia de supervariedades de la forma ((M,T'(AT*M)),wr, V),
que es solucién al sistema de ecuaciones tensoriales lineales (3.5)).

Teorema 3.3.1. Consideremos una variedad pseudo-Riemanniana (M, g), y V una cone-
xion de Weyl inducida por la conexion de Levi-Civita, tal que Vg = 0 ® g. Entonces la
supervariedad de Fedosov ((M,Q(M),w,, V) donde:
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® W€ Qér(M ) es la 2-forma graduada impar cerrada definida en derivaciones bésicas

como
<VX7 VY7 wg)

(VX7ZY7w9>

<iX7 ZY’ wg)

e V es la conexién graduada par

VvxVy
vaiy
ViyVy

Viyiy

(Vx9)(Y,) = (Vy)g(X,-) e Q' (M)

—9(X,Y) = —(iy, Vx;wy) € Q°(M) (3.17)
0
VoxY +i0y(X,Y)
?VXY+L1(X,Y), (3.18)
= Li(yx)

donde K3(X,Y),Li(X,Y) e QO(M,TM) y Lo(X,Y),L3(X,Y) € Q' (M, TM) estén

definidos como

K3(X7 Y) = n(Xv Y)ﬂ

Lo(X,Y) =((Vx0)Y +0(X)0(Y))-

L(X,Y) = 0(X)Y

o7, Ls(X, Y )) = 0(Z)n(X, ¥, ) - 01X, V) (Z,)

para alguna 7 € Q3(M),

es solucién del sistema de ecuaciones ([3.5)).
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Notemos que podemos calcular explicitamente los campos tensoriales que definen a ¥
(note las simetrias), pues si denotamos por g;; := || X;|]?, para i =0,1,2,3,

K3(X1,X2) = g1192X3
K3(X1,X3) = -g11933X>
K3(X2,X3) = g22933X1

L3(X1, X2)Xo
L3(X1, X2) X1
L3(X1, X2)X>
L3(X1, X2)X3

L3(X1, X3)Xo
L3(X1,X3) X,
L3(X1, X3)X>
L3(X1,X3)X3

L3(X2, X3)Xo
L3(X2, X3) X1
L3(X2, X3) X2
L3(X2, X3)X3

-g119220(X3) Xo
-9119220(X3) X1
-9119220(X3) X2
~g119220(X3) X3 + g119229330"

9119330 (X2) Xo
9119330(X2) X1
9119330(X2) X2 — g119229330"
9119330(X2) X3

~9229330(X1) Xo
~9229330(X1) X1 + g119229330"
~9229330(X1) X2
~9229330(X1) X3
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Por otro lado, la curvatura escalar graduada estard dada por la ecuacion (3.16) donde,
notemos que de las expresiones que definen a los tensores As, Bls (3.14)), y la antisimetria
de Kg y L3,

AS(X7Y72) n(X7L1(Z7Y)7')u+77(Y7L1(Z7X)a')u
= (X, 0(2)Y, ) +n(Y,0(2)X,-)!
= G(Z)[U(X7Y7')n_U(X7Y>')n]

= 0

Bs(X,Y,Z) = Ls(X,0(2)Y)-+Ls(Y,0(Z)X)-
= 0(2)[Ls(X,Y) -L3(X,Y) ]
-0

g(A(X,Y, 2), W) = g(Vx(n(Y,Z,)) -n(Y,VxZ,) - 0(X)n(Y, Z,-)!

-n(VxY, Z,)L W)

= g(Vx((Y, 2,9, W) =n(Y,Vx Z,W) - 0(X)n(Y, Z,W)
-n(VxY,Z, W), W)

= X(g(Y, Z,) W) = g(n(Y, Z,)", Vx W) = 0(X)g(n(Y, Z,-)}, W)
(Y, VxZ,W) = 0(X)n(Y, Z,W) - n(VxY, Z, W)}, W)

= XY, Z, W) -n(Y, Z,VxW) - 0(X)n(Y, Z, W)
-nY,VxZ,W)-0(X)n(Y,Z,W)-n(VxY,Z,W)

= (Vxn) (Y, Z, W) =20(X)n(Y,Z,W)

de modo que la curvatura escalar se reduce a la expresion
Scalg, (M)

S {-g(Au(X;, X5, X5), Xp) + 9(Aa (X5, Xi, Xi), X;)} " g7 g™
i,5,k=0

[(Vng)(Xi7 ) - (ing)(Xk'? )]

3 .o ..
+ > (A6 (X, Xi, X3), X)) [(Vx, 9) (X, ) = (Vx,9) (X, ) 19" g7 g"F g™
i,4,k,m=0

[(Vx,9) (X ) = (Vx,9) (X5, )]}
3

= > {=(Vxym (X, X, Xp) +20(X5)n(Xi, X, Xr)
i,k=0

i,5,k=
+ (vXjn)(XivX/ij) - 29(Xj)77(Xi,Xk,Xj)}giigjjgkk
[(Vx,9)(Xi,") = (Vx,9)( Xk, )]

+ > {o(A6(Xi, X5, X5), X)) [(Vx,,9) (Xi,) = (Vx,9) (X, ) g7 g7 g** g™
i,5,k,m=0

[(Vx,9)(Xk,-) = (Vx,9) (X5, )]}
= S +5, (3.19)
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donde la primera sumatoria corresponde a la 1-forma

3
S A{=(Vx,m) (X, X5, X)) +20(X;)n(Xi, X5, Xi)
i,j,k=0

S
+ (Vo) (Xi, X, X5) = 20(X)0(X, X, X;) } g g
[(Vx,9)(Xi,) = (Vx,9) (X, )]
3

> {=2(Vxm) (X, X5, X)) +40(X)n(Xi, X5, Xi) } 9" g g™
1,5,k=0

[0(Xk)X] - 0(X:)X}] (3.20)

y la segunda sumatoria corresponde a la 3-forma

Sa

3 .. ..
> {o(A6(Xi, Xk, X5), X)) [(V X, 9) (X2, ) = (Vx,9) (X, )]g" g7 ¥ g™
,5,k,m=0

[(Vx;9) (Xk, ) = (Vx,9) (X5, )]}
3

Z {g(Aﬁ(Xia Xks Xj)v Xm) [Q(Xm)X; - H(Xi)Xrbn]giigjjgkkgmm
,5,k,m=0

[0(X;) X} - 0(X) X1}

Notemos que la curvatura escalar queda descrita completamente en términos de la
3—forma 7 (que determina a K3) y la conexién de Weyl V. También, observemos que en la
expresion anterior la curvatura escalar es trivial si K3 es trivial.

3.4. Un ejemplo no trivial

El objetivo de esta seccién es mostrar un ejemplo explicito de una supervariedad de
Fedosov con curvatura escalar simpléctica no trivial. De acuerdo con la observacién del
ultimo pérrafo, todo el problema se concentra en obtener una expresiéon no nula para el
tensor K3. Dado que este tensor, a su vez, estd determinado por la 3—forma 7, debemos
buscar algin contexto geométrico en que podamos distinguir de una forma candnica una
tal forma.

El contexto apropiado lo podemos encontrar en la teoria de la Relatividad General. En
ella, se considera una clase de 4—variedades con una estructura geométrica muy particular,
los espaciotiempos globalmente hiperbdlicos. Este tipo de espacios surge de manera natural
al considerar el universo fisico 4—dimensional formado por sucesos espaciotemporales como
la evolucion temporal de un universo 3—dimensional ‘instantdneo’. Un requisito fisicamente
plausible es que fijado un instante de tiempo ¢ (respecto de algin observador), la superficie
formada por todos los sucesos cuya coordenada temporal es precisamente t, denotada X2,
sea tal que al dar condiciones iniciales sobre ella las ecuaciones de Einstein determinen
el estado del universo en cualquier instante anterior y en cualquier instante posterior. Se
puede probar que tal superficie, si existe, debe ser cerrada y acronal (es decir, no existen
puntos p, g en ella tal que partiendo de p y siguiendo una geodésica temporal orientada al
futuro se llegue a ¢, intuitivamente, cualquier observador solo puede intersectar una vez
una superficie de este tipo). La condicién de que un conjunto de condiciones iniciales sobre
> determine todo el universo se suele escribir como

D(2)=D"(S)uD (S) =M,
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donde D*(X) (resp. D™(X)) es el dominio de dependencia futuro (resp. pasado) de Xﬂ

Un subconjunto ¥ ¢ M cerrado y acronal tal que D(o) = M, se llama una superficie
de Cauchy del espaciotiempo M. Si M admite una superficie de Cauchy, se dice que es
globalmente hiperbdlico [30]. Existen fuertes razones de caracter tanto fisico como ma-
tematico que motivan la consideracién de los espacios globalmente hiperbédlicos como la
clase de espaciotiempos vélidos en Relatividad General [24]. La interpretacién intuitiva
de estos espacios, como hemos mencionado, se traduce en que estan foliados por super-
ficies 3—dimensionales que representan el universo en distintos instantes de su evolucion
temporal, con mayor precision, se tiene el siguiente resultado [6].

Teorema 3.4.1. Sea (M,g) un espaciotiempo globalmente hiperbdlico. Entonces, es
isométrico a la variedad producto

(RxS,(-)=-BdT* +7)

donde S es una superficie de Cauchy suave de tipo espacial, 7 : RxS — R es la proyeccion
natural, § : R xS — (0,00) es una funcién diferenciable y g es un tensor 2-covariante
simétrico sobre R x S, todo ello satisfaciendo:

1. VT es temporal y orientado al pasado sobre todo M (en particular, 7 es una funcion
tiempo).

2. Cada hipersuperficie de nivel S a T constante es de Cauchy y la restriccién g7 de
g a una tal Sy es una métrica Riemanniana (i.e. S es espacial).

3. El radical de g en cada w €e R xS es SpanV7T (=Span 07) en w.

Ahora es claro cémo nos ayuda disponer de una 4-variedad (M, g) que a la vez es un
espaciotiempo globalmente hiperbdlico: se tiene una descomposicion canénica M =R x S,
donde S es una 3-variedad Riemanniana, de modo que podemos tomar como nuestra
3—forma 7 su forma de volumen asociada.

Uno de los ejemplos fundamentales de espaciotiempo globalmente hiperbdlico es la so-
lucién de Schwarzschild a las ecuaciones de Einstein correspondientes al campo gravitatorio
creado por un cuerpo estético y con simetria esférica (una estrella). Si la estrella es su-
ficientemente masiva, las reacciones termonucleares en su interior no pueden compensar
el colapso gravitatorio, cuando éste ocurre, la geometria del espaciotiempo resultante esta
descrita por la métrica de Schwarzschild, la cual contiene una singularidad en el origen y
da lugar a la estructura conocida como agujero negro.

Tras el colapso estelar, las ecuaciones de Einstein se reducen a las ecuaciones en el vacio
(puramente geométricas)

Ric(g) =0,

es decir, las soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein son precisamente las varie-
dades Ricci llanas.

2Técnicamente, D* () se define como el conjunto de puntos p € M tal que toda curva causal, inextendible
hacia el pasado, que pasa por p, intersecta a . El dominio D™ (X) se define andlogamente cambiando ‘hacia
el pasado’ por ‘hacia el futuro’.
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El espaciotiempo globalmente hiperbélico de Schwarzschild (M ~ R x S, g), descrito en
las coordenadas de Kruskal—Szekeresﬁ (T,X,0,), tiene por métrica

47’3

r

3

g= 4r e dX2+r2d6? +r sen?0dyp? .
En el Apéndice [B]se prueba que se trata, efectivamente, de una variedad Ricci llana. Aqui
la usaremos para construir una supervariedad de Fedosov geométricamente a través de su
algebra exterior.

Consideremos la supervariedad de Fedosov ((M,Q(M)),wy, V) donde w, estd definida
en términos de una conexion de Weyl V como en , la cual a su vez estd inducida por
la conexién de Levi-Civita V9 para el espaciotiempo de Schwarzschild (M, g), esto es,

v:vg_%(5®1d+1d®ﬁ—g®ﬁ)

para algtin 3 € Q' (M), y sea V definida como en (3.18) donde 7 es la forma de volumen
de una hipersuperficie de Cauchy 3—-dimensional S, dotada de la métrica Riemanniana

4rs
g= —T e s dX2 +r2d6? + r?sen?0dy?
,

esto es, si nombramos X := %,X X9 = 89,X3 = entonces 7 = Xl" A XQ" A Xg.

OX’ Ocp’

Teorema 3.4.2. La supercurvatura escalar simpléctica de la supervariedad de Fedosov
((M,Q(M)),wq, V) es no trivial.

Para comprobar la validez del enunciado anterior, notemos primero que la curvatura
escalar graduada en este caso estd dada por la expresién (3.19). Para probar que es no
trivial, comprobaremos que el primer término de esta ecuacién, esto es, la parte de 1-forma

S1 € Q(M) descrita por (3.20) es no nula.

Por un lado, la expresion tiene 64 términos, pero por la antisimetria de 7, los
términos con 2 indices repetidos se anulan. Por lo tanto, S; se compone de 24 términos.
Observemos ahora, que podemos agrupar éstos términos por parejas, para reducir a 12
términos, pues, por ejemplo, el término correspondiente a (i = 2,5 = 1,k = 0) se puede
agrupar con el término con (i =0,j =1,k = 2). De hecho la correspondencia de agrupacién

3Estas coordenadas presentan la ventaja de hacer manifiesto que la @nica singularidad del espaciotiempo
de Schwarzschild se encuentra en el origen, evitando discusiones acerca del horizonte de sucesos y conceptos
relacionados que son superfluas en nuestro caso [17) 28]
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es de la terna (4, j,k) con la terna (k, j,7), obteniendo que

S = —4(Vx,n) (X2, X1, X0)9%g" g% [B(X0) X3 - B(X2) X,
~4(Vx,1) (X3, X1, X0)9%g" ¢*° [B(X0) X5 - B(X3) X,
~4(Vx,n) (X1, X2, X0) g™ g% 9" [B(X0) X] - B(X1) X4]
~4(Vx,1) (X3, X2, X0)g" 9% g%
~4(Vx,1) (X1, X3, X0)g" g% g™ B
~4(Vx,n) (X2, X3, X0) g™ g% g7 [B(X0) X5 - B(X2) X5]
~4(V xon) (X2, Xo, X1)g" g% g*[B(X1) X5 - B(X2) X
—4(Vx,m) (X3, X0, X1)g* g%g" [B(X1) X5 -

[
[
[
[
[B(Xo)X] -
[
[
(6

B(X0)X3 - B(X3)X¢]
B(X1)X]

B(X3)X]

+{—4(VX277)(X1,X27X3)+8ﬁ(X2) (X1, X2, X3)} g% g [B(X3) X] -
+{~4(Vx,n) (X1, X3, X2) +4B8(X3)n(X1, X3, X2) } 672 9% g [B(X2) X7 -

~4(V x,1) (X3, X0, X2)g* g™ g [B(X2) X} -

B(X3)X3]

+{-4(Vx, 1) (X2, X1, X3) + 4B8(X1)n(X2, X1, X3)} 6% ¢ g% [ B(X3) X5 -

B(X1)X3]
B(X1)X35]

B(X2)X3].

(3.21

Por otro lado, al analizar la 3-forma V7 podemos observemos que por definicién de

n, varias de las evaluaciones de V7 en bésicos se anulan, pues contienen términos de la
, aT, -). Luego, los términos no nulos de las evaluaciones V7 en bésicos, quedan

forma n(--

expresados en términos de los coeficientes de la conexién de Weyl como sigue:

(Vo) (X2, Xo, X1)

(Vxon) (X3, X0, X1)

(Vx,m) (X1, X2, X3)

(VXST/)(XD X37X2)

(Vxon) (X3, X0, X2)

(Vx,m) (X2, X1, X3)

95,8 i)
00’ 31 0T 0X
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y recordando las expresiones de los coeficientes de la conexién de Weyl que calculamos en
el apéndice [B], seccién concluimos que

(Vo) (X2, Xo, X1) = —%goon(%,ﬁ“ i()
(Vo) (X3, Xo, X1) - = —%goon(%,ﬁ,(%)
(Vx,m)(X1,X2,X3) = %(911922933)+ 5(82)911922933—%gmn(a%’ﬁn’%)
—cot 0 911922933
(Vo) (X1, X5, X2) = —%(911922933)—2 (%)911922933—393377(8%,@,%)
0

2 )

) 911922933 + 2Fxc 911922933

(Vxom)(X3,X0,X2) = fX911922933——goo (

0

(Vx,m) (X2, X1,X3) = aX(gnnggsz) 25(

\M

1 0
_ _ = opt 2
fx 911922933 291177(60’B ’&P)

2 _r 2 _r _r
donde fx = [% + %] %Xe sy fxo = 2:—§Xe rs; y puesto que gi11go2gs3 = 4rirde s sen? 0,
después de simplificar y agrupar algunos términos obtenemos que S7 es de la forma S; =
[XD+ X5+ f3X5 e QYRY),

_477(%)/Bﬂ78%)47‘§7;€_§6(%)
—477(%,611,% 4rdre s Sen2«96(ﬁ 9"
~1287876¢77s sen3000896( 0 ) 2.4
+4cot0+4ﬁ(§fp)ﬁ(ae)
4n ( 9’3 ’6X)4T re Tsﬁ(ax)
_477(3%07611789)7‘ Sen 916(8) 8'7
+128r7r4 X e” 73‘8 sen 9(37‘5 -1)B(5; 0 ) a0
1655 X7 5(83 )

477(&075“,8)()47" re s sen GB(GX)
+12878r0¢7 75 sen 000805(6)()
8(7"“‘+ ) € Tsﬁ(aa)
+ +477(a¢’5’80)r sen’0 3(2) o
~128r7rt Xe” ’s sen 0(37’5 T)ﬂ(ag)

45(ax)ﬂ(39)
| +16 Xe B(ae) ]

S1 =

Si en particular tomamos 3 := dy, la 1-forma se reduce a

b b

T T 8
+ [128TZT4X€_% sen* 0 (3rs — 1) — 16;—;Xe_ﬁ] v

e
Si —[ 1287" rOers sen 00050] 20

X

que en general no se anula.
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Apéndice A

Elementos de Geometria
Diferencial

El propésito de este capitulo es recordar algunas definiciones y propiedades bésicas que
encontramos en el contexto de la geometria diferencial ordinaria (no graduada).

A.1. Conexiones lineales en fibrados vectoriales

Consideremos la categoria de variedades diferenciales con los morfismos dados por
las aplicaciones diferenciables. En particular, el espacio de funciones diferenciables
sobre una variedad M,

C®(M):={f: M - R| f diferenciable}

tiene estructura natural de R-dlgebra asociativa, conmutativa y con unidad, heredada de
la estructura de anillo de R.

Por otro lado, si E = Uzeps Ex =~ M es un haz fibrado vectorial real sobre M (o,
simplemente, un fibrado vectorial reaﬂ), su espacio de secciones diferenciables, denotado
por I'(E) tiene estructura natural de R-espacio vectorial, heredada por la estructura R-
lineal en las fibras, y atin més, ['(E) tiene estructura de C*°(M )-médulo, con accién

C®(M)xT(E) — D(E)
(f,s) — [s

definida por (fs)(z) = f(z)s(x) € E,, © € M. Luego, si el haz tiene rango k, I'(E) es un
C* (M )-mébdulo localmente libre de rango también k, esto es, para una cubierta {Up, }qes de
M trivializante para F, existen secciones linealmente independientes s, ..., s, € I'(Uqy xRF).

Toda variedad diferencial tiene un haz vectorial distinguido, el haz tangente sobre
M, TM — M, que es el haz cuya fibra sobre x € M es el espacio tangente T, M, de modo que
resulta tener rango igual que la dimensién de M. El espacio de secciones, cuyos elementos
son llamados campos vectoriales sobre M, serd denotado por X (M) := I'(T'M). A su
vez, cada campo vectorial X € X(M) puede ser considerado como una derivacién sobre
el algebra de funciones diferenciables sobre M, Der(C*(M)), y de hecho, se tiene una
identificacion

X(M) =Der(C®(M)).

1 . . .
En esta tesis, todos los fibrados que consideraremos son vectoriales reales.
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Ademds de tener estructura de C*°(M)-mdédulo, el espacio de campos vectoriales tiene
estructura adicional de édlgebra asociativa respecto a la composicién (Der(C*(M),o) que
determina por lo tanto una estructura de &algebra de Lie, con el corchete dado por el
conmutador de endomorfismos.

Existen varias construcciones que se pueden realizar a partir de haces dados, donde la
estructura de haz vectorial real es heredada por la estructura F-lineal en las fibras de los
haces originales. A continuacién presentamos algunas de las construcciones que estaremos
utilizando en este trabajo.

Si E - M es un haz vectorial, el haz dual E* - M es el haz cuya fibra sobre el
punto z € M es el R-espacio vectorial dual (E,)*. Asi E* tiene el mismo rango que E. En
particular si E=TM, E* ==T*M se llama el haz cotangente sobre M.

Por otro lado, si E — M tiene rango k, el haz exterior AE : | l,ep(AE)y > M es
el haz cuya fibra sobre 2 € M es el espacio vectorial A (E;) = EB];:O AP(E;), de modo que
tiene rango 2F. Luego, como A(E;) tiene la estructura adicional de dlgebra sobre R con el
producto exterior, el espacio de secciones I'(A F) hereda una estructura de dlgebra con la
operacion

ANT(ANPE)xT(AN"E) — T(APE)
(81782) —>  S1 A S92
inducida por el producto exterior en cada fibra, esto es, tal que (s1As2)(x) = s1(x)Asa(x) €
NPT (E,), © € M. En particular si E =T*M, el espacio de secciones I'(AT* M) se denota
por Q(M) y se llama espacio de formas diferenciales.

Ahora, si E,F - M son dos haces vectoriales sobre M, el haz producto tensorial
E®F — M es el haz cuya fibra sobre x € M es el espacio vectorial E, ® F, que puede
identificarse con el espacio de aplicaciones R-multilineales £, x F,; — R. En general, el haz

producto tensorial de la forma E* ® () QE"®FE® (@) ® E - M, el cual, tiene fibra sobre
el punto = € M dada por el R-espacio vectorial de aplicaciones R-multilineales 7} (E,). En

particular, las secciones en T (E) :=T(E* ® PerebEe Yo R ) reciben el nombre de

campos tensoriales. En general, se define el haz de morfismos Hom(FE, F') como el haz

cuya fibra sobre x € M es el espacio de aplicaciones R-lineales Hom(FE,, F,.), de modo que

podemos identificar Hom(E, M xR) = E* y Hom(FE, F) = E*® F. Finalmente, el espacio de

secciones del haz producto tensorial EQ APT™ M se denota como (M, E) =T'(EQAPT* M)

y sus elementos son las formas diferenciales E-valuadas, donde Q°(M, E) = T'(E).
Sea M una variedad. Una conexién lineal en el haz ¥ — M es una aplicacion

vV: I'(TM)xI'(E) — I'(F)
(X,s) — VxS

con Vx f:= X(f) para toda f e C®(M), tal que para todos X, Y e I'(TM) y 5,5 T'(E):
(i) Es C*(M)-lineal en la primera componente, es decir,

® Vx+v =Vx +Vy
e Vix=fVx

(ii) Satisface la regla de Leibniz en la segunda componente,
° Vx(S-i-g) =Vxs+Vx$s

o Vx(fs)=X(f)s+[fVxs,
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En adelante denotaremos por C(M) a la coleccién de conexiones lineales en E — M.

Recordemos que un conjunto A es un espacio afin sobre el espacio vectorial V si
existe una accién +:V x A - A, tal que para cada x € A fijo, v~ v+ es una biyeccidn, la
cual determina una tnica correspondencia — : AxA — V. Luego, una transformacién afin
F: Ay - A, entre espacios afines Ay, Ao sobre Vi, V5 respectivamente, es una aplicacion de
la forma x — F(x¢) + L(z — z¢) para alguna transformacioén lineal L : V] — V5.

Lema A.1.1. El conjunto C(M) de conexiones lineales en E es un espacio afin modelado
sobre el espacio vectorial Q' (M;End(E)).

Este resultado nos dice que si consideramos V € C(M) y S € Q' (M; End(E)), definiendo

vV+S: I'(TM)xT'(E) — T(E)
(X,s) — Vxs+Sx(s)

resulta que V + .5 es una conexién lineal. Reciprocamente,
V-V e QY(M;End(E)).

Ademas, si consideramos ciertas subclases de conexiones, a saber, la de conexiones
simétricas en F = T'M, la clase de conexiones compatibles con un 2-tensor covariante, y
la clase de conexiones que cumplen ambas propiedades, resultan ser también subespacios
afines [cf. [11]].

Por tdltimo, mencionemos que una conexion lineal V en F fija, induce una conexion lineal
en fibrados construidos a partir de E (que continuaremos denotando por el mismo simbolo,
en un abuso de mnotacién); como ejemplos principales tenemos la conexién inducida en el
dual

(Vxa)(s) = X (a(s)) —a(Vxs) €C* (M) (A1)
para todo s € I'(F), y la inducida en el producto tensorial @ E ®? E*,
(VxT) (o, ...,ap;81,..,8q) = X (T(ai,...,0p;51,...,5))

P
- ZT(al, VX OG...0p; 81, .., Sq)
i=1
q
-Y T (ai,...,0p;51,...V x5;...5¢) (A.2)
i=1

para ai,...,ap €I'(E*) y s1,...,50 e ' (E).
Finalmente, se tiene que la restricciéon de V a I'(AP E) es cerrada, de modo que en
particular define una conexién en el espacio de tensores alternates de tipo (p,0),

V: I(TM)xT(A\PE) — T(APE).

Si consideramos otra conexion de la forma V + S, ésta, induce también conexiones en
los fibrados anteriores.
Establecemos las observaciones anteriores en el siguiente resultado:

Proposicién A.1.2. Si V es una conexién lineal en E y S € Q'(M;End(FE)), entonces la
conexién inducida por V+ S en E* |

V+S: T(TM)xT(E*) — T(E*)
(X, a) — (V+9)xa
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se relaciona con la inducida por V en E* como
(V+8S)xa=Vya—-aoSx,
y la conexién inducida en @ E QY E* por V+ S ,

V+S: (TM)xT! — TF
(X,T) — (V+S)xT

es
(V+9)xT (1, ..., ap; 81, .., Sq)
= (VxT) (o, ...,ap; 81, ..., Sq)

P
+ ZT(al, ey @ 08X, ., 0 ST, e, Sq)
i=1

£S)

=) T(a1, ., 0p; S1, .0y SX Siy -y Sq)- (A.3)
i=1

A.2. El subespacio afin de las conexiones simétricas

Consideremos el caso particular de E = TM. La torsién TV € Q*(M;TM) de una
conexion lineal V en TM, se define en términos del corchete de Lie de campos vectoriales
como

TV(X,Y):=VxY -VyX - [X,Y]. (A.4)

Si TV =0 se dice que V es una conexién simétrica. Denotaremos por S(M) a la coleccién
de conexiones lineales simétricas en T'M.

Por otro lado, si M es una variedad con V € C(M) dada, por el Lema cualquier
otra conexién lineal en M es de la forma V + S, para algin (2,1)-tensor S. En particular de
la definicién de torsién aplicada a V + S, tenemos que TV (X, Y) = VxY +SxY -Vy X —
Sy X -[X,Y]=TV(X,Y)+SxY - Sy X. Asi, la torsién de V y de V + S se relacionan de
la siguiente manera:

TV (X,Y)=TV(X,Y) +SxY - Sy X. (A.5)
Lema A.2.1. [12] La correspondencia

T:C(M) — O(M:TM)
V — TV

define una aplicacién afin, con transformacion lineal asociada

T:QYM;End(TM)) — Q*(M;TM)
S — T(S5)

dada por T(S)(X,Y) := SxY — Sy X, esto es, T es el doble del operador antisimetrizacién
de S.
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Por otro lado, recordemos que una conexién es simétrica si TV = 0. Luego, si denotamos
por Q& (M;End(TM)) = {S € Q' (M;End(TM)) | SxY = Sy X}, de la relacién (A.5)), se

Sim
tiene que si V es una conexion simétrica, la simetria de cualquier otra conexién V + S se
refleja en la simetria del tensor S, esto es, para V e S(M),

V+SeS(M) < SeQ (M;End(TM)). (A.6)
En particular, se cumple que las conexiones simétricas forman también un espacio afin.

Lema A.2.2. El conjunto S(M) de conexiones lineales simétricas en M forma un subes-
pacio affn de C(M), sobre el espacio vectorial Q& (M;End(TM)).

El siguiente resultado nos dice que Sg(M) + @, esto es, que las conexiones simétricas
existen. La prueba consiste en tomar una conexién V fija y ajustarla mediante un factor
de correccién en S € Q1 (M; End(TM)) de tal forma que V + S resulte ser simétrica.

Lema A.2.3. Si V es una conexién lineal en T'M, entonces V — %Tv resulta ser una
conexion simétrica.

Existe una descomposicién de las conexiones lineales en una parte simétrica y una
antisimétrica.

Lema A.2.4. Toda conexién V € C(M) en T'M se puede descomponer de manera tnica
en una parte simétrica y una antisimétrica como
V=V A (A7)
donde V5™ := v - 1TV e S(M) y A:= 3TV € Q?(M;TM). Decimos que V5™ es la parte
simétrica de V y A la parte anitisimétrica. En particular,
VeS(M) siysélosi v=vm (A.8)
Si V es una conexion fija, para cualquier otra V +.5 € C(M), se tiene que (V + S)Sim =
V+S- %TWS, de modo que por 1}
(V+8)Smy VxY +SxY - L(TV(X,Y) + SxY - Sy X)
VY + 1 [SxY + Sy X],

asi, la parte simétrica de V y la de V + S estan relacionadas como sigue:
(V+9)5my = gSmy 4 %[SXY + Sy X]. (A.9)
Lema A.2.5. La correspondencia
Sim:C(M) — S(M)
vV o ySim
define una aplicacién afin, con transformacion lineal asociada

Sim: QY(M;End(TM)) — Q& (M;End(TM))

Sim

dada por Sim(S)(X,Y) = L[SxY + Sy X], esto es, Sim es el operador simetrizacion.

1
2

Maés adelante, en la seccién veremos que si M posee una estructura simpléctica,
Sim se restringe a una biyeccién sobre el conjunto de conexiones que preservan dicha es-
tructura, de modo que se pueden describir todas las conexiones que preservan la estructura
simpléctica mediante S(M).
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A.3. El espacio afin de conexiones compatibles

Recordemos que una conexiéon V en E — M, induce una conexién en el espacio de
tensores tipo (p,q). En términos de esta conexion inducida, tenemos la siguiente definicién:

Definicion A.3.1. Decimos que la conexiéon V en F — M es compatible con el tensor
T e TP si VT = 0. Denotaremos por CT(M) a la coleccién de conexiones compatibles con
T.

Notemos que en particular, la ecuacién (A.3]) que establece que
(V+9)xT (a1, ..., p5 81, .., Sq)
= (VxT) (o, ...,ap; 81, ..., Sq)

P

+ ZT(al, ey 00 Sx i, 03 ST,y Sq)
i=1
q

- ZT(al, ey O STy ey SX Sy ey Sq).
i=1

sugiere que el espacio de conexiones compatibles con T tiene estructura de espacio afin.

Lema A.3.2. El conjunto CT (M) de conexiones lineales compatibles con T € T¢ forma
un subespacio afin de C(M) sobre el espacio de todos los S € Q' (M;End(T'M)) tales que

P q
ZT(ozl, ey 00 SX o, 03 ST, ., Sg) — ZT(al, ey O3 81, .oy SX iy -y Sq) = 0.
i=1 i=1

Estaremos interesados en analizar el caso donde E'=TM y T es un (2,0)-tensor 7. De
hecho, nos restringiremos al caso donde 7 es una métrica o una forma simpléctica en la
variedad M, esto es, donde la estructura 7 tiene propiedades de (anti)simetria. Recordemos
que si M una variedad diferencial,

e Una variedad pseudoriemanniana es un par (M, g) donde g es una métrica Rie-
manniana, esto es, un (2,0)-tensor simétrico no degenerado. Si ademads g es definida
positiva, decimos que (M, g) es una variedad Riemanniana.

e Una variedad casi-simpléctica es un par (M,w) donde w e Q*(M) es no-
degenerada. En el caso donde w es cerrada y no-degenerada decimos que el par (M, w)
es una variedad simpléctica. Llamaremos a w una estructura (casi o pre)-simplécti-
ca en M segin corresponda. Si ademds (M,w) posee una conexién V simétrica y
compatible con w, la terna (M,w, V) se llama variedad de Fedosov.

En estos términos, podemos reescribir el lema precedente como sigue:
Lema A.3.3. [12]

(i) Si (M,g) es una variedad Riemanniana, el espacio CI(M) de conexiones lineales
compatibles con la métrica es un espacio afin sobre

{S e QY(M;End(TM) | g(SzX,Y) +g(X,S,Y) =0}
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(ii) Si (M,w) una variedad (casi)-simpléctica, el espacio de conexiones lineales compati-
bles con la estructura simpléctica C*(M) es un espacio afin sobre

{S e QY(M;End(TM) | w(SzX,Y) +w(X,SzY) =0} = QY (M;sp(TM))
donde sp(T'M) es el subhaz de End(T'M) de morfismos Hamiltonianos.

En el caso de tener una variedad Riemanniana, veremos que podemos describir todas
las conexiones lineales compatibles con la métrica mediante el espacio Q?(M;TM); es-

pecificamente, se tiene una identificacion C9(M) = Q?(M;TM) dada en términos de la
parte antisimétrica de la conexién (ver el Teorema ). Veremos también que en el caso
simpléctico, el espacio C¥ (M) de conexiones compatibles con la estructura simpléctica estd

caracterizado por el espacio S(M), donde la correspondencia C*(M) — S(M) esté dada
por su parte simétrica (ver el Teorema [A.3.7)).

A.3.1. Caracterizaciéon en una variedad Rimenniana y la conexién de
Levi-Civita

El Lema nos dice que la aplicacién T : C(M) — Q?(M;TM) dada por la torsion,
define una transformacién afin. Resulta que la restriccién de T' al subespacio CI(M) es una
biyeccién. La demostracion se basa en el siguiente resultado, de interés por si mismo.

Proposicién A.3.4. Sea (M, g) una variedad Riemanniana.

(i) Si V es compatible con la métrica g, satisface:
29(Z,vxY)
= X(9(Y,2))-Z(9(X,Y)) +Y(9(%, X))
9([X,Y],2) +9([Z, X],Y) - 9([Y, 2], X)
g(TY(X,Y), 2) +g(T¥(Z,X),Y) - g(T"(Y, Z), X) (A.10)

(ii) Reciprocamente, si TV € Q*(M;TM) denota una 2-forma valuada vectorial arbitra-
ria, entonces V definida mediante la ecuacién (A.10)) es compatible con g, y tiene
torsién precisamente TV .

Teorema A.3.5. (cf. [12]) Sea (M, g) una variedad Riemanniana.

T:C9(M) — Q*(M;TM)
vV +— TV

define una correspondencia afin biyectiva. La expresion (A.10]) define una inversa para 7'
En particular, existe una tnica V € C9(M) tal que TV = 0, llamada la conexién de
Levi-Civita, dada explicitamente por

29(Z,VvxY) = X(9(Y,2))-Z(9(X,Y))+Y(9(Z, X))
+g(|:ZaX:|7Y) _g([Y> Z]aX) +g(|:X7Y]vZ)'
(A.11)
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A.3.2. Caracterizacion en una variedad simpléctica.

Se probara ahora una versién analoga del teorema anterior en el caso simpléctico, esto
es, se dard una caracterizacion del conjunto de conexiones compatibles con la estructura
simpléctica, pero ahora, a diferencia del caso Riemanniano, se mostrard que tal coleccion
forma un espacio afin; de hecho se mostrard que existe una correspondencia 1-1 con el
espacio afin S(M ). Para probar esto, se usara el siguiente resultado (observemos la analogia
que tiene con la proposicién dada en el caso Riemanniano).

Proposicién A.3.6. Sea (M,w) una variedad (casi)-simpléctica.

(i) Si V es compatible con w

1
WZTXY) = —Zdo(X,Y,Z) + Z(@(X,Y)) - ([Y, 2], X)]
+w(VIMZ, X)) —w(VERX,Y) - w(VimY, Z) (A.12)
donde d denota la diferencial exterior.

(ii) Reciprocamente, si V5™ denota una conexién simétrica arbitraria, entonces V defi-
nida mediante la ecuacién (A.12) es compatible con w. De hecho su parte simétrica
es precisamente V5™,

Demostracion. .
(i) Sea V compatible con w, esto es, Vw = 0. Entonces

Z(w(X,Y)) = w(VzX,Y)+w(X,VzY),
-X(w(Y,2)) = -w(VxY,Z)-w(Y,VxZ),
Y (W(ZX)) = -w(VyZ X)-w(Z,VyX).

Luego, sumando estas tres expresiones y agrupando términos obtenemos
Z(W(X, Y)) - X(W(Y, Z)) - Y((,U(Z, X))

=w(VXZ+VzX,Y) —w(VXY—VyX,Z) —w(VyZ+Vzlf,X).

Ahora, si multiplicamos ambos lados de la ecuacién anterior por 1/2 y recordamos la
definicién de la parte simétrica de una conexidn, tenemos que

%{Z(OJ(X7Y)) —X(W(Y, Z)) —Y(w(Z,X))}

= w(VimZ-3[X,Z],Y) -w(VxY - VY + 1[X, Y], Z) -w(V§™Z - 1]V, Z], X)
= %{—W([X,Z],Y)—CL)([X,Y],Z)-FCU([Y,Z],X)} .
+w(VIRZ,Y) - w(VxY, Z) +w(VimY, Z) - w(Vi™Z, X)

entonces, despejando w(VxY,Z) de la ecuacién anterior, y usando la antisimetria de w,
resulta
Ww(Z,VxY) = 3{Z(w(X.Y)) - X(w(Y.2)) - Y (w(Z,X))
'H“)([Xa Z]>Y) +w([X7Y]aZ) _w([Ya Z]aX)}
+w(VimZ, X) - w(VimZ V) - w(V5mY, 7).

Podemos reacomodar ahora la expresion del lado derecho de la igualdad para dejarla en
notacién ciclica, usando que . .
viRZ = VI X + [ X, Z]
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para tener

w(Z,VxY) = $H{Z(w(X,Y))- X (w(Y,2))-Y(w(Z X))
+w([Z,X].Y) +w([X,Y],Z) -w([Y, Z], X)}
+w(V3mZ, X) - w(VERX,Y) - w(VimY, Z).

Finalmente, recordando la definicién de diferencial exterior para una 2-forma, se sigue
que
w(Z,VxY) = —3dw(X.Y,Z)+ Z(w(X,Y)) -w([Y, Z], X)
+w(VEmZ, X) - w(VEmX,Y) - w(VimY, 7).

(ii) La prueba es muy similar a la proposicién dada en el caso Riemanniano, solo que
debemos tener en cuenta ahora la antisimetria de w. Sea V € S(M) arbitraria y V definida
mediante la ecuacién (A.12)), esto es,

1
w(Z,VxY) = —5dw(X,Y,Z)+ Z(w(X,Y)) ~w([Y, 2], X)
+w(VyZ, X) -w(VzX,Y) -w(VxY, Z). (A.13)

Afirmamos que V efectivamente es una conexiéon compatible con w, y que tiene parte
simétrica V9™ = v.
Veamos primero que V es conexiéon. Usaremos la propiedad de derivacion de los campos,
la C*°(M)-linealidad de w y dw, y que V es una conexién. Por un lado
w(Z,VsxY)
1
= —5w(fXY,2) + Z(w(fX,Y)) - w([Y, Z], £ X)
+W(Vy Z, fX) ~w(VzfX,Y) -w(ViXY, Z)
1
= —§deJ(X,KZ) +Z(fW(X,Y)) _fw([KZ]aX)
+fw(VyZ, X) ~w(Z(f)X + fVzX,Y) -w(fVxY, 2)
1
= 5fd(X Y, 2) + Z(flw(X,Y) + f2(w(X,Y)) - fu([Y, Z], X)
+fw(§YZ7X) —w(Z(f)X,Y) + fw(ﬁZva) - fw(?XY, Z)
1
= _Efdw(vaaZ) +fZ(W(X7Y)) _fw([YvZ]aX)
+fw(@yZ, X) + fw(@zX,Y) - fw(@XY, Z)
= w(Z, fvxY)

y como w’ : T(TM) - T'(T*M) es un isomorfismo para cada Z, por ser w no degenerada,
se sigue que VyxY = fVxY.

Por otro lado, como ademas w es antisimétrica, usando la propiedad de derivacion del
corchete
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w(Z,VxfY)

= S do(X, Y, 2) + Z(o(X, ) - (Y, 7], X)
1w (Vv Z,X) ~w(VzX, fY) - w(Vx fY, 2)

= ALY, 2) + Z(fw(X,Y)) - w(-Z(f)Y + fIY, 7], X)
o [9y Z,X) ~ (92X, V) ~w(X(F)Y + fxY, 2)

= S fA(XY,2) + Z(F(X,Y) + f2((X, V) 4 (Z()Y, X) - (1Y, 2], X)
9y Z,X) - (92X, V) - (X ()Y, 7) - ful(TxY, Z)

= W(ZX())Y) (7, f9xY)

= w(Z, X(f)Y + fvyY)

y por ser w’ isomorfismo para cada Z, tenemos que Vx fY = X(f)Y + fvxY, con lo que
se prueba que V € C(M).

Para ver que V es compatible con w, debemos comprobar que Z(w(X,Y)) =
w(VzX,Y) +w(X,VzY). Para ésto, aplicamos (A.13)) a cada uno de los términos de la
derecha de esta ecuacién. Por un lado

w(VzX,Y) —w(Y,VzX)
_ %dw(Z, X,Y) - Y (0(Z, X)) +w([X,Y], 2)
~w(VxY, Z)+w(VyZ, X) +w(VzX,Y)

y por otro lado
1
w(X,VzY) = —Edw(Z,Y,X)+X(w(Z,Y))—w([Y,X],Z)
+w(Vy X, Z2) -w(VxZ,Y) -w(VzY, X)

Entonces, sumando las dos ecuaciones anteriores, y usando que V tiene torsién cero (de
modo que por ejemplo VxY - Vy X = [X,Y]) obtenemos
w(VzX,Y)+w(X,vzY)
= dw(Z,X,)Y)-Y(w(Z, X))+ X(w(Z,Y))+w([X,Y],Z)-w([Y,X],Z)
~w(VxY -Vy X, Z)-w(VzY -VyZ,X) -w(VxZY -VzX,Y)
= dw(Z,X,)Y)-Y(w(Z, X))+ X(w(Z,Y))+w([X,Y],Z)-w([Y,X],Z)
-w([X,Y],Z2)-w([Z2,Y],X) -w([X,Z],Y)
= dw(X,Y,Z) -Y(w(Z, X)) - X(w(Y, Z)) +w([X,Y],Z)
+w([Y, Z], X) +w([Z,X],Y)
= dw(X,Y,2)+ Z(w(X,Y)) -dw(X,Y,Z)

= Z(w(X,Y))
de donde se sigue que V es compatible con w.
Finalmente veamos que efectivamente la parte simétrica de V es V. Recordemos que la
parte simétrica de V es
1
2

. 1
vimY = vxY - TV(X,Y) = (VXY + Vy X + [X,Y])
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entonces w(Z, VI™Y) = 2w(Z,VxY) + 3w(Z, Vy X) + 3w(Z,[X,Y]) o bien
2w(Z,V3Y) = w(Z,VxY) +w(Z,VyX) +w(Z,[X,Y])
pero, por (A.13)

W(Z,9xY) = —%dw(X,Y,Z)+Z(w(X,Y))—w([Y,Z],X)
+w(@yZ,X)—w(@zX,Y)—w(ﬁ)(Y,Z)
y también
(2, 9y X) = —%dw(Y,X,Z)+Z(w(Y,X))—w([X,Z],Y)

+w(VxZ,Y)-w(VzY, X) -w(Vy X, Z).
Luego, usando la antisimetria de w y dw, y agrupando términos, y recordando que TV =0

~w([Y,Z], X)) +w(VyZ,X) -w(VzX,Y) -w(VxY, Z)

~w([X,Z],Y) +w(VxZ,Y) -w(VzY,X) -w(Vy X, Z)

+w(Z,[X,Y])

= —w(VzY -VwZ-[2,Y],X)-w(VzX,Y -VxZ-[Z,X],Y)
w(Z,VxY +VyX +[X,Y])

= w(Z,VxY +VyX +[X,Y])

= w(Z,2V5MY)

2w(Z, V™Y

pero la parte simétrica de V es precisamente V pues V € S(M) por hipétesis, de modo que

2w(Z7 V%émy) = 2w(Z7 ﬁ§(lmyv) = QW(Zv §XY)7

luego, como w’ es un isomorfismo para cada Z, se sigue que Vgng =VxY,y como X,Y

se tomaron arbitrarios, concluimos que V5™ = V.
|

Teorema A.3.7. Sea (M,w) una variedad (casi)-simpléctica. Entonces

Sim:C¥(M) — S(M)

V +—
define una correspondencia afin biyectiva. La expresién (A.12)) define una inversa para Sim.
En particular como S(M) # @, existen conexiones compatibles con w.

Demostracién. Del lema (A.2.5) ya tenemos que Sim es una aplicacién afin. Luego, para
ver que es inyectiva usaremos (i) de la proposicién anterior. Consideremos Vv,V € C*(M)
tales que sus partes simétricas coinciden, Vo™ = V5™ Entonces aplicando 1) avyV

w(Z,VxY)

-5 da(X,Y,2) + Z((X,Y) - ([, 2], )]
(VP Z,X) ~w(TEmX,Y) ~ (TR, 2)
= S (XY, 2) + Z(@(X,Y)) - w([Y, 2], X)]

(T2, X) ~w(F5mX,Y) —w(FEY, 2)
= w(Z,VxY)

127



Apéndice A

y como w es no degenerada, w’ : T'(T'M) — I'(T*M) se restringe a un isomorfismo para
cada Z, y concluimos que VxY = VxY para todos X,Y, esto es, V = V y Sim es inyectiva.
Que Sim es sobreyectiva se sigue directamente de (ii) en la proposicién anterior. B

A.3.3. El espacio de conexiones simplécticas

Recordemos que toda variedad Riemanniana tiene una conexién simétrica y compati-
ble con la estructura Riemanniana (Teorema ) En el caso simpléctico no siempre es
posible definir una conexién con las propiedades de la conexion de Levi Civita. Las varie-
dades simplécticas que tienen propiedades analogas a las Riemannianas, en el sentido de
que exista una conexién analoga a la de Levi Civita, reciben un nombre especial. De hecho,
si (M,w) es una variedad simpléctica, decimos que una conexién lineal V es una conexién
simpléctica si es simétrica y compatible con w; en particular una terna (M,w, V) donde
V es una conexion simpléctica se llama variedad de Fedosov.

A.4. Curvatura

Si V es una conexién lineal en E — M, la curvatura RV € Q?(M;End(E)) de V, se
define como
RY(X,Y):=VxVy - VyVx - V[xy]

donde [-,-] es el corchete de Lie sobre X' (M).

Notemos que de la antisimetria del corchete de Lie se sigue claramente que el operador
RV es antisimétrico en las primeras dos componentes. Un calculo directo muestra que
efectivamente RV es tri-lineal.

Si V es una conexion fija en F, y consideramos otra conexion cualquiera, sabemos que
serd de la forma vV +.S. Veamos como se relaciona la curvatura de V y la curvatura de vV +.5:
para X, Y e T'(TM), se tiene que

RVS(X,Y) = (V+8)x(V+8)y —(V+S)y(V+8)x ~ (V+5)[xy]
= (V+8)x(Vy +8y) = (V+S)y(Vx +8x) = Vixy] — Sixv]
= Vx(Vy +8y)+Sx(Vy + Sy)
-Vy(Vx +Sx) - Sy(Vx + Sx)
~Vixy] -~ Sxy)
= RY(X,Y)+[Vx,Sy]+[Sx,Vy]+R(X,Y),
lo cual establecemos en el siguiente resultado:

Lema A.4.1. Si V es una conexién lineal en F, para cualesquier otra conexién V + .5,
RV*(X,Y)=RY(X,Y)+[Vx,Sy]+[Sx,Vy] + R%(X,Y) (A.14)

donde R%(X,Y) := SxSy - SySx — Six,y) € 'End(E) que denotaremos como R® por
analogia al operador de curvatura.

Por otra parte, si V es una conexién lineal en £ — M, notemos que considerando las
conexiones inducidas en E* y en el espacio de (p,q)-tensores @ E ®9 E*, tiene sentido
extender el operador RV(X,Y):TE ->TFE a

RY(X,Y):T(E*) - T(E*)

128



Elementos de Geometria Diferencial

RY(X,)Y): TP - T}

q

Proposiciéon A.4.2. Si V es una conexion lineal en E, para las conexiones inducidas en
E* y Q" EQ®YE*, el operador curvatura cumple que, para o € I'(E*),

RY(X,Y)a=-a(RV(X,Y)").
y para 7 un (2,0)-tensor,
RY(X,Y)r =-7(RV(X,Y)-) - 7(-,RV(X,Y)-). (A.15)
Inmediatamente del resultado anterior se sigue que:

Corolario A.4.3. Si V es compatible con el (0,2)-tensor 7, al ser RV(X,Y)r = 0 para
todo par X,Y e ['(T'M), se cumple que

T(RY(X,Y)s1,89) + (51, RY(X,Y)s2) = 0 (A.16)

para todos si,s2 € I'(E).
En particular si E = TM y T = w es una estructura (casi)-simpléctica, RV ¢
Q2(M;sp(TM)).

Recogemos como referencia dos porpiedades importantes de la curvatura en el caso
E=TM.

Lema A.4.4. (1°-identidad de Bianchi). Si V € S(M) es una conexién en el haz
tangente,
RY(X,Y)Z+RY(Y,Z)X +RY(Z,X)Y =0

para todos X,Y, Z e T'(TM).
En el siguiente resultado, consideramos RV como un (1,3)-tensor.

Lema A.4.5. (2°-identidad de Bianchi). Si V e S(M),

(VxRY)Y,Z)T + (VzRY)(X,Y)T + (VyRY)(Z,X)T = 0.

A.5. El tensor de curvatura

Sea V una conexién en E - M y 7 un (2,0)-tensor. El tensor de curvatura RV ¢
Q?(M; E* ® E*) se define como

RV (X,Y,s1,81) = 7(RV(X,Y)s1, 52)

para todos X, Y e '(TM) y s1,s2 € ['(E).

Como RV es C®-trilineal, también RV lo es en sus primeros tres argumentos; luego
por la antisimetria de RV en las primeras dos componentes, se sigue directamente que RV
es antisimétrico en los primeros dos indices

RV (X,Y,s1,82) = -RV (Y, X, 51, 52). (A.17)
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. . . . T
Finalmente, por la C*™-linealidad de 7 en su segundo argumento, concluimos que RY
también es C*- lineal en su cuarto argumento, de modo que RY'" es C®-lineal en sus
cuatro entradas.

En el caso en que E =TM si Ve S(M), de la 1* Identidad de Bianchi, se tiene que el
tensor de curvatura tiene la siguiente propiedad ciclica en sus primeros tres argumentos:

RV (X,Y,Z,T)+R" (Z,X,Y,T)+ RV (Y, Z,X,T) =0, (A.18)
para todos X, Y, Z, T e '(TM).

Finalmente, veamos cémo se relaciona el tensor de curvatura RV con el de otra
conexién de la forma V = V + S. De la ecuacién 1’ tenemos que RV(X,Y) =
RY(X,Y)+[Vx,Sy]+[Sx,Vy]+R%(X,Y), asf que

RY(X.Y.2T) = r(RV(X.Y)Z,T)

= 7(RY(X,Y)Z,T)
+7([Vx, Sy1Z + [Sx, Vy]Z + R(X,Y)Z, T)
= RV (X,Y,Z,T)+7([Vx,Sy]Z +[Sx,Vy]|Z + R°(X,Y)Z,T)

esto es,

RY(X,Y,2,T) = RV (X,Y,Z,T) + ([Vx,Sy]Z + [Sx,Vy]Z + RS(X,Y)Z, T). (A.19)

A.5.1. Caso Riemanniano

Resumimos a continuacion las propiedades del tensor de curvatura para el caso especial
en que E'=TM y el (2,0)-tensor 7 corresponde a una métrica riemmaniana:

Proposicién A.5.1. Si (M,g) es una variedad Riemanniana y V7 la conexién de Levi-
Civita,
(i) RV (X,Y,Z,T)+ RV (Y, Z, X, T)+ RV (Z,X,Y,T) =0
(i) RV'(X,Y,2,T)=-RV (Y, X,Z,T)
(iii) RV'(X,Y,Z,T)=-RY(X,Y,T,Z)
)

(iv) RV'(X,Y,2,T)=RY(Z,T,X,Y).

A.5.2. Caso simpléctico

Se resumen ahora las propiedades del tensor de curvatura para el caso en el que £ =TM
y el (2,0)-tensor 7 corresponde a una conexién simpléctica. La prueba sigue las lineas del
caso Riemanniano.

Proposicién A.5.2. Sea (M,w) una variedad simpléctica y V una conexién simpléctica.
(i) RV (X,Y,Z,T)+ RV (Y, Z,X,T)+ RV (Z,X,Y,T) = 0
(i) RV (X,Y,Z,T)=-RV" (Y, X,Z,T)
(iii) RV'(X,Y,Z,T)=RV (X,Y,T,Z)
(iv) RY" es completamente cicilico,

RV (X,Y,Z,T)+RY (T,X,Y,Z)+ RV (Z,T,X,Y)+ RV (Y, Z,T,X) = 0.
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A.6. El Tensor de Ricci

Para considerar simultdneamente el caso Riemanniano y el caso simpléctico, sea
T e {g,w}, y sea (M,7,V) una variedad Riemanniana o una variedad de Fedosov. Si con-
sideramos la curvatura RV, que es en particular un (3,1)-tensor, tenemos tres formas de
obtener un endomorfismo de I'(T'M) en I'(T'M) fijando dos de sus entradas, esto es, si
X,Y eI'(T'M) son campos fijos, los siguientes son endomorfismos:

1. RV(wX)Y:Zw~ RY(Z,X)Y
2. RVY(X, )Y :Zw RY(X,2)Y
3. RY(X,Y): Z~RY(X,Y)Z

Analicemos la traza de estos endomorfismos. Primero, notemos que los primeros dos
morfismos estdn relacionados por RV (-, X)Y = —-RV(X,-)Y, entonces también sus trazas
estan relacionadas como

Tr (RY(, X)Y) = -Tr (RY(X,)Y).
y por otro lado, tenemos el siguiente resultado:

Lema A.6.1. Si (M,V,7) es una variedad Riemanniana o una variedad de Fedosov, y
B ={X;} es una base local de campos vectoriales

Tr(RY(X,Y)) =0
Demostracién. Como la base dual de B es precisamente B* = {¥, 7(-, X3 ) 7%},

Tr(RY(X,Y)-) > X[ (RY(X,Y)X;)

S T(RY(X,Y) X, Xi) T
ik

2 EEVT (Xa Y7 Xi7 Xk)’rkl
ik
Si T =g, entonces 77! es simétrica y 7" = 7%, y ademds, de (iii) en la Proposicién
RV (X,Y, Xi, X)) =-RV (X,Y, Xi, X;), por lo tanto
Tr(RY(X,Y)) = 3 2V RY (XY, X;, Xp)7 = = 30 ) RV (X, Y, X, X )7
ik ik
y al renombrar indices i <> k en esta tltima expresién, concluimos que Tr(RV(X,Y)-) = 0.

Por otro lado, Si 7 = w, entonces 77! es antisimétrica y 7 = -7 y ademds, de (iii) en la
Proposicién RV (X,Y,X;, X)) = RV (X,Y, X}, X;), por lo tanto

Tr(RY(X,Y)) = 3 2V RY (X, Y, X;, X)) = = 30 ST RV (X, Y, X, Xi)7™
ik ik
y al renombrar indices ¢ < k en la ultima expresion, concluimos también que
Tr(RV(X,Y))=0. =

Se sigue que sélo uno de los tres morfismos inducidos por RV tiene traza no trivial
en general, lo que da pie a la siguiente definicién: el tensor de Ricci de la variedad
Riemanniana o simpléctica (M, V,7) es el (2,0)-tensor

RicV" (X,Y) := Tr (RV (-, X)Y)

donde RV corresponde a la curvatura de la conexién V.
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A.6.1. Caso Riemanniano.

En particular si (M,g) es una variedad Riemanniana y tenemos una base local de
campos vectoriales, podemos calcular el tensor de Ricci como sigue:

Proposicién A.6.2. Sea (M,g,V) una variedad Riemanniana de dimensién n con V la
conexién de Levi-Civita.

(i) Si{X;}; es una base local g-ortonormal, al ser su dual {g(X;,)}i,

RicV’(X,Y) =Y g(X;, RV(X;, X)Y) = Y RV’ (X1, X, Y, X;).
=1 =1

(ii) Si {X;}; es solo g-ortogonal, al ser su dual {mg(Xi, )}

Ric% (X,¥) = Y —————g(X;, RV (X;, X)Y) = 30—

———RV'(X;,X,Y, X;).
= 9(Xi, Xi) = og(Xi, Xi)™

(A.20)

(iii) En general, para una base local {X;};, al ser su dual {¥;, g(-, X1)g"};
B n n oon on B )
RicV"(X,Y) =Y Y g(RV(X:, X)Y, X1.)g" = 5> 3 RV (X3, X, Y, Xy,)g"".
i=1k=1 i=1k=1

El tensor de Ricci resulta ser simétrico:

Proposicién A.6.3. En una variedad Riemanniana (M, g,V) con V la conexién de Levi-
Civita
RicV'(X,Y) = RicV’ (Y, X).

Demostracién. Sea {X;}7; una base local g-ortonormal. Entonces usando (iii), (ii) y (iv)

de (553).

n

n
Ric"'(X,Y) = Y RV(X;,X,V,X;)=Y -RV(X;, X, X,;,Y)
i=1 i=1
n vg n Vg
= ZE (X7XZ>X27Y)ZEE (XZaY7X7Xl)
=1 i=1

= RicV'(Y, X).

A.6.2. Caso simpléctico.

Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimensién 2n con una conexién simpléctica V.
En particular, si tenemos una base local de campos vectoriales, podemos calcular el tensor
de Ricci como sigue:

Proposicién A.6.4. Sea (M,w) una variedad simpléctica y Vsimpléctica.
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(i) Si {e;, fi} es una base local simpléctica, al ser {e! = ~w(f;,-), f* = w(ei,-)} su dual,

n

RicV" (X,Y) = —iw(fi,R(ei,X)Y)+Zw(ei,R(fi,X)Y)
i=1 i=1
= SRV (e XV ) - SR (X Yie). (A2l
=1 =1

(ii) En general, para una base {X;}, al ser su dual {3, w(-, X;)w"};

n n . n n w .
Ric"" (X,Y) = 3 > w(RY (X;, X)Y, Xp)w™ = 3" 5" RV (X, X, Y, X ).
i=1k=1 i=1k=1

Veremos que también en el caso simpléctico, el tensor de Ricci es simétrico.

Proposicién A.6.5. En una variedad simpléctica (M,w) con V simpléctica
RicV"(X,Y) = Ric" (Y, X).

Demostracién. Sea {e;, f;}1; una base local simpléctica. Entonces
Rin (X7Y) = ZEV (eiaXa}/afi)_ZEv (fi?vaaei)
i=1 i=1

pero por (i) en (A.5.2)

RY" (i, X,Y, fi)
~RV(fi, XY, e;)

—va(Y7 €i,X, fl) _va (Xa Ya €i, fl)v
RY'(Y, fi, X,e:) + RV (XY, fi e;)

de modo que, sumando estas expresiones y aplicando (iii) y (ii) de (A.5.2))

~RY"(Y,ei, X, fi) - R*(X,Y, e, f;)
+RY"(Y, fi, X,e;) + BV (X,Y, fi, e;)
= RV (Y,ei, X, f;) + RV (Y, fi, X, e;)
= RV (e, Y, X, fi) - RV (.Y, X, &)

va(ei,X,Y,fi) _va(fi7X7Y7ei)

por lo tanto

w

RicV" (X,Y)

s

S
1l
—_

RV (e, X,Y, ) - > RV (fi, X,Y, &)
=1

M=

S
I
—_

va(ez’,Y,X; fz) - Zva(fi7Y7X7ei)
=1

= RicV (Y, X).
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A.6.3. Punto de vista matricial

Puesto que la traza de un endomorfismo H : V — V se puede calcular en términos
de una base dual o de su matriz asociada (H)p en una base arbitraria B = {v;}, Tr H =
i v*(H(v;)) = Tr(H)g, podemos escribir también el tensor de Ricci analizado en la
seccién [A.Glen términos matriciales. Para considerar simultdneamente el caso Riemanniano
y el caso simpléctico, (M, 7,V) denotard ya sea una variedad Riemanniana con la conexién
de Levi-Civita, 6 una variedad de Fedosov.

Observemos que si H : V' — V es una aplicacién F-lineal,

TrH = Zv”(H(vz))

para B = {v1,...,u,} base de V, y si ademaés se tiene una forma F-bilineal no degenerada 7
definida en V', como ' ‘
o = D7)

k
entonces

TTH = Z;T(H(vi),vk)Tki:Tr{( T(H(vi), v)).. (T)B} (A.22)

Aplicando lo anterior al morfismo H := RV (-, X)Y, tenemos la siguiente expresién ma-
tricial para el tensor de Ricci, que puede ser til para calcular si no tenemos explicitamente
una base dual de B, pero conocemos la matriz no singular asociada a 7:

Proposicién A.6.6. Sea 7 una métrica Riemanniana o una forma simpléctica. Si B = { X;}
es una base local de campos vectoriales y H = RV (-, X)Y

V' (X,Y) =T, (H)p=Te{( RV (X;, X,Y, X)), (T)g }- (A.23)

Notemos que si en particular, 7 = g es una métrica, del resultado anterior se deducen
las expresiones de la Proposicién por ejemplo, en una base local g-ortonormal, la
matriz (g)5" es la matriz identidad pues (¢)s lo es, y por lo tanto

n
Ricvg (va) = ZEVQ (Xi7X7 Y7 X’L)
i-1
En el caso de que 7 = w es una forma simpléctica, del resultado anterior se deducen las
expresiones de la Proposicién por ejemplo, en una base simpléctica,

-1
4 (0 1) (0 -Id
(W)B B (_Id 0) B (Id 0 )2n><2n

o [[B7 (X Yiep), (B (e XY, [)), (0 —Id)
BV (X Yey),, (B (i, XY, f7)),;J\1d 0
. (RY(ei, X,Y, 1)), = (RY (e, X, Ysey)),,

VR (i, XY, f)),. - (RY(fi. X, Ye]))

E €Z7X7Kfi) Zva(fi,X,Y,ei)

i=1

de modo que

RicV" (X,Y)

%

<5

]

M=

I
—_

)

que es precisamente la ecuacién (A.21]).
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Lema A.6.7. Sea 7 una métrica Riemanniana o una forma simpléctica. Si B = {X;} es
una base local de campos vectoriales

Tr{( RV (X,Y, Xs, X)), ()5 } = 0. (A.24)
Demostracién. Haciendo H := RV (X,Y)- en se tiene que
(H)g = (R (X,Y,X;,X1)), ("5 -
Pero, si T = g, entonces la matriz
(RV(X,Y, X, Xi) ),
es antisimétrica (por (iii) en y la matriz
(N5
es simétrica; y en el caso de que 7 = w, entonces la matriz
(RY (XY, Xi, X)),
es simétrica (por (iii) en y la matriz
(M5

es antisimétrica. Asi, en cualesquiera de los dos casos 7 € {g,w}, la matriz (H)p es el
producto de una matriz simétrica por una antisimétrica, de modo que tiene traza cero. H

Este resultado comprueba matricialmente, que en particular de los tres morfismos
1. RV(wX)Y:Zw~ RY(Z, X)Y
2. RV(X,)Y :Z+ RV(X,2)Y
3. RY(X,Y): Z~ RV(X,Y)Z
el tercero tiene traza cero, como se esperaba del calculo que se realizé en las secciones

y Del mismo modo, se puede probar con esta técnica que el tensor de Ricci es

siempre simétrico.

A.7. Curvatura escalar

Hasta ahora, hemos visto definiciones que aparecen tanto en el contexto de variedades
Riemannianas como en el de variedades simplécticas, asi como propiedades muy similares
que se cumplen en los dos casos. Veremos ahora que la curvatura escalar, que se define a
partir del tensor de Ricci, no es interesante en el caso simpléctico debido a que resulta ser
trivial, cosa que no sucede para variedades Riemannianas en general.

En adelante, para considerar simultaneamente el caso Riemanniano y el caso simplécti-
co, (M,7,V) denotard ya sea una variedad Riemanniana con la conexién de Levi-Civita,
6 una variedad de Fedosov. Si consideramos el (2,0)-tensor de Ricci, y consideramos los
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morfismos inducidos Ric’ : (T M) - T'(T*M) y vt : T(T* M) - T'(T M), entonces tenemos
un endomorfismo bien definido

o Ric’ : T(TM) - T(TM).

Se define la curvatura escalar de (M,7), donde 7 es una métrica o una estructura
simpléctica, se define como
Scal(M) := Tr (7 o Ric")

Teorema A.7.1. Si (M,w) es una variedad simpléctica
Scal(M) =0

Demostracién. Sea {e;, f;}-; una base local simpléctica. Como su base dual es precisa-
mente

e=—w(fi,) vy fle=wlen) Vi=1,..n,

entonces,

Scal(M) Tr(w! o Ric")

= DA Ric(en ) + 3 AR )

= —iw(fi,wu(Ric(ei,-)))+ w(ei,wﬁ(Ric(fi,-)))

n
i=1

luego, por definicién de la inversa de w! y la simetria de Ric, se sigue que

Scal(M)

—iRic(ei, fi)+ iRic(fi,ei)

n n
- > Ric(fi,e) + > Ric(fi, )
i=1 i=1
= 0.
Por lo tanto, Scal(M) = 0 para toda variedad simpléctica M. W
En el caso Riemanniano, como es bien sabido, en general Scal(M') no es cero.

Proposicién A.7.2. Sea (M,g,V) una variedad Riemanniana de dimensién n con V la
conexién de Levi-Civita.

(i) Si{X;}"; es una base local g-ortonormal, al ser su dual {g(Xj,-)}

Scal(M, g) = Y Ric(X;, X;).
i=1

(i1) Si {X;}; es s6lo g-ortogonal, al ser su dual {mg(Xi,-)}i,

Scal(M, g) = i

1
. Ric(X, Xi).
i=1 g(X’La X’L)
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(iii) En general, para una base local {X;};, al ser su dual {3, g(X,-)g*}:,

Scal(M, g) = i

————Rice(X;, X5).
i=1 9(Xi, Xi)

Demostracién. Si {X;}"; es una base local g-ortonormal, entonces su dual estd dado por
{9(Xi,-)}~,, y por lo tanto

Scal(M) Tr(g" o Ric")

_ ig(xi,gumc(xi,-»))
= iRﬂXW&)
=1

La segunda afirmacién en el teorema se sigue del hecho de que en ese caso
n
{g(X,—l)(,)g(Xi,-)}. L la base dual a {X;}. &
(Rt 1=

A.7.1. Punto de vista matricial

Consideremos ahora (M, 7) una variedad Riemanniana ¢ una variedad simpléctica, y
consideramos los (2,0)-tensores Ric y 7, y sus morfismos inducidos Ric’,r!. Entonces, la
matriz asociada al morfismo H := 7! o Ric’ : (T M) - T'(T M) en una base B es

b -1t . t
(H)p =14 (Rlc )B = (1) (Ric)z".
y tenemos la siguiente expresién matricial para la curvatura escalar:

Proposicién A.7.3. Sea 7 una métrica Riemanniana o una forma simpléctica. Si B = { X;}
es una base local de campos vectoriales y H = 7 o Ric’

Scal(M) = Tr (H)g = Tr { (r)g" " (Ric),'}. (A.25)

En particular, en el caso de que 7 = w es una forma simpléctica, (7');:,1 " es una matriz
antisimétrica, pues (7)5 lo es, y como ademés (Ric)," es una matriz simétrica, por ser Ric
simétrico, se sigue que (H)g es el producto de una matriz simétrica por una antisimétrica,
por lo que tiene traza cero. Asi, tenemos un argumento matricial que comprueba el Teorema
de la seccién [A.7] que enunciamos nuevamente a continuacion:

Teorema. Si (M,w) es una variedad simpléctica

Scal(M) = 0.

En el caso Riemanniano en general Scal(M) no es cero, pues si 7 = g es una métrica
1t NPT . T
()5 resulta ser simétrica y Scal(M) es la traza del producto de dos matrices simétricas,

lo cual en general no se anula.

137



138



Apéndice B

Variedades de Weyl

Dado que los ejemplos explicitos de supercurvatura escalar simpléctica que presen-
taremos se dan en el contexto de las variedades de Weyl, en este apéndice recogeremos
algunos célculos en esta clase de variedades que seran utilizados en el capitulo dedicado a
los resultados principales.

B.1. Variedades de Weyl

En esta seccion se introducen y se analizan ciertas conexiones llamadas de Weyl, que
aparecen en el contexto de variedades conformes. A diferencia del caso de las variedades
Riemannianas y simplécticas, en una variedades de Weyl la conexién no necesariamente es
compatible con la métrica. El anélisis aqui presentado estd basado en [1].

Dos métricas g,g sobre la variedad M se dicen métricas conformes si existe h «
C>= (M) tal que g = elg.

La relacién “ser conformes” define una relacién de equivalencia: g ~ g ya que ¢ = €’g:
si § ~ g entonces § = e”g, o bien, e™§ = g de modo que g ~ §; y finalmente, si g~ gy g~ §
como §=egy g=elg, entonces §=eel§=e"7g asi que g~ g.

Si M denota una variedad diferencial, estableceremos las siguientes definiciones:

e Una variedad conforme consiste de un par (M, c) donde ¢ es una clase conforme
de métricas Riemannianas.

e Una conexién de Weyl V" sobre una variedad conforme (M, c) es una conexién
lineal en el haz tangente T'M tal que

(i) Es simétrica

(ii) Preserva la clase conforme, esto es, para cada g € ¢, existe 0, € QY(M) tal que
vWyg= 0y®g.

e Una variedad de Weyl (M, c,v"") consiste de una variedad conforme con una
conexién de Weyl VW' definida sobre ella.
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A partir de una variedad Riemanniana (M, g) podemos inducir estructuras de Weyl
que de hecho preservan la clase conforme de la métrica g; a saber, para cada 0 # 6 € Q' (M)
fija, V definida como

1
V:=V9—§{9®Id+1d®9—g®0#}

donde VY corresponde a la conexién de Levi-Civita asociada a ¢, define una conexién de
Weyl. Para comprobar ésto, notemos primero que V es una conexién pues claramente

S = —%{0®Id+1d®9—g®9#}te(M;End(TM)) (B.1)

por la C*°(M)-linealidad de 0 y de g.
Ahora, para comprobar que efectivamente V es de Weyl, notemos que por la simetria
de g, se tiene que S es simétrico, y por lo tanto de la ecuacién (A.5|)

TV =T + 8§xY - Sy X =T =0

y V es simétrica.

Comprobemos ahora que efectivamente V preserva la clase conforme de la métrica g.
Para ésto consideremos primero la misma métrica g. Por la ecuacién , y recordando
que VY es compatible con g, tenemos que

(Vxg)(Y,Z) = (V%9) (Y, Z) - g(SxY, Z) - g(Y,S5x Z) = —g(SxY, Z) - g(Y,5x Z)
y por lo tanto,

(@Xg)(y’ Z)

-9(SxY,Z) - g(Y,Sx Z)
—g(—% (0(X)Y + X6(Y) - g(X.Y)0% ), 2)

g(Y, —% (6(X)Z + X0(Z) - (X, 2)0%))

S {0(X)9(¥.2) + 07 )g(X, 2) - g (X, ¥ )g (0%, 2)
+0(X)g(Y. 2) +6(2)g(Y. X) — g(X, Z)g(Y,67)}

y como

g(0", A)=0(A) para todo AeI'(TM)

(ﬁXg)(Y; Z)

% {20(X)g(Y, 2) +0(Y )g(X, Z) - 9(X,Y)0(Z)
+0(2)g(Y, X) -9(X,Z2)0(Y)}
= 0(X)g(Y, 2)

y por lo tanto
Vg=0®yg. (B.2)
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Ahora, consideremos cualesquier § ~ g, digamos § = e’g, entonces, usando que V satisface
la regla de Leibniz en su segundo argumento, y la relacién (B.2]) obtenida anteriormente,

@X(ehg)

= X(eh)g—i-eh@Xg

= de"(X)g+e"(0(X)g)
= edn(X)g+e(0(X)g)
= (dn(X)+6(X))e"g
= (dh(X)+0(X))g

Vxg

por lo tanto,
Vi=(dh+0)®]3.

Como ¢ se tomdé arbitraria en la clase conforme de g, se sigue que V preserva la clase
conforme. De lo anterior, concluimos que efectivamente (M,[g],V) es una variedad de

Weyl.

B.2. Curvatura de una variedad de Weyl

A continuacion, veremos cémo se relacionan los objetos geométricos asociados a una
conexién de Weyl V" inducida sobre una variedad Riemanniana (M, g), con los definidos
para la conexién de Levi-Civita VY.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana con conexién de Levi-Civita V9. De la relacién

1) se tiene que para VW = v9 + S,
w
Rv (X,Y) = Rvg(X7Y) + [VgXaSY] + [SXv ng] + RS(va);

analicemos la 2-forma con valores en End(T'M) dada por [V¥%, Sy]+[Sx, V{ ] +R3(X,Y),
sabiendo que S es de la forma (B.1). Por un lado, para cada Z e I'(T' M),

[V%.Sy1Z = V%(SyZ)-Sy(V%Z)
= v% (—% {0()Z2+Y0(2)-g(Y, Z)aﬁ})
_ (-%) (0(Y)V%.Z + YO(V%.Z) - g(V, V% 2)6)
= (T (00 2) + T (O2)Y) - T (907, 2)6)
—0(Y)V%Z - 0(V5 Z2)Y +g(Y, V% Z)0'}
= —%{X(G(Y))Z+9(Y)V§(Z+X(0(Z))Y+0(Z)V§(Y

-X(g(Y,2))0" - g(Y, Z)V50" - 0(Y )V Z - 0(V% Z2)Y
+9(Y, V% 2)0'}

_ —% [X(0(Y))Z + X(0(2))Y +0(Z)VEY - X (9(Y, Z))6!
-g(Y, Z)V50" - 0(V% 2)Y +g(Y, V5% Z)0'} . (B.3)
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Por otro lado, para analizar el término [Sx, VY] observemos que como [Sx,V{] =
-[VY,Sx], usando la ecuacién (B.3) tenemos que para todo Z e I'(T'M),

[Sx,VY]Z =

% {Y(OX))Z+Y(0(2)X +0(Z)vi X - Y (9(X, Z))o"

~9(X, Z2)V0" - 0(VL.Z2)X + g(X, Vi 2)0"} .

Ahora, por definicién de S,

RY(X,Y)Z

Sx(SvZ) - Sy (SxZ) - Sixy1Z
—% {6(X)SyZ + X0(SyZ) - g(X, Sy 2)6"}

) (_%) {0(Y)SxZ +Y0(SxZ) - g(Y,Sx Z)0'}
- (_l) {0(X,YDZ+[X,Y]0(Z) - 9([X,Y], 2)0*}
{ 6(X) (—%) (0(Y)Z +Y0(2) - (Y, 2)0")

+X9( ) {60 Z +Y0(Z) - g(Y, 2)9"})

NJI»—\N’“—‘

) {0()Z2+Y0(2) - g(Y,Z)0'})6!

[y

—9(Y)

([

)
+g(Y, (-1){9()( )Z + X0(Z) - g(X, Z)6"})6!
D

(-
-9(X, (
(

__) {0(X)Z + X0(Z) - g(X, 2)0"}

[\

{6(X)Z+X0(Z)-g(X, Z)eﬂ})

-0([X.YZ-[X,Y]0(Z) +g([X.Y],2)0" }

y usando la C*-linealidad de 6 y de g,

RY(X,Y)Z

i {0(X)O(YV)Z +6(X)0(Z)Y - 0(X)g(Y, Z)6"

+0(Y)O(Z2)X +0(Y)O(2)X - g(Y, 2)0(6") X
-0(Y)g(X, 2)6" - 0(Z2)g(X,Y)0" + g(Y, Z)g(X,6")0"
-9(X)0(Y)Z -0(2)0(Y)X + g(X, Z)0(Y )6
-0(2)0(X)Y -0(X)0(2)Y +9(X, Z2)0(0")Y

+0(X)g(Y, Z2)0" + 0(Z)g(Y, X)0" - g(X, Z)g(Y,0")0" }

_% {-0(X.YDZ - [X,Y10(Z) + 9([X,Y], 2)6"}

i {0(V)0(2)X - (Y, Z)X0(6") - 0(Y )g(Z, X)0"

—0(X)0(Z2)Y +g(X,Z)YO(0") +0(X)g(Z, V)" }

+% (XY Z + [X,Y10(Z) - g([X, Y], 2)6'}

y entonces, para cada Z € ['(T'M)
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[V%,Sy]Z +[Sx,Vi1Z + R¥(X,Y)Z

= —% {X(0(Y))Z-Y(6(X))Z-0([X,Y])Z
+0(Z)V5Y -0(Z)Vi.X -0(Z)[X,Y]

YX(0(2))Y - 0(Ve )Y + %H(X)G(Z)Y - %g(X, 2YY0(0h)

Y (0(Z)X + (V. 2)X - %G(Y)G(Z)X . %g(Y, 2)X0(6)
-X(g(Y,2))0" + (Y, V5% Z)0" + Y (9(X, Z2))0" - g(X, V4. Z) 6!
+o([X,Y], 2)6" + %H(Y)Q(Z, X)! - %G(X)g(Z, V)6l

-9(Y, Z)V50" + g(X, Z)vi0'}

pero como TV (X,Y) =0y v%9(Y,Z)=0=v%g(X,Z),y usando la expresién para V90,
tenemos que

(V% Sy]Z +[Sx,V{]Z + RS (X,Y)Z
_ —% (dO(X,Y)Z
(V9.0)(2)Y + %O(X)G(Z)Y - %g(X, 2)Yo(6")
~(VUO(2)X ~ LOONID)X + gV, Z)X0(6")
~g(V% Y, 2)0" + (VL X, Z)6!
+g([X,Y], 2)0" + %Q(Y)g(Z,X)G“ - %Q(X)g(Z,Y)G“
~9(Y, Z)V%6" + g(X, 2)v§.6'}
o bien,
(V% Sy1Z +[Sx,VL1Z + R¥(X,Y)Z
_ —% (dO(X.Y)Z
; ((vgfe)z + %Q(X)Q(Z) _ %g(X, Z)e(eﬂ)) y - %H(X)g(Z,Y)O“ + (X, 2)v5.6!
_ ((vgye)z . %H(Y)H(Z) - %g(Y, Z)e(eﬂ)) X+ %Q(Y)g(Z,X)G” gy, Z)vg(eﬁ} .
(B.4)

Entonces, como RV (X,Y) =RV (X,Y) + (V% Sy]+[Sx,Vi]+ R%(X,Y), los célculos
anteriores comprueban el siguiente resultado:

Proposicién B.2.1. Si V" es una conexién de Weyl sobre la variedad Riemanniana
(M, g), la curvatura de V" y la curvatura de la conexién de Levi-Civita V9 se relacionan
como sigue,
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RV (X,Y)Z
= RY(X,Y)Z- %{d&(X, Y)Z
; ((vg(e)z . %9(){)9(2) _ %g(X, Z)a(eﬁ)) Y + (X, 2)v0.6' - %H(X)g(Z, V)t

- ((vgye)z . %9(1/)9(2) _ %g(y, Z)0(0”)) X — g(Y, 2)v%60 + %Q(Y)g(Z, X)eﬂ} .

O bien, podemos reescribir la ecuacién del resultado anterior como
1 . .
RV (X,Y)Z=R"(X,Y)Z - 3 {d0(X.Y)Z+T(X,2,Y)-T(Y, Z,X)}

donde T es el tensor

) 1 1 1
T:=V99®Id+§9®0®Id—§g®1d®«9(0ﬂ)—§9®g®0ﬂ+g®V99ﬂ.

Por otro lado, por mencionar algunas de las propiedades de la curvatura RVW, tenemos
que
w w
RV (X,Y)=-RV (Y,X)

y por ser VW simétrica y lineal sobre el haz tangente, satisface la identidad de Bianchi
RVY(X,V,2)+ RV (Y, Z2,X)+R"" (Z,X,Y) =0
y también la segunda identidad de Bianchi
W v W v W pvW -
(VX RV Y. Z2)T+(VZRY )X,Y)T+(Vy RV )(Z,X)T =0.
Finalmente presentamos la siguiente propiedad de la curvatura que nos servirda para
analizar las simetrias del tensor de curvatura para una conexién de Weyl:

Lema B.2.2. Si V" es una conexién de Weyl sobre la variedad Riemanniana (M, g),
entonces

RV (X,Y)g=d0(X,Y)g
y en particular, de (A.15])

9BV (X,Y)Z,T) = -g(RY (X,Y)T, Z) - d0(X,Y)g(Z.T).
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Demostracion. Si consideramos un par Z,T € I'(T' M) arbitrarios,

RV (X,Y)g)(2,T)

(VY VW92, T) - (VWYX (Z,T) = (Vx19)(Z,T)

= X(VWWg(Z.T))-vy g(VX Z.T) - vy g(Z,vXT)
~Y/(VX9(Z2,7)) + VX g(Vy Z,T) + VX 9(Z, vy T)
-(Vixy19)(Z,T)

= X(0(YV)9(2,7))-0(Y)g(VX Z,T) - 0(Y)g(Z, VX T)
~Y (0(X)g(Z,T)) +0(X)g(Vy Z,T) +6(X)g(Z, vy T)
-0([X,Y])g(Z,T)

= X(0(Y))g(Z,T)+6(Y)X(9(Z,T))
~Y (6(X))g(Z,T) - 60(X)Y (9(Z,T))
-0(Y){g(VX Z,T) +g(Z,vXT)}
+0(X) {g(VW Z,T) + g(2,v{¥ T)}
-0([X,Y])g(Z,T)

= dO(X,Y)g(Z,T)+0(Y)X(g(Z.T)) - 0(X)Y (9(Z,T))
-0(Y){X(9(2,7)) - (V¥ 9)(Z,T)}
+0(X){Y (9(Z,T)) - (Vy 9)(Z,T)}

= dO(X,Y)g(Z,T)+0(Y) (VY 9)(Z,T)
-0(X)(Vy 9)(Z,T)

= dO(X,Y)g(Z,T)+60(Y)0(X)g(Z,T)
-0(X)0(Y)g(Z,T)

= dA(X,Y)g(Z,T)

de modo, que efectivamente RV (X,Y) es el multiplo de la métrica g dado por df(X,Y)g.
Luego, de (A.15))

~9(RY" (X,Y)T,Z) - (R"" (X,Y)g)(Z,T)
~g(RY" (X,Y)T,Z) - do(X,Y)g(Z,T).

g(RV" (X,Y)Z,T)

B.2.1. Propiedades del tensor de curvatura

El tensor de curvatura de una variedad de Weyl respecto a la métrica g, la cual proviene
de una variedad Riemanniana (M, g) es el tensor

R 9(X,Y.2.T) = g(R"" (X,Y)Z.T).
En particular, por
RV (XY, 2,T) = B (X,Y, 2,T) + g([Vx,Sv1Z + [SxVy]Z+ R¥(X,Y)Z, T)

donde por el dltimo término del lado derecho es
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9([Vx,Sv1Z +[SxVy]Z+R*(X,Y)Z, T)
= {d0(X,V)g(2,T)
+((%0)7 + 300)0(2) - 39(X, 2)000)) o(v.T)
-SOC0(Z,Y 908, T) + (X, 2)g(404,T)
(w8024 3000)0(2) - 5907, 2)0(6") ) o(X.T)
+50(V)g(Z,X)g(8".T) - 9(¥. 2)g(v46'. 7))

o bien, como g(#",T) = 0(T), y por ser Vg =0, para todo A e T'(T M)

g(V4ohT) = A(g(0". 1)) - g(6",v%T)
= A(6(T)) -6(v%T)
= (V90T (B.5)

9([Vx, Sy]Z +[SxVy]Z + R¥(X,Y)Z, T)
= {dBCX Y)g(2,T)
+((v%0)7 + 300)0(2) - 39(X. 2)0(0)) 9(v.T)
—%H(X)g(Z, Y)O(T) + g(X, Z)(V§.0)T
~((v80)2+ 500)0(2) - S9(v. 20000 ) o(X. 1)

#5009 Z,X00(T) 9(¥. 2)(V40)T

y reacomodando términos

9([Vx,Sy]Z +[SxVy]Z+R5(X,Y)Z,T)
= (A8 Y )g(2,T)
+ ((vg 0)7 + 6(X)0(Z) - Sg(X, Z)e(eﬁ)) (Y, T)
(w012 + ;eme(Z) - SV 2)06h) 9(X.T)
((vg 0T + ;G(X)G(T))Q(Z Y)
+ ((vg 0)T + ;Q(Y)Q(T)) (X, Z)},
y asf, como

RY9(X,Y,Z,T) =R (X,Y,2,T) +g([Vx,Sy]Z + [SxVy]Z + RS(X,Y)Z, T)

el tensor de curvatura respecto a V" tiene la forma que se presenta en el siguiente resultado:
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Proposicién B.2.3. Sea V" una conexién de Weyl sobre la variedad Riemanniana (M, g).
Entonces el tensor de curvatura de V" respecto a g, y el de la conexién de Levi-Civita V9
se relacionan de la siguiente manera:

RV (X,Y,2,T)
- RY'(X,Y,Z,T)
-5 d8(X, Y )g(2,T)
+ ((vg(e)z + S0C0(Z) - Zg(X. Z)e(eﬂ)) (Y, T)
(w4012 + 50010(2) - S9(v. 20000 ) o(X.T)
~(wgorr+ %H(X)H(T)) AS

. ((V?,G)T ; %O(Y)H(T))g(X,Z)}. (B.6)

Resumiremos ahora las propiedades del tensor de curvatura para el caso especial de
una conexion de Weyl sobre una variedad Riemanniana. Es de esperar analogias con el
caso Riemanniano y simpléctico de aquellas propiedades que dependen sélo de la simetria
de una conexion, mas no las que dependen de la compatibilidad con la métrica o la forma
simpléctica.

En particular, observemos la analogia de las propiedades de simetria del tensor de
curvatura Evg para la conexion de Levi-Civita de una variedad Riemanniana, con el tensor
de curvatura BVW para conexiones de Weyl cuya 1-forma 6 es cerrada:

Proposicién B.2.4. Para una variedad Riemanniana (M, g) con una conexién de Weyl
de la forma V"V =0 ® g,

() RV (X,Y,Z,T)+R" (Y, Z,X,T)+R"" (Z,X,Y,T) =0
(ii) RV (X,Y,2,T) =-RY" (Y, X, Z,T)
(iii) RV (X,Y,Z,T) =-RY" (X,Y,T,Z) - d0(X,Y)g(Z,T)
(iv) RV (X,Y,Z,T)
= RV (Z,T,X,Y)

1 (-do(Z,X)g(T,Y) - do(X,T)g(Y,Z) +d0(X,Y)g(T, 2)
T2 =dO(T,Y)g(Z,X) +do(T, Z)g(Y, X) - dO(Y, Z)g(T, X)

Concluimos que el tensor de curvatura para una conexiéon de Weyl tiene las mismas (an-
ti)simetrias que el tensor de curvatura correspondiente a la conexién de Levi-Civita, si y
sélo si 0 es cerrada.

Demostracion.
1 € S1gue directamente de la primera identida € lancnl que satistace ue es
(i) Se sigue direct te de la pri identidad de Bianchi q tisface VWV g

simétrica.
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(ii) Se sigue del hecho de que el operador RV es antisimétrico en sus primeras dos com-
ponentes para toda conexién V.

(iii) Se deduce directamente del Lema pues

g(R7 (X.Y)Z.T)

= —g(R7(X.Y)T.2) - d8(X.Y)g(Z,T)
= BV (X.Y.T.2) - d0(X.Y)g(Z.T).

RV (X,Y,Z,T)

(iv) Aplicando (i) repetidas veces obtenemos las siguientes cuatro ecuaciones

RV (Y,Z,X,T)+R"" (X,Y,Z,T)+R"" (Z,X,Y,T)
RV (2, X,T,Y)+R"" (T, 2,X,Y)+R" (X,T,Z,Y)
RV (X, T,Y,2)+R"" (V,X,T,Z) + R"" (T,Y, X, Z)
RY(T,Y,2,X)+R"" (2,1.Y,X)+R"" (Y,Z,T,X)

0
0
0
0

pero por (iii) la segunda de ellas es quivalente a
-RY"(Z,X,Y,T) - d0(Z, X)g(T,Y) + R"" (T.Z,X,Y)
RV (X,T,Z,Y) =0
y por (ii) y (iii) la tercera es equivalente a
- RV (X.T.2Y)=d0(X,T)g(Y.Z)+ R"" (XY, Z,T)
+ dO(X,Y)g(T,Z)+ RV (T,Y,X,Z) =0
y la cuarta equivalente a

~RV"(T,Y,X,2)-d0(T,Y)g(Z,X) +R"" (T, Z,X,Y)
+dd(T, 2)g(Y, X) - RY" (Y, Z,X,T) - d6(Y,Z)g(T,X) =0,

y entonces, sumando las cuatro ecuaciones, podemos cancelar varios términos hasta
obtener que

2RV (X,Y,2,T)+2R" (T,Z,X,Y)

= di(Z, X)g(T,Y)+d0(X,T)g(Y,Z)-do(X,Y )g(T, Z)
+d0(T,Y)g(Z,X)-do(T,Z)g(Y,X) +do(Y, Z)g(T, X)

0 equivalentemente,
R (X,Y,Z,T)

- RV (Z,T,X,Y)
1 (-d6(Z,X)g(T,Y) - do(X,T)g(Y, Z) + dO(X,Y)g(T, Z)
"2 {—d@(T, Y)g(Z,X) +d0(T, Z)g(Y, X ) - do(Y, Z)g(T,X)}
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B.3. El tensor de Ricci en una variedad de Weyl

Sea (M, g) una variedad Riemanniana con una conexién de Weyl tal que vVg=6® g.
Si consideramos la curvatura RV de VW, que es en particular un (3,1)-tensor, tenemos
las siguientes tres formas de obtener un endomorfismo de I'(T'M) en I'(T'M) fijando dos
de sus entradas:

L RV (,X)Y:Zw RV (Z,X)Y
2. RV (X, )Y:Zw~RY (X,2)Y
3. RV (X,Y): Zm RV (X,Y)Z

Si analizamos la traza de estos endomorfismos, primero podemos notar que los primeros
. . w w .z
dos morfismos estan relacionados por RV (-, X)Y =-RV" (X,-)Y y entonces también sus
trazas estan relacionadas como

Tr(RY (L X)Y)=-Tr(RY (X,)Y).

Por otro lado, si consideremos {X;}? ; una base local g-ortonormal para I'(TM), como

{9(Xi,-)}7, eslabase local dual a { X; }, tenemos que para el tercer morfismo RV (X,Y)-:
Z ~ R(X,Y)Z, por la simetria de g,

Tr (R (X,Y))

S g(X;, R (X,Y)X;)
=1

= iQ(RVW(XaY)Xz‘,Xz‘)
=1

7

RV (X,Y, X, X))

M=

~
I
—_

pero por la propiedad (iii) de EVW en la proposicién 1) para cadat=1,...,n

RV (XY, X;,X;) = -RY (X,Y,X;,X;) - d6(X,Y)g(X;, X,)
= RV (X,Y,X;, X;) - dO(X,Y)

por lo que 2EVW(X,Y,X1-,XZ-) =-df(X,Y), o bien
vw 1
E (X7Y7X’L7X’L) :_Ede(Xay)
y por lo tanto la traza del tercer morfismo es

Tr(RV" (X,Y)) = i—%d@(X,Y) - —ng(X,Y)
i=1

que depende sélo de #, de modo que no proporciona informacion acerca de la geometria de
la variedad. Debido a estos argumentos es que se define el tensor de Ricci en términos del
primer morfismo, esto es: el tensor de Ricci de la variedad Riemanniana (M, g) respecto a
la conexién de Weyl V" es el 2-tensor

RicV" (X,Y):=Tr (RY" (-, X)Y).
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En particular en una base local {X;}I"; de I'(T'M) que es g-ortonormal,

RicV" (X,Y) =Y g(X;, RY (X;, X)Y) =Y R (X, X,Y, X;).
=1 =1

A diferencia del caso Riemanniano o del caso simpléctico, en general Ric’" no es un tensor
w

simétrico: en efecto, debido a las propiedades de (anti)simetria del tensor de curvatura RV

presentadas en la Proposicién tenemos que si {X;}!"; es una base local de I'(T'M),

usando (iii), (ii) y (iv) de la Proposicién

M= 1M

S
1]
-

RicV" (X,Y) R (X;, X,Y, X))

-RY (X3, X, X, Y) - df(X;, X )g(V, X)) |

M=

S
1l
—_

[RY" (X, X, X5, V) = dO(X, X)g(V, X7) |

M=

RV (X,,Y, X, X))

.

1]
—_

~5 (=d0(Xi, X)g (Y, X3) = dO(X, Y )g (X, Xi) + dO(X, Xi)g(Y, Xi)
—-dO(Y, X;)g(X;, X) +do(Y, X;)g(X;, X) —dO(X;, X;)g(Y, X))}
—dQ(XiaX)g(Y7 Xz)]

- 2 [AT (L yx.x)
i=1
5 (200X, X)g(Y, X1) — dB(X, ¥ )g(Xi, X0))
-df(X;, X)g(Y, Xi)]

= SR Gy X x) + Sy
i=1

= RicV" (Y, X) + gde(X,Y)
y asi tenemos el siguiente resultado

Proposicién B.3.1. Si (M, g) es una variedad Riemanniana con V"' conexién de Weyl

Ric”" (X,Y) =Ric"" (v, X) + gdG(X, Y)

y por lo tanto RicV  es simétrico si y sélo si 6 es cerrada.
’ . . gW . Y
Veamos ahora cémo se relaciona RicY  con Ric" .

Proposicién B.3.2. Si VWV = 0 ® g es una conexién de Weyl sobre la variedad Rieman-
niana (M, g), entonces el tensor de Ricci asociado a V" se puede expresar en una base
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g-ortonormal {X;}7, como
Ric"" (X,Y) = RicV’(X,Y)+~ ((v&a)y + 19(){)0(1/) - lg(X, Y)H(G“))
- Z {((vg 0)X + = 9(X )e(X))g(Y X,)
. ((vg(ie)y . 59()@9(}/) - Eg(Xi, Y)e(eﬂ)) 9(X, X,)
- (T4 0)+ 50X000%0) ) (v, ) |

. g . . . ., . o .
donde RicY’ es el tensor de Ricci asociado a la conexién de Levi-Civita.

Demostracién. Sabemos que en la base de campos vectoriales {X;} g-ortonormal

Ric"" (X,Y) =Y R (X;, X, Y, X,)
i=1

pero, por la relacién tenemos que para cada i=1,...,n

RV (X, X,Y,X;) = RV (X;,X,Y,X,)
1
—a{dQ(XuX)g(YaXz‘)

(74,007 + 3000 - 59X, )08 ) o (X, X)
(w40 + 3000000 - S9(X. 100 ) (X, Xo)
(w40 X+ 500X00(X0) ) (7, )

(50X 4 300000X) ) (X,
= RV(X;,X,Y, X))
1 g 1
-3 {(dH(szX) +(V50) X + 59(X)9(Xi))9(Y7 Xi)

(w4 0¥ + 50060007 - S9(X:,1)00H) ) X, X)
(w40 + 3000000 - S9(X. )00 ) (X, Xo)
- (4,00 + 500X ) (v X0}

y como para todo par A, B € I'(T'M) se cumple que

df(A, B) = (V%0)B - (v%0) A
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y tenemos ademdas que {X;} es g-ortonormal, entonces
R (X, X.Y.X;) = RY(X;,X,Y.X)
1 1
S {(Fh0x + 0000000 9(v: X)

(94, 0Y + 300)00) - S9(X:, )08 ) 9 (X, X)
- (T4, + 300X ) (v X0}

+% ((vf;(&)Y + %G(X)Q(Y) - %g(X, Y)0(9“))

y por lo tanto, sumando para cada i = 1,...,n en ambos lados de la ecuacion,
1 1
RicV (X,Y) = RicV'(X,Y)+ g ((vg(e)y + 59(){)9(1/) - §g(X,Y)9(0“))
1& 1
-5 2 { (7R + K080 ) v, )
1 1
#9507 + 500X)0(V) - 39X 1)0(61) ) (X, X0)

- (4,005 + S00X00(X0) ) (v ) .

|

En particular usando la expresién del tensor RicV  dada en la proposicién anterior,
calcularemos las partes antisimétrica y simétrica de dicho tensor. Por un lado, la parte
antisimétrica es

{Rie"" (X, ¥) - Rie”" (v, X) }
-1 [RicV”(X, Y)+ o ((vg(e)y + 1a(X)e(Y) - %g(X, Y)e(eﬂ))
- Z {( (V4. 0)X + 0(X )e(X))g(Y X))
. ((vg(ie)y . 59(}(,-)9(3/) - 5g(xi, Y)e(eﬁ)) 9(X, X,)
- ((vggie)xi + %a(xi)e(xi)) g(Y,X)}
“Ric"’ (Y, X) - g ((vgye)X + %H(Y)G(X) - %g(Y,X)H(@”))
% i {((v;‘;(ie)y + 1e(xi)e(Y)) o(X, X))
((vg )X + e(X )O(X) - —g(Xl,X)G(H ))g(Y,Xi)

- (oxis 59(&)0(&)) g(xX.Y)]
luego, podemos cancelar varios términos en la expresién anterior para obtener que
1
5 {Ric™ (X, V) - Rie"" (Y, X)} = % [Ric”’ (X,Y) - Ric"’ (Y, X)]

+2[(TO)Y - (v§0)X]
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pero al ser RicV’ simétrico, su parte antisimétrica es cero, y ademdas como (V:‘%(G)Y -
(V§0)X =df(X,Y), concluimos que

1
5{RicVW(X,Y)—RicVW(Y,X)} - %dG(X,Y),

e . gW
esto es, la parte antisimétrica de RicV es 4d9

Por otro lado, la parte simétrica de Ric”" es
HRie"™" (X, v) + Rie”" (v, X) }
= Ric""(X,Y)- ZdH(X,Y)
= Ric”(X,¥) + S(VROY + —( oX)O(Y) - Sg(X. Y)a(eﬂ))
-5 2 (7R + 3050000 ) (v )
. ((vgge)y +SOCX)B(Y) = Sg(Xi Y)e(eﬁ)) (X, X))

- (94,00 + 50(X00050) ) (7, ) |
{40y - (730)X)
= RicV’(X,Y)+ 2 T LTE0Y + (T40)X +0(X)0(Y) - 9(X,Y)0(0")}
52 ({5 X+§0(Xi>e(X>)g<Y,Xi)
(94, 0Y + 3000007 - S9(X:, V)00 ) o (X, X)

- (P4, 00+ 500X ) (v X) .

En particular, si X =Y la parte simétrica del tensor RicV" es

RicV" (X, X)
= Ric”'(X,X) ¢ & ((vg(a)X . %H(X)H(X) - %g(X,X)O(H”))
- z{((vwm SOCX)0(X) )X, X0)
( (V4 0)X + e(X )6(X) - —g(XZ,X)G(Oﬂ))g(X X))
(V40 + 50()@-)9(&-)) 9(X. 30}

y por la C*-linealidad de VY en su primer argumento, y la de 6, tenemos que
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RicV" (X, X)

= RicV’ (X, X)+ g(v§e)x + ZH(X)Z - %g(X, X)0(6")

_% (Ve yoxxoxt) X - ie (il 9(X, Xi)Xi) 6(X)
_% (VLo yoxxyx,0) X - ie (gg(X, Xi)Xi) 0(X) + ie(eu) f; (X, X)?
9063 3T 0%+ 1o0x3) S0x0x, |
pero al ser {X;}", una base g-ortonormal,
X=30(X X)Xy X = Y o(X, X0 = g(X,X);

i=1 i=1
luego, considerando en (M) la métrica inducida por g mediante el isomorfismo ¢, esto
es, tal que ||0]|? = g(6,0) = g(#",6") tenemos en particular que
161 = 9 (6%, 6%) = 0(6%);

y ademas, se cumple que
2OXNIX) = |0 vy d0= Y (Vx0)Xi (B.7)
i=1 =1

donde d*0 := div(0") = Tr(Z —» V%0) es la cofrontera de 0, pues

ﬁ;mxoem) - e(i%x»x» _ 9(2 9(X:, 00 X,) = 6(61) = 6]

d*0=Te(Z - v%0)=> g(X;, Vi(i@“) = Z(Vﬁgﬁ)Xi
i=1 i=1

donde hemos utilizado la ecuacién (B.5)) en la dltima igualdad.
Asi, de las relaciones anteriores concluimos que

RicV" (X, X)

= Ric”'(X,X) + g(vﬁﬁ)X + %H(X)2 - %HXIIQII@II2

1

4
1 1

-—( &9)X—19(X)2+;L||XH2H9||2

0(X)?

(V40) X -

N =N =

1 1
+=||X|2d* 0 + = || X||?]10]|?

S Il Xl

~2
= RicV’(X,X)+ I

4

-2 -2
”2 (v%0)X + Lo Zp(x)? -

X292
1 X111l

1
+=||X|[Pd* 0
2
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o bien,

RicV" (X, X)

= Ric"(X,X)+~

—0(X)%) + 5 ||X||2d 0
(B.8)

B.3.1. Curvatura escalar en variedades de Weyl

La curvatura escalar de una variedad Riemanniana (M, g) respecto a la conexién de
Weyl vV es la funcién

Scale(M, g)=Tr(g"o (Ricvw)b)

Si {X;} es una base local de T'(T'M) que es g-ortonormal, como {g(X;,-)} es su base
dual,

Tr (¢' o (Ric"" )")

= 3 g(Xig o (RieT) (X, )

Scalv" (M, g)

=1
n
= Y Ric"" (X4, X))
i=1
y entonces, por (B.8) y (B.7)

ScalVW(M,g) RicY’ (X;, X;) + 2

2 n
Z(Vg(ﬁ)Xz‘

M:

<.
I
—_

|I9H ZHX I+ 29(X )+ —d 9Z||X I

= Scald(M, g)+n 2d*0
D g 22+ L
4
= Scal?(M, g)+ 2d*9
R T

= Scal’(M,g) + (n—1)d g+ S0 12(” =292

esto es,

ScalV" (M, g) = Scald(M, g) + (n - 1)d*0 - WHGII?- (B.9)

B.4. El espaciotiempo de Schwarzschild

Consideremos como nuestra variedad M el espaciotiempo globalmente hiperbdlico de
Schwarzschild. Topolégicamente (y también como variedades isométricas), M = I x R3 con
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I c R un intervalo abierto. En las coordenadas de Kruskal-Szekeres (T, X,60,¢), M esté
descrito por la métrica
32G3m?

32G3m3 - -
M e smdT? + 257 oo 5Em d X2 + r2d6? + r2sen?0d?
T T

g=-

donde 0 € (0,7),¢ € [0,27), G es la constante de Newton, la constante m representa
fisicamente la masa de un agujero negro estético, y r € R* estd definido por X2 - T? =

(56m — 1)ezem . Una expresién equivalente es
4r3 3
g= “ ST dX2 +r2d0% +r Zsen?0dp?
r r

donde r, = 2GM/c? es el llamado radio de Schwarzschild, y donde estamos considerando
la velocidad de la luz como ¢ = 1. Entonces, matricialmente, g toma la forma

e 0 00 0
3
g- 0 Teemn 0 0
0 0 r? 0
0 0 0 7r2%sen26

siendo la base de campos vectoriales {%, %, %, %} g-ortogonal.

Para calcular la curvatura escalar del espaciotiempo, del Teorema (A.7.2)) se tiene que

. o 0 T o 0
Seal(M.g) = e’ Rie (7. 57 + e Rie (7 )

1 ) 1 o 9
+—R f——  Ricl—=. =
2 lc(ae 89) r2sen2 0 1C(8<p’8<p)

(B.10)

luego, usando la Proposicién (A.6.2)), dichas componentes del tensor de Ricci quedan ex-
presadas como

Rlc(a 8) = _Te:Rg(iiii)J’. Te'r Rg<iiii)
or’or) 43 = \or’or’or’or) 43 = \oX 9T’ 9T’ 0X
1 o 0 8 0 1 o o 0 0
+_E!](_,_7_’_)+ g(_a_a_v_)
72 00" 0T 0T 98] r?sen?0 Op 0T 0T ¢
0 rox o o 9 0 r o 9 o8 0
_ = - Ts g\ - - - - Ts gl - - - -
Rlc(ax’ax) w3 & (8T’6X’8X’8T)+4r§e g (aX’aX’aX’ax)
1 o o o 0 1 o o o8 0
+_E9(_’_7_’_)+ g(_)_v_a_)
r2 000X 90X 90) r?sen?f 0o’ 0X 00X Op
o 0 I o 0 8 0 roox o 0 0 8
_ = — Ts gl - - - _— Ts gl - - - _—
Rlc(ae 69) Rl (aT’ae’ae’aT)+4r§€ £ (ax’aa’ae’ax)
Lp(2 00 0) A g0 000
r2= \00° 00’00’ 90) 1r?sen26 Do’ 00”00 Dy
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1g(aaaa)+1g(aaaa)

2= \90"9p 00" 00) " r2sen20— \0p’ 0o’ By Do

donde, por la antisimetria en las primeras dos componentes de RY,
p(2. 00 0) (0 0 0 )
oT’ 0T 0T " dT 0X 90X 090X 0X
g(ﬁﬁﬁﬁ)_ _ g(iﬁii
= \o0’ 00’00’ 00) T \dp’ B¢’ 9’ Dy
y por otro lado, por definicién del tensor de curvatura de las propiedades de anti/simetria
establecidas en la Proposicién (A.5.1)),

o 0 0 0 P

gl - - - _~ | = .
E(@X’BT’@T’@X) g(R(aX’
o0

w(22. 2 ),

o o0 0 0 o 0 o 0 g o0 0 0
EQ(_’_,_y_):g(R(_’_)_7_):E9(_’_7_7_),
Jp 0X 00X Op dp 0X ] 0X 0p 0X 0p 0p 0X
_g(8’672’£):g(R(£72)27£ :E9(2337272)7
o’ 00" 00" Oy " 00) 00" Dy 0" 0p” Dy’ 00
asi que basta calcular
(2202 < vyvyl vyv, 2 5l
ox’or)or ~ Yax'ord o ax 0T ' oT
R(ﬁ i)i = Vv \V4 i_v \v4 i_vi
90'0T) T ~ ‘o6 ordT 'or 20T 0T
R(Z2)2 - 5y0, 2 .0, o0
9o 9T)aT ~ Vo5 sror  Vor ' wes0T ‘T
R(é i)i =V \V4 i_v \V4 i_vi
90°0X)ox ~ V& 'axoX ax  #0X oX
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R(22) 2 < vyre dovee, o
00’ 0X)0X ~ Ve x0X ax 9:0X C0X
(2 2)2 ey, vye, 5,0
9, 00) 80 ~ V3 wmo9 ‘e ss00 o0
esto es, el problema de calcular la curvatura escalar del espacio tiempo, se reduce final-

mente al del cédlculo de los 12 campos vectoriales V o V o W,V@Via%, ey V@Vi%
o0X oT oT o0X o0 2]

involucrados en las ecuaciones anteriores.
Una serie de largos, tediosos y elementales calculos conduce a las siguientes expresiones:

Rg(i 9 9 i) _ ( (i i)i i)_ A5 2 0 O\ i
= \ox’or’or’ 09X /) oX'oT) 0T’ X ) ré oX'oX ) b
8 8 o 0 8 9\ o o % .9 o\ ot .
(2 9 9 YY) _ g Y919 9\ s 29 ) 2 9ls i
E(@G’@T’@T’@H) g(R(ae’aT)aT’ae) g(r46 89’89) 2"

8 a9 o 9 & o\ o o w9 9\ ot .
(5 8) - (0() e ) o[ 8 )
“\og a1 o1 9, N M"Nopar)ar ap) ~I\ 71 "o 00 ) " 2 TR
Rg(ﬁ 9 9 2) _ (R(ﬁ i)i ﬁ)_ 2y 20 O\ _ s =
“N\aoax ax a0) = I\"\aeax)ax a9) I\ 1 " a0 00 r2

8 8 & a & 9\ a % .9 9 rt .
(2 2) () e 2o 2 )
0y 09X 0X " 9, IN\"N\op 0x) ax o 180 g p2¢ e

g(iﬁﬂi) _ (R(i 2)3 i)_ (’"_si i)_wsenw

90 96’ 90" 9o IN"Nop00) 00 6,) ~ I\ a0 00) " '

Usando las ecuaciones precedentes, es inmediato calcular las componentes del tensor
de Ricci:

g 0 r o o roor r? o
Ric[==, =) = ———em (0) + —=e™s |-16-Se 7
1C(aT 8T) 3¢ O g5e [ e ]
1 T4 _r 1 ?”4 2
+74—2 |:2T—§€ s]+ o —7 |:2T—§€ s sen 0]
= 0
0 ro o r’ o ro o
Rie(xoax) = gt [‘16—?»6 ]43 ©
1 rd - 1 rd
3 [_27“_;6 s]+ oy |:—2T—2€ s sen 6’]
=0
o0 0 roo [t e roor rd -
R' —, = — Ts 2_5 Ts —+ Ts _2_8 Ts
lc(ae 89) 47“?6 [ 1"26 ] 47“§€ [ 7‘26 ]
1 1 )
+’r_2 (0) + m [TSTSGH 0]
=0
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4 4
Ric(i,i) = e |2l e sen? |+ e |—2lse e sen?6
dp’ Oy 4r3 r2 4r3 r2
1 ) 1
+r_2 [rsrsen 9.] + Y-y (0)

=0

de modo que resulta Ric(M,g) = 0 (esto es, se trata de una variedad Ricci llana) y de
(B.10|) concluimos que la curvatura escalar del espaciotiempo de Scharzschild también se
anula.

B.5. El espaciotiempo de Schwarzschild como variedad de
Weyl

A partir de la variedad pseudoriemanniana (M, g) de la seccién precedente, podemos
inducir estructuras de Weyl que preservan la clase conforme de g, considerando la conexién
de Weyl inducida por la conexién de Levi-Civita VY asociada a g

1
vW:vg—§(5®Id+1d®6—g®ﬁ)

para una 3 € Q'(M) no nula.

Por las relaciones analizadas en la seccién podemos calcular todos los elementos
geométricos asociados a la variedad de Weyl (M, g, V") en términos de los calculados en
la seccién [B-4] de donde en particular podemos concluir que los coeficientes de la conexién
de Weyl estaran dados como

S

o R O | P Tl O | P

9 1 (9 d 1 (9\]0 9
w o o 10O T o 19N O9 _ow 9
Ve ar 25(80)3T+[ TG 2ﬂ(aT)]ae Vo 90
9 1 [0\ 0 1 9\ 8 P

W = - Il )= | =P - =B == =Y =
Ve ar 26<8¢)8T+[ Te 25(8T)]8go Voo

20X ar " ox )] ox ’
o 1,00\ 0 1 (01O w0
Vaax T _2ﬂ(ae)ax+[FXC_2B(aX)]ae‘Va‘}ae
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R IR PR
Vaaw% = _NTSGHQQ%_NXSQH263%_Senecose%_ﬁ(%)%+%r2sen20ﬁ”

1 1] 72 - 1 1] r2 - r2 - r2 -
donde fp := [E + ;] =Te rs, fx = [E + ;] =Xe rs, Fro=23Te 7s, Fxc:=23Xe s,

Np =T, Nx := 5—X, y la curvatura escalar ya no necesariamente es trivial, y depende
2rg 7 2rg <) s
unicamente de (3, pues de la ecuacion ,

Seal™ (1,9) = (-5~ P2 g0
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