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1Cap��tulo

Introducci�on

El control de bifurcaciones se re�ere a la tarea de designar un control que pueda
modi�car las propiedades de la bifurcaci�on de un sistema dado, as�� como alcanzar
alg�un comportamiento deseable en la din�amica.
Los objetivos t��picos del control de bifurcaciones incluye el retrazo del inicio de una
bifurcaci�on inherente introduciendo una nueva bifurcaci�on en un valor de par�ametro
deseado, cambiando el valor del par�ametro en un punto de bifurcaci�on existente, mod-
i�cando la forma o el tipo de una bifurcaci�on en cadena, estabilizando una soluci�on
bifurcada o rama, monitoreando la multiplicidad, amplitud y/o frecuencia de algunos
ciclos l��mite que emergen de bifurcaciones, optimizando el funcionamiento del sistema
cerca de un punto de bifurcaci�on, o una combinaci�on de alguno de estos objetivos.
Ver [3], [4] y [5].

El control de bifurcaciones no s�olo es importante en estos casos, tambi�en su-
giere una estrategia efectiva para el control del caos puesto que bifurcaci�on y caos
son usualmente considerados \gemelos "; en particular, la bifurcaci�on de duplicaci�on
de periodo es una ruta t��pica al caos en muchos sistemas din�amicos no-lineales. Ver [2].

Tanto control de caos como control de bifurcaciones sugieren una nueva tecnolog��a
que prometa tener un mejor impacto en muchas �areas, quiz�a no tan tradicionales,
aplicaciones a la ingenier��a en tiempo y energ��a cr��tica.

Adem�as de la enorme �area de usos de control de caos, el control de bifurcaciones
juega un papel crucial en el an�alisis din�amico y control de crisis de muchos sis-
temas complejos no-lineales. Los ejemplos m�as conocidos incluyen a circuitos de alto
rendimiento, generaci�on de oscilaciones, mezclas de material basadas en vibraci�on,
reacciones qu��micas, predicci�on y prevenci�on de colapsos en sistemas de poder, dise~no
de osciladores y pruebas, an�alisis y modelado de sistemas biol�ogicos (por ejemplo, el
cerebro y el coraz�on), por nombrar s�olo algunos. [6].
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6 Introducci�on

Hay muchas razones pr�acticas para controlar varias bifurcaciones. En un sistema
donde la respuesta que se bifurca es da~nina y peligrosa, debe ser signi�cativamente
reducida o completamente suprimida. Este trabajo incluye, por ejemplo, evitar el
derrumbe de voltaje y redes de poder, eliminaci�on de arritmias cardiacas, direcci�on
de series de circuito desordenadas (por ejemplo, osciladores multiacoplados y redes
neuronales celulares), alcanzar un cierto nivel de formaci�on de un modelo deseable,
regulando la respuesta din�amica de alg�un mecanismo y recursos electr�onicos (por
ejemplo, diodos, maquinas l�aser, e ins-
trumentos de maquinas), removiendo vibraciones indeseables, entre otros.

Las bifurcaciones tambi�en son usadas y ben�e�cas para algunas aplicaciones especiales,
es interesante ver que ha ido creciendo el inter�es en la utilizaci�on de la naturaleza
misma de la bifurcaci�on, particularmente en algunas aplicaciones en ingenier��a, im-
plicando el an�alisis y utilizaci�on de oscilaciones. Una funci�on prominente de las bi-
furcaciones est�a en la relaci�on cerrada que tienen con varias vibraciones (oscilaciones
peri�odicas o ciclos l��mite), las cuales a veces no son s�olo deseadas, si no que actual-
mente pueden ser necesarias. Vibraciones mec�anicas y algunos procesos de mezclas
de materiales y l��quidos son ejemplos muy buenos en los cuales las bifurcaciones y
el caos son deseables. En sistemas biol�ogicos, el control de bifurcaciones parecen ser
un mecanismo esencial empleado para el coraz�on humano en realizar algunas de sus
tareas en particular sobre �brilaci�on atrial. Debido al gran potencial que tiene el
control de bifurcaciones en el mundo real, ha proliferado la investigaci�on en esta �area,
as�� como tambi�en en control de caos.

En el trabajo que a continuaci�on se presenta, se hace un estudio sobre el an�alisis y el
control de las bifurcaciones estacionarias: silla-nodo, transcritita y trinche, las cuales
son de�nidas en el cap��tulo 2.

En el cap��tulo 3 abordamos el an�alisis de las bifurcaciones estacionarias, estableciendo
una generalizaci�on del teorema de Sotomayor para una familia m-parametrizada de
ecuaciones diferenciales,

_x = f(x; �)

con x 2 R
n y � 2 R

m.

En el cap��tulo 4 estudiamos el problema de controlar las bifurcaciones estacionarias.
Dado el sistema de control

_x = f(x) + g(x)u;

el objetivo es dise~nar una ley de control u(x; �) tal que el sistema en lazo cerrado

_x = f(x) + g(x)u(x; �) = F (x; �)

con x 2 R
n y � 2 R, sea tal que podamos establecer a priori el tipo de bifurcaci�on

estacionaria que deseamos que ocurra.

Finalmente, en el cap��tulo 5, aplicamos el teorema principal del cap��tulo 4 para con-
trolar las bifurcaciones estacionarias en el pendubot, que es un p�endulo subactuado
de dos grados de libertad.



2Cap��tulo

Preliminares

En este cap��tulo se presentan los resultados m�as importantes utilizados como her-
ramientas para el desarrollo de este trabajo de tesis. Para una mejor comprensi�on de
los mismos, se pueden consultar los textos [7] y [11].

2.1 Bifurcaciones Estacionarias

Sabemos que el comportamiento cualitativo del conjunto soluci�on de un sistema

_x = f(x; �) (2.1)

que depende de un par�ametro � 2 R
m, cambia cuando el campo vectorial f pasa a

trav�es de un punto en el conjunto de puntos de bifurcaci�on o cuando el par�ametro
� var��a a trav�es de un valor de bifurcaci�on �0. Un valor �0 del par�ametro � en la
ecuaci�on (2.1) para el cual el campo vectorial f(x; �) 2 C1 no es estructuralmente
estable es llamado un valor de bifurcaci�on.

Los puntos de equilibrio no-hiperb�olicos son candidatos a ser puntos de bifurcaci�on,
por lo que a continuaci�on de�nimos ese concepto.

De�nici�on 2.1. Considere el sistema

_x = f(x; �);

con x 2 R
n y � 2 R.

El punto (x0; �0) se dice punto de equilibrio no-hiperb�olico del sistema si:

A) f(x0; �0) = 0

B) Dx(f(x0; �0)) posee al menos un valor propio con parte real igual a cero

7



8 Preliminares

En este trabajo se estudian las bifurcaciones estacionarias, las cuales son: la silla-
nodo, la transcritita y la trinche, por ello daremos a continuaci�on una descripci�on de
cada una de ellas y las ilustraremos con un ejemplo.

2.1.1 Bifurcaci�on Silla-Nodo

Este tipo de bifurcaci�on se presenta en un sistema del tipo (2.1) cuando para alg�un
determinado valor cr��tico �0 del par�ametro � el sistema se comporta de la siguiente
manera: Para � 6= �0, supongamos, sin p�erdida de generalidad, � < �0, el sistema no
presenta puntos de equilibrio, para � = �0 el sistema presenta un punto de equilibrio
y para � > �0 el sistema presenta un par de puntos de equilibrio.

El siguiente ejemplo ilustra el comportamiento del sistema cuando experimenta la
bifurcaci�on silla-nodo.

Ejemplo 2.1. Considere el sistema

_x = � + x2; (2.2)

como podemos observar, si � > 0 entonces _x > 0, y por lo tanto no existe ning�un
punto de equilibrio, si � = 0 entonces x = 0 es un punto de equilibrio y adem�as _x > 0,
por lo que es un equilibrio inestable, ahora, si � < 0 tenemos lo siguiente

� + x2 = 0 =) x2 = �� =) x = �p��

observamos que tenemos dos puntos de equilibrio, analicemos la estabilidad de ellos.

� + x2 = x2 � (
p��)2 = (x � p��)(x +

p��)

� Si x < �p�� =) x +
p�� < 0 =) _x > 0

� Si x >
p�� =) x � p�� > 0 =) _x > 0

� Si �p�� < x <
p�� =) 0 < x +

p�� < 2
p��

=) �2
p�� < x � p�� < 0 =) _x < 0

Podemos observar que nos genera un punto de equilibrio estable y otro
inestable. La �gura (2.1) muestra el retrato fase para este ejemplo.

Figura 2.1: Retrato fase para el ejemplo (2.2)
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Ahora, si consideramos a � como una variable de estado m�as, tenemos el
siguiente sistema

_x = � + x2

_� = 0

cuyo diagrama de bifurcaci�on se presenta en la �gura (2.2).

Figura 2.2: Diagrama de bifurcaci�on para el ejemplo (2.2)
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2.1.2 Bifurcaci�on Transcritica

Este tipo de bifurcaci�on se presenta en un sistema del tipo (2.1) cuando para alg�un
determinado valor cr��tico �0 del par�ametro � el sistema se comporta de la siguiente
manera: Para � 6= �0, supongamos, sin p�erdida de generalidad, � < �0, el sistema
presenta un par de puntos de equilibrio con una determinada estabilidad (distinta),
para � = �0 el sistema presenta un punto de equilibrio y para � > �0 el sistema
presenta un par de puntos de equilibrio con la estabilidad opuesta a la de los puntos
de equilibrio cuando � < �0.
El siguiente ejemplo ilustra el comportamiento del sistema cuando experimenta la
bifurcaci�on transcritica.

Ejemplo 2.2. Considere el sistema

_x = x(� + x): (2.3)

Sus puntos de equilibrio son

x = 0

x = ��

Analizando la din�amica tenemos que para � < 0 pasa lo siguiente:

� Si x < 0 =) _x > 0

� Si 0 < x < �� =) � < x + � < 0 =) _x < 0

� Si x > �� =) x + � > 0 =) _x > 0

Para � = 0 tenemos que el �unco equilibrio es x = 0 y _x > 0.
Para � > 0 tenemos lo siguiente:

� Si x < �� =) x + � < 0 =) _x > 0

� Si �� < x < 0 =) x + � > 0 =) _x < 0

� Si x > 0 =) _x > 0

La �guara (2.3) muestra el retrato fase de este ejemplo.

Figura 2.3: Retrato fase para el ejemplo (2.3)
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Si consideramos a � como una variable de estado m�as moviendose lentamente tenemos
el sistema

_x = x(� + x)

_� = 0

con puntos de equilibrio

x = 0

x = ��

cuyo diagrama de bifurcaci�on se presenta en la �gura (2.4).

Figura 2.4: Diagrama de bifurcaci�on para el ejemplo (2.3)

2.1.3 Bifurcaci�on trinche

Este tipo de bifurcaci�on se presenta en un sistema del tipo (2.1) cuando para alg�un
determinado valor cr��tico �0 del par�ametro � el sistema se comporta de la siguiente
manera: Para � 6= �0, supongamos, sin p�erdida de generalidad, � < �0, el sistema
presenta un s�olo punto de equilibrio con una determinada estabilidad, para � = �0 el
sistema preserva el punto de equilibrio y para � > �0 el sistema presenta tres puntos
de equilibrio, dos externos y un central, donde la estabilidad de los externos es la
misma y la del central es la opuesta.
El siguiente ejemplo ilustra el comportamiento del sistema cuando experimenta la
bifurcaci�on trinche.

Ejemplo 2.3. Considere el sistema

_x = x(� + x2); (2.4)

sus puntos de equilibrio son

x = 0

x = �p��; si � � 0:
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Haciendo un an�alisis similar a los dos ejemplos anteriores para conocer la estabilidad
del sistema tenemos que para � < 0 ocurre lo siguiente:

� Si x < �p�� entonces _x < 0,

� Si �p�� < x < 0 entonces _x > 0,

� Si 0 < x <
p�� entonces _x < 0,

� Si x >
p�� entonces _x > 0

Para � = 0, el �unico punto de equilibrio es x = 0 y es f�acil ver que es un repulsor.
Para � > 0, tambi�en el �unico equilibrio es x = 0 y conserva la misma estabilidad,
sigue siendo un repulsor. La �gura (2.5) muestra el retrato fase de este ejemplo.

Figura 2.5: Retrato fase para el ejemplo (2.4)
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El diagrama de bifurcaci�on para este sistema, considerando a � como una varia
ble de estado mas, se presenta en la �gura 5.

Figura 2.6: Diagrama de bifurcaci�on para el ejemplo (2.4)

El siguiente teorema establece condiciones su�cientes bajo las cuales un sistema en R

experimenta las bifurcaciones estacionarias.

Teorema 1. (Teorema de las Bifurcaciones Estacionarias.) Considere el sis-
tema su�cientemente suave

_x = f(x; �); x 2 R; � 2 R;

donde x es la variable de estado y � es un par�ametro. Asumimos que (0; 0) es un
punto de equilibrio no-hiperb�olico, es decir, f(0; 0) = 0 y @f

@x
(0; 0) = 0.

a) El sistema sufre una bifurcaci�on silla-nodo en (0; 0) si

@f

@�
(0; 0) 6= 0 y

@2f

@x2
(0; 0) 6= 0:

b) El sistema sufre una bifurcaci�on transcr��tica en (0; 0) si

@f

@�
(0; 0) = 0;

@2f

@x@�
(0; 0) 6= 0 y

@2f

@x2
(0; 0) 6= 0:
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c) El sistema sufre una bifurcaci�on trinche en (0; 0) si

@f

@�
(0; 0) = 0;

@2f

@x@�
(0; 0) 6= 0;

@2f

@x2
(0; 0) = 0 y

@3f

@x3
(0; 0) 6= 0:

Observaci�on 1. Para cada bifurcaci�on estacionaria es posible tener cuatro posiciones
o direcciones diferentes, las cuales dependen del signo de las parciales del campo
vectorial f(x; �) que son diferentes de cero. La siguiente �gura muestra como ejemplo
las cuatro direcciones en que puede ocurrir la bifurcaci�on silla-nodo.

Figura 2.7: Direcciones posibles para la silla-nodo
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2.2 Teorema de la Variedad Central

Considere el sistema

_� = F (�) (2.5)

con � 2 R
n y F 2 Cr, para r su�cientemente grande, tal que

F (0) = 0 y DF (0) �

0

@

An1�n1
0

0 Bn2�n2

1

A

n�n

:

donde A s�olo posee valores propios con parte real cero y B s�olo posee valores propios
con parte real negativa. El s��mbolo \�" denota similitud entre matrices.

Existe un cambio de coordenadas que nos permite descomponerlo en dos bloques de
Jordan

_x = Ax + f(x; y) (2.6)

_y = By + g(x; y)

De�nici�on 2.2. . Una variedad invariante se llama variedad central de (2.6), si
puede ser representada de la forma:

W c(0) = f(x; y) 2 R
n1 � R

n2 jy = h(x); jxj < �; h(0) = 0; Dh(0) = 0g

Para � su�cientemente peque~no.

Teorema 2. Considere el sistema (2.6)

(i) Existe una variedad central, alrededor de � = 0,

W c(0) = f(x; y) 2 R
n1 � R

n2 jy = h(x)g

(ii) La din�amica sobre la variedad central est�a dada por

_x = Ax + f(x; h(x))

(iii) La funci�on h : R
n1 ! R

n2 puede ser aproximada utilizando la ecuaci�on

Dh(x) (Ax + f(x; h(x))) � Bh(x) � g(x; h(x)) � 0:

2.3 Teorema de la Variedad Central Dependiendo de

Par�ametros

Considere el sistema

_� = F (�; �) (2.7)
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con � 2 R
n, � 2 R

p y F 2 Cr, para r su�cientemente grande, tal que

F (0; 0) = 0 y DF (0; 0) �

0

@

An1�n1
0

0 Bn2�n2

1

A

n�n

:

donde A s�olo posee valores propios con parte real cero y B s�olo posee valores propios
con parte real negativa. El s��mbolo \�" denota similitud entre matrices.

Existe un cambio de coordenadas que nos permite descomponerlo en el siguiente
sistema extendido

_x = Ax + f(x; y)

_� = 0 (2.8)

_y = By + g(x; y)

De�nici�on 2.3. . Una variedad invariante se llama variedad central de (2.8), si
puede ser representada de la forma:

W c(0) = f (x; y; �) 2 R
n1 � R

n2 � R
pjy = h(x; �); jxj < �; j�j < ��;

h(0; 0) = 0; Dh(0; 0) = 0g

Para � y �� su�cientemente peque~nas.

Teorema 3. Considere el sistema (2.7)

(i) Existe una variedad central, alrededor de (�; �) = (0; 0),

W c(0) = f (x; y; �) 2 R
n1 � R

n2 � R
pjy = h(x; �); jxj < �; j�j < ��; h(0; 0) = 0;

Dh(0; 0) = 0g

(ii) La din�amica sobre la variedad central est�a dada por

_x = Ax + f(x; h(x; �); �)

(iii) La funci�on h : R
n1 � R

p ! R
n2 puede ser aproximada utilizando la ecuaci�on

Dhx(x; �) (Ax + f(x; h(x; �); �)) � Bh(x; �) � g(x; h(x; �); �) � 0:

2.4 Teorema de Sotomayor

En [7] aparece la siguiente versi�on del teorema de Sotomayor, el cual nos d�a condi-
ciones su�cientes para que una familia uni-parametrizada de campos vectoriales pre-
sente las bifurcaciones estacionarias.

Teorema 4. Considere el sistema parametrizado

_� = F (�; �) (2.9)

con � 2 R
n y � 2 R. Supongamos que existe (�0; �0) tal que
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H1) F (�0; �0) = 0

H2) �(A) = f�1 = 0; y Re(�j) 6= 0; j = 2; 3; :::ng

donde A � (DF (�0; �0))n�n. Sean v0 y !0 los vectores propios derecho e izquierdo
respectivamente de A correspondientes al valor propio �1 = 0.

Si

!T
0 F�(�0; �0) 6= 0 y

(2.10)
�

!T
0 D2F (�0; �0)

�

(v0; v0) 6= 0

Entonces, el sistema (2:9) experimenta una bifurcaci�on silla-nodo en el punto de equi-
librio � = �0 cuando el par�ametro � pasa a trav�es del valor de bifurcaci�on � = �0.

Si

!T
0 F�(�0; �0) = 0;

�

!T
0 D2F (�0; �0)

�

(v0; v0) 6= 0; (2.11)

vT
0 (!T

0 F��(�0; �0))T 6= 0;

entonces el sistema (2:9) experimenta un bifurcaci�on transcr��tica en el punto de equi-
librio � = �0 cuando el par�ametro � var��a atrav�es del valor de bifurcaci�on � = �0.

Si

!T
0 F�(�0; �0) = 0;

�

!T
0 D2F (�0; �0)

�

(v0; v0) = 0 (2.12)

vT
0 (!T

0 F��(�0; �0))T 6= 0

�

!T
0 D3F (�0; �0)

�

(v0; v0; v0) 6= 0

(2.13)

entonces el sistema (2:9) experimenta un bifurcaci�on trinche en el punto de equilibrio
� = �0 cuando el par�ametro � var��a atrav�es del valor de bifurcaci�on � = �0.
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3Cap��tulo

Teorema de Sotomayor para familias
m-parametrizadas

El teorema de Sotomayor nos d�a condiciones su�cientes para que una familia uni-
parametrizada de ecuaciones diferenciales experimente las bifurcaciones estacionarias:
silla-nodo, trancr��tica y trinche. En este cap��tulo se presenta la demostraci�on de este
teorema para una familia m-parametrizada de ecuaciones diferenciales. La idea de la
demostraci�on se basa en buscar la expresi�on de la variedad central y analizar en ella
la din�amica del sistema.
Previo al enunciado y demostraci�on del teorema, se presentan los siguientes lemas,
los cuales los utilizaremos durante el desarrollo de la demostraci�on.
Considere el sistema parametrizado

_� = F (�; �) (3.1)

con � 2 R
n y � 2 R

m. Supongamos que existe (�0; �0) tal que

H1) F (�0; �0) = 0

H2) �(A) = f�1 = 0; y R(�j) 6= 0; j = 2; 3; :::ng

donde
A � (DF (�0; �0))n�n:

Lema 1. Con el cambio de variables y par�ametros

� = P �1(� � �0) (3.2)

� = � � �0

el sistema (3.1) se transforma en

_� = J� + P �1F�(�0; �0)� +
1

2
P �1D2F (�0; �0)(P�; P�) + P �1F��(�0; �0)(�; P�)

+
1

6
P �1D3F (�0; �0)(P�; P�; P�) + ::: :
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Demostraci�on. Por el teorema de Jordan, existe una matriz P , invertible, tal que

P �1AP =

�

0 0
0 JS

�

de tal manera que la matriz P y su inversa, P �1, est�an formadas por los vectores
propios (generalizados) asociados a los valores propios de la matriz A, es decir,

P =
�

v0 P0

�

y P �1 =

�

!T
0

Q0

�

donde v0 y !0 son los vectores propios derecho e izquierdo respectivamente, asociados
al valor propio �1 = 0, tal que

Av0 = 0

!T
0 A = 0;

y P0 2 R
n�n�1, Q0 2 R

n�1�n. El cambio de variables (3.2) traslada nuestro punto
de equilibrio al origen y tambi�en ortogonaliza el eigenespacio central con los eigenes-
pacios estable e inestable.

Antes de introducir las nuevas variables, hacemos un desarrollo de Taylor del campo
F (�; �) alrededor del punto de equilibrio (�0; �0), qued�andonos de la siguiente manera

F (�; �) = F (�0; �0) + DF (�0; �0)(� � �0) + F�(�0; �0)(� � �0)

+
1

2
D2F (�0; �0)(� � �0; � � �0) + F��(�0; �0)(� � �0; � � �0)

+
1

2
F��(�0; �0)(� � �0; � � �0)

+
1

6
D3F (�0; �0)(� � �0; � � �0; � � �0) + :::

Entonces (3.1) se escribe como

_� = DF (�0; �0)(� � �0) + F�(�0; �0)(� � �0)

+
1

2
D2F (�0; �0)(� � �0; � � �0) + F��(�0; �0)(� � �0; � � �0)

+
1

2
F��(�0; �0)(� � �0; � � �0) +

1

6
D3F (�0; �0)(� � �0; � � �0; � � �0) + :::

Para hacer el cambio de variables propuesto, consideraremos primero la si guiente
notaci�on:

F (�; �) =

0

B

B

B

B

B

B

@

F1(�; �)
F2(�; �)

:

:

:

Fn(�; �)

1

C

C

C

C

C

C

A

, DF (�0; �0) =

0

B

B

B

B

B

B

B

@

@F1

@�
(�0; �0)

@F2

@�
(�0; �0)

:

:

:
@Fn

@�
(�0; �0)

1

C

C

C

C

C

C

C

A

n�n

= A,
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F�(�0; �0) =

0

B

B

B

B

B

B

@

@F1

@�
(�0; �0)

@F2

@�
(�0; �0)

:

:

:
@Fn

@�
(�0; �0)

1

C

C

C

C

C

C

A

n�m

, D2F (�0; �0) =

0

B

B

B

B

B

B

B

@

�

D2F1(�0; �0)
�

n�n
�

D2F2(�0; �0)
�

n�n

:

:

:
�

D2Fn(�0; �0)
�

n�n

1

C

C

C

C

C

C

C

A

;

F��(�0; �0) =

0

B

B

B

B

B

B

@

(F1��(�0; �0))m�n

(F2��(�0; �0))m�n

:

:

:

(Fn��(�0; �0))m�n

1

C

C

C

C

C

C

A

, D3F (�0; �0) =

0

B

B

B

B

B

B

@

D3F1(�0; �0)
D3F2(�0; �0)

:

:

:

D3Fn(�0; �0)

1

C

C

C

C

C

C

A

:

Luego, de (3.2) tenemos que

_� = P �1 _�; � � �0 = P�; � � �0 = �;

entonces

_� = P �1[AP� + F�(�0; �0)� +
1

2
D2F (�0; �0)(P�; P�)

+F��(�0; �0)(�; P�) +
1

6
D3F (�0; �0)(P�; P�; P�) + :::]

= J� + P �1F�(�0; �0)� +
1

2
P �1D2F (�0; �0)(P�; P�) (3.3)

+P �1F��(�0; �0)(�; P�) +
1

6
P �1D3F (�0; �0)(P�; P�; P�) + :::

�

Ya teniendo el sistema en las nuevas variables, necesitamos ponerlo en forma vectorial
y de�nir la variable que nos determina la variedad central, para ello, cada uno de los
t�erminos del sistema (3.3) los pondremos en forma vectorial de tal manera que se
puedan observar expl��citamente las entradas de cada uno de los vectores, nos interesa
en particular la primera entrada de cada vector, ya que es la que le corresponde
al valor propio cero y es la que nos dar�a la din�amica del sistema sobre la variedad
central. El siguiente lema nos dice como hacer dicho c�alculo.




