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Introducci�on

El objetivo de este trabajo es dar una presentaci�on rigurosa y detallada de una apli-
caci�on de la teor��a de distribuciones en ecuaciones diferenciales parciales.

La primera mitad de este trabajo la dedicamos al estudio de resultados b�asicos de la
teor��a de distribuciones, la cual fue creada, hacia 1950, porLaurent Schwartz y por la
escuela rusa I. M. Gelfand, G. E. Shilov, Sergei Sobolev para dar sustento matem�atico
a varios resultados f��sicos que fueron utilizados con �exitopor los f��sicos a pesar de su
inconsistencia matem�atica inicial.

Estos resultados iniciaron con la funci�on de Heaviside y culminaron con la creaci�on
de la delta de Dirac,� (x); cuya de�nici�on, como funci�on de densidad, no tiene sentido
matem�atico. Esta situaci�on creaba una situaci�on contradictoria, por un lado fecundidad
de su empleo, por el otro carec��a de sentido matem�atico. Schwartz dec��a que cuando estas
situaciones se presentan es muy raro que no resulte una nueva teor��a matem�atica que
justi�que el lenguaje de los f��sicos y que hay en ello una fuente importante de progreso
para la matem�atica y la f��sica.

Por otro lado, es muy com�un que se presenten situaciones contradictorias. Por
ejemplo, la creaci�on de los n�umeros complejos la cual comprende a los ya conocidos.
An�alogamente, las distribuciones generalizan a las funciones en un sentido similar al que
los n�umeros complejos generalizan a los reales; se obtienen as�� entes m�as generales, que
tienen propiedades nuevas. Por ejemplo las distribuciones sonsiempre derivables y forman
un nuevo campo de estudio m�as rico y armonioso que el de las funciones en el sentido
cl�asico.

La teor��a de distribuciones ha tenido sus precursores, como lo son las generalizaciones
del concepto de funciones de Bochner y Sobolev, pero puede a�rmarse que la de Schwartz
es la primera teor��a completa que ha podido englobar y precisar diversos conceptos de
diversas ramas de las matem�aticas los cuales en muchas ocasiones fueron formulados
incorrectamente, raz�on por la cual esta teor��a es de gran inter�es en el ambiente matem�atico.

Un estudio riguroso y profundo de la teor��a de distribuciones exige conocimientos
avanzados de topolog��a , an�alisis funcional y de la teor��aintegral de Lebesgue. En este
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vi Introducci�on

trabajo de tesis, s�olo presentaremos las herramientas necesarias para abordar un estudio
de fen�omenos de ondas utilizando el m�etodo asint�otico d�ebil.

Este trabajo est�a dividido en cinco cap��tulos y la lectura y comprensi�on de �este supone
del lector un bagaje m��nimo de an�alisis, �algebra lineal y ecuaciones diferenciales.

En el cap��tulo 1 de esta tesis, presentamos a la ya mencionada funci�on de Heaviside,
algunas de sus propiedades, la de�nici�on y propiedades de la Delta de Dirac por medio
de sucesiones de Dirac, tambi�en presentamos algunos ejemplosde sucesiones delta.

En el cap��tulo 2 se presentan las herramientas y terminolog��a necesaria para abor-
dar los conceptos b�asicos de la teor��a de distribuciones; en el establecemos las bases del
espacio de funciones de pruebaD, del cual, una vez que conocemos las propiedades de
los elementos que podemos encontrar en �el, construimos algunos elementos para asegurar
que no estamos trabajando en un espacio trivial, ilustrando convarios ejemplos de dis-
tribuciones y por �ultimo damos a conocer el concepto de regularizaci�on para prolongar el
concepto de distribuciones en un entorno de un punto singular de ella.

En el cap��tulo 3 presentamos algunas propiedades que extienden el concepto de funci�on
a distribuciones por medio de operadores lineales, tales comooperaciones algebraicas,
operaciones anal��ticas, adem�as de dar a conocer el concepto de soporte y soporte singular
de una distribuci�on y por �ultimo el concepto de convergencia en el sentido distribucional.

En el cap��tulo 4 presentamos algunas propiedades adicionales tales como la transfor-
mada de Fourier para lo que necesitamos introducir el concepto de funciones de prueba
de r�apido decaimiento, lo que nos lleva a la noci�on de distribuci�on temperada; tambi�en
analizaremos los conceptos de producto directo y convoluciones, as�� como sus propiedades
m�as importantes.

El cap��tulo 5 es la parte central de este trabajo. Presentamosuna aplicaci�on intere-
sante de la teor��a de distribuciones: la interacci�on kink-antikink en ecuaciones semilineales
con un par�ametro peque~no. Se hace uso del m�etodo asint�otico d�ebil, que ha sido desarro-
llado recientemente por los profesores G.Omelyanovet. al. ([4]), cuya ventaja principal
consiste en reducir el problema de describir la interacci�on nolineal de ondas al an�alisis de
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se estudiancondiciones para la parte no
lineal bajo las cuales el resultado de la interacci�on consisteen un peque~no desplazamiento
de los frentes de onda, sin alterar la forma de las mismas, situaci�on que se conoce como
escenario de sine-Gordon.

La forma de la soluci�on de tipo kink de la ecuaci�on de onda semilineal, que presentamos
en este trabajo, es similar a una onda de choque suave. Sin embargo, estas ondas tienen
propiedades diferentes. El m�etodo asint�otico d�ebil toma en cuenta el hecho de que los
kinks y antikinks no se deforman despu�es del momento de la interacci�on al igual que
los solitones pero toman la forma de funciones de Heaviside, es decir son suaves cuando
" > 0 pero en el paso al l��mite cuando" ! 0 se vuelven no suaves, por lo cual de�nimos
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Introducci�on vii

el concepto de soluci�on d�ebil. Por esta raz�on este tipo de soluciones es tratada como
un mapeoC1 para " > 0 y �unicamente comoC uniformemente en" > 0. Por lo cual
las soluciones asint�oticas de tipo kink requieren un anzatz especial relacionado con la no
linealidad.

La ecuaci�on de sine-Gordon apareci�o en geometr��a diferencial y en la teor��a de campos
relativistas. Esta ecuaci�on , as�� como tambi�en algunas t�ecnicas de soluci�on, fue conocida
en el siglo XIX, la ecuaci�on creci�o en importancia cuando se encontr�o que tiene solu-
ciones de tipo \kink-antikink" con las propiedades de colisi�on que tienen los solitones. La
ecuaci�on de sine-Gordon tambi�en aparece en un gran n�umerode otras aplicaciones f��sicas,
incluyendo la propagaci�on de 
uxones, el movimiento del p�endulo r��gido, etc.

Uno de los logros m�as notables que se han conseguido en la segundamitad del siglo
XX y que adem�as ilustra con claridad la unidad subyacente de lasMatem�aticas y la
F��sica No Lineal es la teor��a de Solitones. Los solitones son ondas nolineales que exhiben
un comportamiento extremadamente inesperado e interesante,ondas solitarias que se
propagan sin deformarse.

Tradicionalmente, hablamos de dos tipos de ondas. Las primeras, las ondas lineales,
son las ondas familiares de la vida diaria, como, por ejemplo,las ondas de luz y las
ondas de sonido. Estas ondas tienen velocidad constante, sea cual sea su forma: un Do
sostenido viaja a la misma velocidad que un Fa bemol. Y, adem�as, tienen longitud de
onda constante: un Do sostenido sigue siendo un Do sostenido si se oye a un metro o
a 100 metros de distancia. Las ondas lineales tambi�en obedecen al llamadoprincipio de
superposici�onque, en el caso de las ondas sonoras, si se tocan varias notas simult�aneamente
en un piano, se escuchar�a la \suma" de todas esas notas a la vez, y esto es lo que produce
armon��a. Por muy complicado que sea un sonido se puede descomponer en los arm�onicos
b�asicos que lo constituyen.

Las ondas no lineales son menos familiares. Una ola en el mar aproxim�andose hacia
la orilla es un buen ejemplo de onda no lineal (en el supuesto de que la ola es soluci�on, en
alg�un sentido, de una ecuaci�on diferencial no lineal ). Obs�ervese que ahora la amplitud,
la longitud de onda y la velocidad, van variando seg�un avanzala ola, mientras que en
las ondas lineales �estas son constantes. La distancia entre las crestas va decreciendo, la
altura de las olas va creciendo mientras van percibiendo el fondo, y la velocidad cambia;
la parte superior de la ola se adelanta sobre la inferior, cae sobre ella y la ola rompe.

Como veremos a lo largo del trabajo, el estudio de cada uno de estos casos particulares
lleva consigo el manejo de herramienta matem�atica que incluso por s�� misma reviste un
gran inter�es, adem�as de su trascendencia.

Esperamos que este trabajo de tesis pueda servir como referenciapara los estudiantes
y profesores tanto de Matem�aticas como de otras disciplinas cient���cas que se interesen
en el estudio de fen�omenos no lineales.

Tesis de Maestr��a
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1
Cap��tulo

La delta de Dirac.

Este cap��tulo tiene como objetivo principal presentar las propiedades b�asicas de la
delta de Dirac, la cual juega un papel muy importante en las aplicaciones f��sicas, tec-
nol�ogicas y en diversas �areas de las matem�aticas, como lo sonlas ecuaciones diferenciales
parciales y el an�alisis funcional, por mencionar algunas. Enuna primera presentaci�on
podr��amos decir que la delta de Dirac se describe de manera intuitiva como aquella funci�on
que se anula en todos los n�umeros reales excepto en uno y tienela particularidad de que el
\�area" comprendida entre su \gr�a�ca" y el eje de las abscisas vale uno. Esta descripci�on
es muy precaria, pues se hace referencia al �area de una regi�on que no existe (basta intentar
dibujarla para darnos cuenta de ello); ni siquiera se ha adjudicado un valor a la funci�on
en el punto donde no se anula. Parece como si estuvi�esemos asignando un �area unitaria
a un s�olo punto.

La funci�on delta de Dirac represent�o durante la primera mitad del sigloXX un reto de
la f��sica a las matem�aticas. Hab��a algunas disciplinas dondese necesitaba de una funci�on
que tuviera las propiedades mencionadas; por ejemplo, en mec�anica cu�antica necesitada de
una \funci�on impulso" con propiedades muy espec���cas y con poco sustento matem�atico.

Recordemos la historia de la funci�on delta de Dirac o d-funci�on. La idea de usarla
fue primero dada por Paul Hertz en su art��culo \Mec�anica Estad��stica para el Retorno de
la F��sica de Weber y Ganz". Sin embargo, fue un f��sico matem�atico Brit�anico de 25 a~nos
llamado Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) quien present�o su art��culo \Principios
de Mec�anica Cu�antica" en el cual introdujo de�nitivament e \su funci�on delta", ahora
conocida como \delta de Dirac" y simbolizada como� (t � � ).

Este objeto matem�atico fue manejado con gran habilidad por Oliver Heaviside (1850-
1925) a �nales del sigloXIX y ha sido usado sistem�aticamente por los f��sicos desde 1920,
pero para los matem�aticos carec��a de sustento. Hasta mediadosdel sigloXX , con la teor��a
de distribuciones o de las funciones generalizadas de Laurent Schwartz (1917-2001) y de
la escuela rusa (I. M. Gelfand, G. E. Shilov, S. L. Sobolev ) no se logr�o un entendimiento
correcto: la delta de Dirac no es una funci�on, sino unadistribuci�on. Pero los f��sicos la
usaban y la siguen usando exitosamente, Heaviside nunca cometi�o un error cuando la

1



2 1.1. La funci�on de Heaviside

manipulaban en su c�alculo operacional. Sin embargo, Heaviside fue atacado y muchos de
sus trabajos no fueron aceptados para su publicaci�on por los editores de revistas, alegando
falta de rigor matem�atico.

Hubo que esperar hasta 1950 para que el joven de 35 a~nos Laurent Schwartz re-
solviera la cuesti�on formulando, adem�as, con ello lateor��a de distribuciones, proveyendo
de m�etodos e�cientes y novedosos al an�alisis matem�atico.

Antes de abordar a la delta de Dirac, hablaremos de la funci�onde Heaviside, cuyo
inter�es matem�atico resaltar�a m�as adelante.

1.1 La funci�on de Heaviside

La funci�on de Heavisidese denota conH (x) y se de�ne como

H (x) =
�

1 si x > 0
0 si x < 0

:

N�otese queH (� x) = 1 � H (x) y que H (a� x) = 1 � H (x � a): En la �gura 1.1 se muestran
las funcionesH (x), H (x � a) y H (a � x).

y

x

(a)

y

x
a

(b)

y

x
a

(c)

Figura 1.1: (a) H (x); (b) H (x � a); (c) H (a � x)

De la de�nici�on de H (x) se deduce que

H (ax + b) = H
�

x +
b
a

�
H (a) + H

�
� x �

b
a

�
H (� a);

para a; b2 R:

Si y = f (x) es una funci�on, la gr�a�ca de la funci�on g(x) = H (x � a)f (x � a) se obtiene
trasladando la gr�a�ca de f (x) como se muestra en la �gura 1.2.

La funci�on H (x) es muy �util en el estudio de funciones con discontinuidades de salto.
Por ejemplo, podemos escribir la funci�on
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1. La delta de Dirac. 3

0

f (x)

y

x

(a) (b)

0

y

x
a

Figura 1.2: (a) f (x); (b) H (x � a)f (x � a)

f (x) =

8
>><

>>:

x2 si 0 < x < 1;
2 si 1< x < 2;

� x + 3 si 2 < x < 4;
0 para otros valores dex;

como

f (x) = x2H (x) � H (x � 1)(x2 � 2) � H (x � 2)(x � 1) + H (x � 4)(x � 3):

Ver �gura 1.3.

x

f (x)

Figura 1.3: f (x)

De manera similar podemos escribir funciones con un n�umero in�nito de discon-
tinuidades de salto. As��, por ejemplo,

H (senx) =
�

0 si (2n � 1)� < x < 2n�;
1 si 2n� < x < (2n + 1) �;

=
1X

n= �1

[H (x � 2n� ) � H (x � (2n + 1) � ):]

La funci�on H (senx) se muestra en la �gura 1.4.

Tesis de Maestr��a



4 1.2. Sucesiones delta

� 2� � � � 2�

� 1

1

x

H (x)

Figura 1.4: H (senx)

1.2 Sucesiones delta

En esta secci�on la de�nici�on y propiedades de la delta de Dirac se establecen a partir del
concepto de sucesi�on delta. La idea de una sucesi�on delta es que, aunque una funci�on
delta no puede existir, podemos encontrar una sucesi�on de funciones f Sn (x)g que en el
l��mite cuando n ! 1 satisface la ecuaci�on

lim
n!1

Z 1

�1
Sn (x)f (x)dx = f (0) (1.1)

para toda funci�on f (x) su�cientemente suave en�1 < x < 1 . N�otese que la de�nici�on
de Sn (x) de ninguna manera implica que el l��mite lim

n!1
Sn (x) exista, pues, en general, no

es permitido intercambiar los procesos de l��mite y de integraci�on.

No obstante, cuando esto ocurre escribimos

lim
m!1

Sm (x) = � (x):

De�nici�on 1.1. Una sucesi�on de funcionesf Sn (x)g que satisfaga la ecuaci�on (1.1) y tal

que
Z 1

�1
Sn (x)dx = 1 se llama sucesi�on delta.

En los ejemplos siguientes consideramos algunas sucesiones delta.

Ejemplo 1.1. Consideremos

Sm (x) =
senmx

�x
; m = 1; 2; : : : (1.2)

Claramente param �jo, cuando jxj � 1; jSm (x)j � 1; pues
�
�
�
senmx

�x

�
�
� 6

1
� jxj

! 0 cuando jxj ! 1 para m �jo :

En la �gura 1.5 se muestran las gr�a�cas deS3(x) y de S6(x).

Recordemos (ver [18]) que Z 1

�1

senx
�x

dx = 1 (1.3)
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1. La delta de Dirac. 5

m = 6

m = 3

x

Figura 1.5: Sm (x) =
sen (mx)

�x

Cambiandox por mx en (1.3) resulta:
Z 1

�1
Sm (x)dx = 1 (1.4)

Ahora veamos queSm (x) es una sucesi�on delta. Para esto analicemos la integral
Z 1

�1

senmx
�x

f (x)dx

dondef (x) es diferenciable conf 0(x) continua y acotada.

Obs�ervese que para cualquierb > a > 0
Z b

a
Sm (x)dx =

1
�

Z b

a

sen (mx)
x

dx =
1
�

Z bm

am

sen (y)
y

dy

y

lim
m!1

1
�

Z bm

am

sen (y)
y

dy = 0

De manera similar, paraa < b < 0

lim
m!1

1
�

Z bm

am

sen (y)
y

dy = 0

As��, para cualquier " > 0;

lim
m!1

Z 1

�1
Sm (x)f (x)dx = lim

m!1

Z "

� "

sen (mx)
�x

f (x)dx

= f (0)
�

lim
m!1

Z "

� "

sen (mx)
�x

dx
�

= f (0)
�

lim
m!1

Z 1

�1

sen (mx)
�x

dx
�

= f (0)

donde utilizamos la relaci�on (1.3) y el teorema del valor medio para integrales. �
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6 1.2. Sucesiones delta

Ejemplo 1.2. Un ejemplo muy importante de sucesi�on delta es

Sm (x) =
1
�

m
1 + m2x2

; m = 1; 2; : : : (1.5)

Con frecuencia se interpreta (1.5) como una distribuci�on de carga continua en una
l��nea. ver la �gura 1.6.

y

x

Figura 1.6: Sm (x) =
m

� (1 + m2x2)

Es claro que param � 1, Sm (x) � 1, excepto por una cima de alturam
� en una

vecindad dex = 0.

La carga total rm (x) a la izquierda del puntox es

rm (x) =
Z x

�1
Sm (u)du =

1
2

+
1
�

tan� 1(mx);

de donde se obtiene que
Z 1

�1
Sm (u)du = lim

x!1
rm (x) = 1 para toda m 2 N: (1.6)

La gr�a�ca de la distribuci�on de carga acumulativa se muestra en la �gura 1.7.

Figura 1.7: rm (x) =
1
2

+
1
�

tan� 1(mx)

M�as a�un,

lim
m!1

Sm (x) =
�

0 si x 6= 0;
1 si x = 0;
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1. La delta de Dirac. 7

lim
m!1

rm (x) =

8
<

:

0 si x < 0;
1
2 ; si x = 0
1 si x > 0:

Esto signi�ca que, a medida de quem crece, la carga se acumula en el origen. As��, el
comportamiento deSm (x) cuando m ! 1 \se asemeja" a la delta de Dirac y no es una
funci�on ordinaria.

La distribuci�on acumulativa de carga correspondiente, la cual viene de lim
m!1

rm (x),

es la funci�on de HeavisideH (x). La sucesi�on Sm (x) ser�a una sucesi�on delta si podemos
probar que satisface la propiedad

lim
m!1

Z 1

�1
f (x)Sm (x)dx = f (0); (1.7)

para una funci�on f (x) la cual es acotada, integrable y continua enx = 0.

La prueba se sigue al escribir la ecuaci�on (1.7) como:
Z 1

�1
f (x)Sm (x)dx =

Z 1

�1
f (0)Sm (x)dx +

Z 1

�1
g(x)Sm (x)dx (1.8)

dondeg(x) = f (x) � f (0). Por (1.6) tenemos
Z 1

�1
f (x)Sm (x)dx = f (0) +

Z 1

�1
g(x)Sm (x)dx

As��, la propiedad se satisface si probamos que

lim
m!1

Z 1

�1
g(x)Smdx = 0 (1.9)

Para ello, seaA un n�umero positivo; entonces

Z 1

�1
g(x)Sm (x)dx =

Z � A

�1
g(x)Sm (x)dx +

Z 1

A
g(x)Sm (x)dx +

Z A

� A
g(x)Sm (x)dx

= I 1 + I 2 + I 3

Para I 3 denotamos porM (A) al m�aximo de jgj en � A 6 x 6 A. Entonces,

jI 3j 6
Z A

� A
jg(x)jSm (x) dx 6 M (A)

Z A

� A

m dx
� (1 + m2x2)

= M (A)
�

2
�

tan� 1(mA)
�

6 M (A):
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8 1.3. Sucesiones de Heaviside

Como g(0) = 0 y g(x) es continua enx = 0, lim
A! 0

M (A) = 0. Consecuentemente, para

cualquier " > 0 existe un n�umero realA su�cientemente peque~no tal quejI 3j < "
2 , lo cual

es v�alido independientemente deM .

Con el n�umero A como lo elegimos, resta mostrar quejI 1 + I 2j es peque~no param
su�cientemente grande. Comof (x) es acotada yjg(x)j < jf (x)j + jf (0)j, se sigue que
jg(x)j esta acotada en�1 < x < 1 , digamosjg(x)j < b. Entonces

jI 1 + I 2j 6 b
� Z � A

�1
Sm (x)dx +

Z 1

A
Sm (x)dx

�
= b

�
1 �

2
�

tan� 1(mA)
�

Con A �jo, lim
m!1

2
�

tan� 1(mA) = 1. Lo que signi�ca que podemos encontrarN tal
que

b
�
1 �

2
�

tan� 1(mA)
�

6
"
2

; m > N:

Con esta elecci�on deN , tenemos
�
�
�
�

Z 1

�1
g(x)Sm (x)dx

�
�
�
� 6 jI 1 + I 2 + I 3j 6 jI 1 + I 2j + jI 3j < "

y se sigue (1.9). Lo cual completa la prueba. �

1.3 Sucesiones de Heaviside

Finalmente, mencionaremos que tambi�en podemos de�nir unasucesi�on de Heaviside.

De�nici�on 1.2. Una sucesi�on hm (x) es llamada una sucesi�on de Heaviside si

lim
m!1

Z 1

�1
hm (x)f (x)dx =

Z 1

0
f (x)dx = hH (x); f (x)i

para todaf (x) su�cientemente suave en�1 < x < 1 y el s��mbolo h� (x); ' (x)i se utiliza
para denotarh� (x); ' (x)i =

R1
�1 � (x)' (x)dx.

Ejemplo 1.3. Consideremos la sucesi�on

hm (x) =

8
>>>><

>>>>:

1 si x >
1

2m
mx +

1
2

si �
1

2m
6 x 6

1
2m

0 si x < �
1

2m

:

En la �gura 1.8 se muestra la gr�a�ca deh2(x):
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1. La delta de Dirac. 9

x

Figura 1.8: hm (x) para m = 2

Para probar que es una sucesi�on de Heaviside, obs�ervese que paraf (x) su�cientemente
suave

Z 1

�1
hm (x)f (x)dx =

Z � 1
2m

�1
hm (x)f (x)dx +

Z 1
2m

� 1
2m

hm (x)f (x)dx

+
Z 1

1
2m

hm (x)f (x)dx

=
Z 1

2m

� 1
2m

�
mx +

1
2

�
f (x)dx +

Z 1

1
2m

f (x)dx

Cuando m ! 1 tenemos:

lim
m!1

Z 1

�1
hm (x)f (x)dx =

Z 1

0
f (x)dx = hH (x); f (x)i : �

Finalmente, haciendo alusi�on al tema que desarrollaremos enlos siguientes cap��tulos
exploraremos algunas propiedades de la delta de Dirac y encontraremos que es una valiosa
herramienta, por ejemplo, en an�alisis de Fourier. Su descubrimiento, como ya men-
cionamos, estimul�o a los matem�aticos a investigar qu�e es lo que tal expresi�on, que en
teor��a contiene in�nita energ��a, realmente signi�ca. R�a pidamente fue notorio que exist��an
otras, tales como las funciones signo, la ya conocida funci�onescal�on de Heaviside, entre
otras, con propiedades similares. Algunas operaciones de las funciones no son inmediatas,
por ejemplo no podemos encontrar una derivada directamentecon las herramientas ya
conocidas; as��, todas ellas tienen derivada bien de�nida si �esta se de�ne apropiadamente.

Ejemplo 1.4. La derivada de la delta de Dirac� , la cual analizaremos m�as adelante.
Comenzaremos plante�andonos la siguiente pregunta: >la funci�on � tiene una derivada?
Claramente, intentando encontrar su derivada, r�apidamente entramos en con
icto; para
empezar >c�omo debemos entender a este objeto?; pues, como mencionamos anteriormente,
no se satisfacen las propiedades de una funci�on. As��, la pregunta que dejamos abierta por
un momento es:

>La funci�on � tiene una derivada en alg�un sentido de�nida en todo punto?

Si a la funci�on � la vemos como una funci�on en el sentido ordinario con su de�nici�on
anal��tica ya dada, entonces no podemos encontrar una derivada para ella. Existe, sin
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10 1.3. Sucesiones de Heaviside

embargo, una manera totalmente diferente de ver a la funci�on � , la cual es llamadafunci�on
generalizadao distribuci�on. Estos conceptos ser�an expuestos en los siguientes cap��tulos,
donde daremos respuesta a esta pregunta. �
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2
Cap��tulo

Introducci�on a la Teor��a de
Distribuciones

Este cap��tulo tiene como principal objetivo el presentar lasnociones b�asicas de la
teor��a de distribuciones, adem�as de establecer la notaci�ony terminolog��a que utilizaremos
en el resto de este trabajo.

La idea es la de generalizar la noci�on de funci�on que conocemos enRn y discutir sus
principales propiedades.

2.1 Notaci�on y terminolog��a

SeaRn el espacio realn-dimensional. Si (x1; : : : ; xn ) son las coordenadas de un punto

P 2 Rn ; entonces, su norma Euclidiana ser�a denotada porkxk =

"
nX

j =1

x2
j

# 1
2

:

SeaNn el conjunto de todas lasn-adas de enteros no-negativos,� = ( � 1; : : : ; � n ), el
cual es llamado multi-��ndice de ordenn; entonces de�nimos:

j� j = � 1 + � 2 + : : : + � n ; x � = x � 1
1 x � 2

2 � � � x � n
n :

Si � , � son multi-��ndices de�nimos � + � = ( � 1 + � 1; � � � ; � n + � n ) : La notaci�on � 6 �
signi�ca que � j 6 � j ; 1 6 j 6 n. Adem�as, � ! = � 1! � � � � n !, as�� como tambi�en

�
�
�

�
=

� !
� ! (� � � )!

=
�

� 1

� 1

� �
� 2

� 2

�
� � �

�
� n

� n

�

Si x 2 Rn y � es un multi-��ndice entonces un polinomio enn variables (x1; : : : ; xn ),
de grado6 m puede escribirse como

� (x) =
X

j � j6 m

a� x � :

Los coe�cientesa� pueden ser n�umeros complejos, en cuyo caso� se dice un polinomio con
coe�cientes constantes; o funciones a valores complejos, en cuyo caso� ser�a un polinomio

11



12 2.1. Notaci�on y terminolog��a

con coe�cientes variables.

Las derivadas parciales ser�an denotadas usando el operador

D � =
@j � j

@x� 1
1 @x� 2

2 � � � @x� n
n

=
@� 1+ � 2+ ��� + � n

@x� 1
1 @x� 2

2 � � � @x� n
n

= D � 1
1 D � 2

2 � � � D � n
n (2.1)

dondeD kr
j =

@kr

@xkr
j

, j = 1; 2; : : : ; n. Para el caso 1-dimensionalD � se reduce a
d

d�
. M�as

a�un, si cualquier componente de� es cero, la diferenciaci�on con respecto a la correspon-
diente variable es omitida.

Ejemplo 2.1. En R3, con � = (3 ; 0; 4), tenemos

D � =
@7

@x31@x43
= D 3

1D 4
3: �

De acuerdo a estas notaciones, un operador diferencial parcial de orden6 m puede
ser escrito como sigue:

L =
X

j � j6 m

a� (x)D � : (2.2)

Ejemplo 2.2. Cuando n = 1, tenemos el operador diferencial ordinario

L = a� (x)
@�

@x�
+ a� � 1(x)

@� � 1

@x� � 1
1

+ � � � + a0(x): �

Ejemplo 2.3. El operador diferencial parcial de segundo orden enR2 es:

L =
X

j � j< 2

a� (x)D � =
X

j � j=0

a� (x)D � +
X

j � j=1

a� (x)D � +
X

j � j=2

a� (x)D �

= a2;0(x)
@2

@x21
+ a1;1(x)

@2

@x1@x2
+ a0;2(x)

@2

@x22
+ a1;0(x)

@
@x1

+ a0;1(x)
@

@x2
+ a0;0(x): �

De�nici�on 2.1. Sea
 un conjunto abierto enRn . Denotamos porCm (
) , dondem es un
entero no-negativo, al espacio vectorial sobreC de todas las funciones a valores complejos
de�nidas en 
 que tienen derivadas parciales continuas de orden6 m. Denotamos por
C1 (
) al espacio de todas las funciones a valores complejos de�nidas en 
 que tienen
derivadas parciales de todos los ordenes.

Claramente,
C1 (
) =

\

m> 0

Cm (
)

Los elementos deC1 (
) son llamadas funciones continuas in�nitamente diferencia-
bles o funcionesC1 en 
 .
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2. Introducci�on a la Teor��a de Distribuciones 13

Ahora, podemos establecer las f�ormulas de Taylor y de Leibniz:

F�ormula de Taylor: Para f 2 Ck+1 (U), con U abierto, x 2 U, n > 1, � multi-��ndice,
x0 2 U tenemos:

f (x) =
X

j � j6 m

(x � x0)�

� !
@� f (x0) + Rm (x);

dondeRm (x) es el t�ermino residual.

F�ormula de Leibniz: Sea@� un operador diferencial parcial,u y v dos funciones tales que
u; v 2 C1 (
). Entonces:

@� (uv) =
X

� 6 �

� !
(� � � )!� !

@� u@� � � v:

Usaremos la siguiente notaci�on para la integral (en el sentido de Lebesgue) de una
funci�on f (x) = f (x1; : : : ; xn ) sobre una regi�onn-dimensionalR:

Z
� � �

Z

R
f (x1; : : : ; xn )dx1dx2 � � � dxn =

Z

R
f (x)dx (2.3)

donde dx = dx1dx2 � � � dxn . Generalmente, las funciones que consideraremos ser�an fun-
ciones con valores escalares (reales o complejos) den variables reales, es decir, aplicaciones
de Rn en R (o en C); en otro caso se indicar�a en su momento.

Las integrales se entienden en el sentido de Lebesgue, de maneraque, en particular, son
iguales para dos funciones iguales casi donde quiera (es decir, iguales salvo, posiblemente,
en un conjunto de medida cero).

De�nici�on 2.2. Una funci�on f (x) es localmente integrable enRn si
R

R jf (x)jdx existe
para toda regi�on acotadaR en Rn .

Si f es integrable enRn decimos quef 2 L 1(Rn ), donde

L 1(Rn ) =
�

[f ] : f es medible y
Z

jf (x)j d� < 1
�

:

Aqu��, [ f ] = f g : f = g � -casi en todas partesg y

kf k1 =
Z

Rn
jf jd�:

Si f es localmente integrable enRn escribimosf 2 L 1
loc(Rn ):

La clase de funciones localmente integrables es bastante extensa. Todas las funciones
continuas a pedazos son localmente integrables. Algunas funciones que son in�nitas, tales

como
1

r m
, m < n , donder = ( x2

1 + � � � + x2
n )1=2 son tambi�en localmente integrables.

Es claro que una funci�on integrable es localmente integrable, pero la rec��proca no
es cierta. De hecho, por ejemplo, la funci�onf (x) = x2 es localmente integrable pero
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14 2.2. Funciones de prueba

no integrable. Tambi�en, la funci�on f (x) = x � 1 no es localmente integrable, pues no es
integrable en ning�un intervalo que contenga el origen.

Otro concepto que juega un papel crucial en la teor��a de distribuciones es el soporte
de una funci�on, de�nido como sigue:

De�nici�on 2.3. El soporte de una funci�onf (x) es la cerradura del conjunto de todos los
puntos x tales quef (x) 6= 0:

Denotaremos el soporte de una funci�onf por sop (f ).

Ejemplo 2.4. Para f (x) = sen x, x 2 R, el soporte def (x) consiste de toda la recta real,
no obstante que senx se anula enx = n� . Si sop (f ) es un conjunto acotado, entonces se
dice quef tiene soporte compacto. �

Ejemplo 2.5. El soporte de

f (x) =

8
>><

>>:

0 si �1 6 x 6 � 1
x + 1 si � 1 < x < 0
1 � x si 0 6 x < 1

0 si 16 x < 1

;

es compacto. (ver �gura 2.1). �
y

x

Figura 2.1: f (x)

El conjunto complementario del soporte def (x) es el conjunto de los puntosx del
espacio tales quef (x) es id�enticamente nula en un entorno del punto, el cual es abierto.

Si K es el soporte, la pertenenciax0 2 K signi�ca que todo entorno dex0 contiene
un punto x en el cualf (x) 6= 0.

Si F es un conjunto cerrado la inclusi�onK � F equivale a la a�rmaci�on \ f (x) es nulo
fuera deF ".

2.2 Funciones de prueba

De�niremos ahora los espacios b�asicos de la teor��a:
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2. Introducci�on a la Teor��a de Distribuciones 15

EspacioD0 : Es el espacio de las funciones complejas' (x) de�nidas en el espacio real
n-dimensionalRn , continuas y de soporte compacto.

EspacioDm : Es el espacio de funciones complejas' (x) de�nidas en Rn con derivadas
parciales continuas hasta ordenm y de soporte compacto.

Observemos que una cantidad operacional tal como� (x) adquiere sentido s�olo si es
multiplicada por una funci�on auxiliar su�cientemente suavey despu�es es integrada sobre
todo el espacio. Este punto de vista tambi�en se toma como la base para la de�nici�on
de una funci�on generalizada arbitraria. De acuerdo a esto, consideremos el espacioD
que consiste de funciones a valores reales' (x) = ' (x1; x2; : : : ; xn ); tal que se satisface lo
siguiente:

1. ' (x) es una funci�on in�nitamente diferenciable de�nida en todo punto deRn . Esto
signi�ca que D � ' existe para todos los multi-��ndices� . Tal funci�on es tambi�en
llamada una funci�on C1 .

2. Existe un n�umero A tal que ' (x) se anula parar > A . Esto signi�ca que' (x) tiene
soporte compacto.

De�nici�on 2.4. Las funciones del espacioD se llaman funciones de prueba.

Si � y � son dos escalares y' 1, ' 2 2 D es claro que�' 1 + �' 2 2 D ; es decir, el
conjunto D de las funciones de base es un espacio vectorial sobreC.

A continuaci�on, y con el objetivo de mostrar que el espacioD es no trivial, mostrare-
mos algunas funciones enD:

Ejemplo 2.6. (a) Sean = 1 y f : R ! R tal que

f (t) =
�

e� 1
t si t > 0

0 si t 6 0
;

La gr�a�ca de f (t) se muestra en la �gura 2.2.

t

f (t)

Figura 2.2: f (t)

Claramentef esC1 , adem�as f y todas sus derivadas est�an acotadas.
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16 2.2. Funciones de prueba

En efecto,

lim
t ! 0+

e� 1
t

t
= lim

t ! 0+

1

te
1
t

Pero,

te
1
t = t

�
1 +

1
t

+
1

2!t2
+

1
3!t3

+ � � �
�

=
�
t + 1 +

1
2!t

+
1

3!t2
+ � � �

�

y esto tiende a1 cuandot ! 0+ . As��, lim
t ! 0+

e� 1
t

t
= 0. Por lo que

f 0(t) =
�

1
t2 e� 1

t si t > 0
0 si t 6 0

:

De hecho todas las derivadas def son de la forma
P N

j =1
cj

t j e� 1
t para N < 1 : Como para

toda x se tiene que

ex = 1 + x +
x2

2!
+ � � � +

xn

n!
+ � � � >

xn

n!
entonces,

xn

n!
< ex 8n 2 N; x > 0; o e� xxn < n ! 8n 2 N; x > 0:

Tomando x = 1
t , se sigue que1

tn e� 1
t < n ! 8t > 0, 8n 2 N.

Por lo tanto f y todas sus derivadas est�an acotadas.

Ahora, de�namos ' : R ! R tal que ' (x) = f (1 + x)f (1 � x): Entonces' (x) = 0 ,
jxj > 1:

As��,

' (x) =

(
e� 2

1� x 2 si jxj < 1
0 si jxj > 1

;

y sop' (x) = [ � 1; 1]: Entonces,' 2 D :

De estas mismas consideraciones se sigue que si de�nimos! (x; a) mediante

! (x; a) =

(
e

� a2

a2 �j x j 2 si jxj < a
0 si jxj > a

(2.4)

entonces sop! (x; a) = [ � a; a] y ! (x; a) 2 D

(b) Tambi�en podemos tomar � : R ! R tal que

� (x) =

(
e

� 2
1�j x j 2 si jxj < 1
0 si jxj > 1

;
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2. Introducci�on a la Teor��a de Distribuciones 17

y, entonces, sop (� ) = B 1(0); por lo que� 2 D :

Entonces, para la funci�on � : Rn ! R tal que

�( x) = f (1 � j xj2) =

(
e

� 1
1�j x j 2 si jxj < 1
0 si jxj > 1

;

tenemos que � 2 D : �

Tomando a = 1 en la funci�on ! (x; a) y multiplicando por el factor de normalizaci�on

c =
� Z 1

� 1
e

� 1
1�j x j 2 dx

� � 1

; podemos construir la funci�on

! (x) := ! (x; 1) =

(
ce

� 1
1�j x j 2 si jxj < 1;
0 si jxj > 1;

:

N�otese que en un punto de la frontera del soporte , por ejemplox = 1, son nulas todas
las derivadas de! (x); la serie de Taylor enx � 1, tiene todos sus t�erminos nulos pero no
representa a la funci�on en ning�un entorno dea.

Este hecho, es evidentemente general: todas las derivadas sonnulas en todo punto de
la frontera puesto que son continuas y nulas en el exterior del soporte, pero la serie de
Taylor tiene todos sus t�erminos nulos y no representa a la funci�on en ning�un entorno de
este punto (puesto que todo entorno contiene un punto en el cualla funci�on es no nula).

A partir de la funci�on !; podemos construir, para cada" > 0; la funci�on ! " dada por

! " (x) = c" !
� x

"

�
=

(
c" e

� " 2

" 2 �j x j 2 si jxj < ";
0 si jxj > ";

con las propiedades:
Z

R
! " (x)dx = 1; sop (! " ) = A = fj xj 6 "g; c� 1

" =
Z

jx j6 "
e

� " 2

" 2 �j x j 2 dx:

Tambi�en podemos formar una sucesi�on delta a partir de esta funci�on. Claramente la
sucesi�on

! m (x) =

(
cme

� 1
1� m 2 j x j 2 si jxj < 1

m ;
0 si jxj > 1

m ;

donde

c� 1
m =

Z

jx j6 1
m

e
� 1

1� m 2 j x j 2 dx

es una sucesi�on delta y se puede mostrar usando los m�etodos descritos en la primera
secci�on.
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18 2.2. Funciones de prueba

Las siguientes propiedades de las funciones de prueba son f�aciles de probar; algunas
de ellas ya han sido mencionadas:

1. Si ' 1 y ' 2 son elementos deD, entoncesc1' 1+ c2' 2 pertenece aD, dondec1, c2 2 R.
As��, D es un espacio vectorial.

2. Si ' 2 D entoncesD k ' 2 D

3. Para f (x) 2 C1 y ' 2 D , f ' 2 D

4. Si ' (x1; x2; : : : ; xm ) es una funci�on de pruebam-dimensional y (xm+1 ; : : : ; xn ) es
una funci�on de prueba (n � m)-dimensional, entonces' es una funci�on de prueba
en las variablesx1; : : : ; xn .

La de�nici�on de D no requiere que todos sus elementos tengan el mismo soporte.

Ejemplo 2.7. Las funciones enR, de�nidas mediante

! (x) =

(
e

� a2

a2 �j x j 2 si jxj < a;
0 si jxj > a;

y

! (x � 3) =

(
e� a2

a2 �j x � 3j si jx � 3j < a;
0 si jx � 3j > a;

ambas son miembros deD sin embargo, sus soportes son:

sop! (x) = ( � 1; 1) y sop! (x � 3) = (2 ; 4): �

A continuaci�on revisamos las nociones b�asicas de convergencia que necesitaremos en
este espacio.

De�nici�on 2.5. Una sucesi�on f ' mg, m = 1; 2; : : : donde ' m 2 D , converge a' 0 si se
satisfacen las siguientes condiciones:

1. Las ' m y ' 0 se anulan fuera de una regi�on com�un.

2. D � ' m ! D � ' 0 uniformemente cuandom ! 1 para todo multi-��ndice � .

Claramente ' 0 2 D y por tanto D es cerrado (o es completo ) con respecto a esta
de�nici�on de convergencia. Para el caso especial' 0 = 0, la sucesi�on f ' mg se llama
sucesi�on nula.

Ejemplo 2.8. La sucesi�on
�

1
m

! (x; a)
�
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dondef ! (x; a)g se de�ne en (2.4), es una sucesi�on nula. Sin embargo, la sucesi�on
�

1
m !

�
x
m ; a

�	

no es una sucesi�on convergente, porque el soporte de la funci�on ! ( x
m ; a) es la esfera con

radio ma, el cual es diferente para diferentes valores dem. �

Adem�as del espacioD de funciones de prueba, usaremos ciertos subespacios deD.
Para una regi�on R en Rn , el espacioDR contiene a todas aquellas funciones cuyo soporte
se encuentra enR, esto es,

DR = f ' : ' 2 D ; sop (' ) � Rg

Claramente es un subespacio deD.

Ejemplo 2.9. Dx y Dy son dos subespacios uno-dimensionales de funciones de prueba
' (x), ' (y) y est�an contenidos enDxy , el cual es el subespacio de funciones de prueba
' (x; y) 2 R2. �

La convergencia enDR se de�ne de la misma manera que enD.

2.3 Funcionales lineales

De�nici�on 2.6. Un funcional lineal T en D es una operaci�on por medio de la cual
asignaremos a toda funci�on de prueba' (x) un n�umero real que denotaremoshT; ' i , tal
que

hT; c1' 1 + c2' 2i = c1 hT; ' 1i + c2 hT; ' 2i (2.5)

para ' 1; ' 2 2 D y c1; c2 2 R.

Se sigue quehT;0i = 0 y

*

T;
mX

j =1

cj ' j

+

=
mX

j =1

cj hT; ' j i ; dondecj 2 R.

El siguiente concepto es referente a la continuidad de los funcionales lineales.

De�nici�on 2.7. Un funcional lineal enD es continuo si y solamente si, para cada sucesi�on
f ' mg 2 D; la sucesi�on de n�umeroshT; ' m i converge ahT; ' i cuando' m ! ': As��,

lim
m!1

hT; ' m i =
D

T; lim
m!1

' m

E
: (2.6)

Ahora, tenemos las herramientas necesarias para de�nir una distribuci�on.

De�nici�on 2.8. Una distribuci�on en U es una funcional lineal continuaT : D(U) ! C;
con la continuidad de�nida enD(U).
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20 2.4. Distribuciones regulares

2.4 Distribuciones regulares

Un tipo de distribuciones es aquel que consiste de las generadas por funciones localmente
integrables, como se establece en el siguiente resultado.

Teorema 2.1. SeaU � Rn abierto y f 2 L 1
loc(U). Entonces f se puede identi�car con

la distribuci�on en U

f : D(U) ! C

mediante la f�ormula

hf; ' i =
Z

Rn
f (x)' (x)dx: (2.7)

Demostraci �on: Claramente hf; ' i es lineal. Ahora, probemos la continuidad. En
efecto, para cadaK � U tal que K es compacto y cadaf ' j g ! ' 0 en D(K ) tendremos:

jhf; ' j i � h f; ' 0ij =

�
�
�
�

Z

Rn
f (x)' j (x)dx �

Z

Rn
f (x)' 0(x)dx

�
�
�
�

=

�
�
�
�

Z

Rn
f (x) [' j (x) � ' 0(x)]dx

�
�
�
�

6
Z

Rn
jf (x)j j ' j � ' 0(x)jdx

6 k' j (x) � ' 0(x)k1

Z

K
jf (x)jdx ! 0;

cuandoj ! 1 (puesk@� ' j � @� ' 0k1 ! 0, cuandoj ! 1 ).

As��, si la sucesi�on f ' mg converge a cero, entonceshf; ' m i converge a cero. De aqu��
que sea continua. Por lo tanto,hf; ' i es una distribuci�on. �

Una distribuci�on de�nida mediante (2.7) se llama regular. Si una distribuci�on no es
regular, se llamasingular.

Dos casos particulares de distribuciones regulares son los siguientes:

a) La distribuci�on cero en D tiene la siguiente propiedad:

h0; ' i = 0; ' 2 D :

b) Si c es constante entoncesc 2 L 1
loc(U) y genera la distribuci�on:

hc; ' i =
Z

Rn
c' (x)dx = c

Z

Rn
' (x)dx:
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Las distribuciones regulares tambi�en pueden de�nirse por medio de operadores diferen-
ciales parciales. Sif (x) 2 L 1

loc, podemos de�nir una distribuci�on como:

hf; ' i =
Z

Rn
f (x)D � ' (x)dx; ' 2 D :

2.5 El Espacio D0

El conjunto de todas las distribuciones enD se denotar�aD0.

Cuando U sea un abierto deRn entoncesD0(U) ser�a el espacio de distribuciones en
el abierto U de Rn o bien D(U) es el espacio de funciones de prueba sobreU.

Cuando U = Rn entonces s�olo denotaremos a los espacios comoD0, D, L 1
loc, etc.

Las distribucionesT1 y T2 dan lugar a una nueva distribuci�on: T = c1T1 + c2T2 para
toda c1; c2 2 R tal que

hT; ' i = hc1T1 + c2T2; ' i = c1 hT1; ' i + c2 hT2; ' i :

As��, D0 es un espacio lineal.D0 es el espacio dual deD, es un espacio m�as grande
que D y forma una generalizaci�on de la clase de funciones localmente integrables por
que contiene funciones tales como� (x) que no son localmente integrables. Por tal raz�on
las distribuciones son llamadasfunciones generalizadaso simb�olicas. Utilizaremos los
t�erminos \distribuci�on " y \funci�on generalizada", sin di stinci�on alguna.

Otra idea b�asica en la teor��a de distribuciones se incluye en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Dos funciones continuas que producen la misma distribuci�on regular son
id�enticas.

Demostraci �on: El teorema se sigue de la f�ormula (2.7). Seanf; g 2 C: Para toda
' 2 D se tiene que

Z

Rn
f (x)' (x)dx =

Z

Rn
g(x)' (x)dx;

o bien Z

Rn
[f (x) � g(x)] ' (x)dx = 0:

Seah(x) = f (x) � g(x) entonces

hh; ' i =
Z

Rn
h(x)' (x)dx = 0:

Como la �unica funci�on continua para la cual hh; ' i = 0 para toda ' 2 D es h � 0
entoncesf (x) = h(x), x 2 Rn : �

Tesis de Maestr��a
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Para funciones localmente integrables este teorema no es v�alido, porque podemos
alterar los valores def (x) en un conjunto de medida cero sin alterar los valores de la
distribuci�on regular asociada conf . Sin embargo, sif (x) y g(x) son funciones localmente
integrables y son iguales casi en todas partes, entonces generan la misma distribuci�on, y
tenemos:

hf; ' i = hg; ' i ' 2 D

M�as a�un, tenemos el siguiente resultado:

Proposici�on 2.1. Seanf; g 2 L 1
loc. Entonces, f = g casi en todas partes si y solamente

si hf; g i = hg; ' i .

Demostraci �on: Si f = g casi en todas partes y' 2 D entonces:

hf; g i =
Z

Rn
f (x)' (x)dx =

Z

Rn
g(x)' (x)dx = hg; ' i ; para toda ' 2 D :

Ahora, supongamos quehf; ' i = hg; ' i para toda ' 2 D , es decir,
Z

Rn
f (x)' (x)dx =

Z

Rn
g(x)' (x)dx para toda ' 2 D

o bien,
Z

Rn
[f (x) � g(x)] ' (x)dx = 0:

Consideremos' t (y � x) =
1
t
'

�
y � x

t

�
con ' 2 L 1 y

R1
�1 ' (x)dx = 1, j' (x)j 6

C (1 + jxj)� n� " : Entonces, existe" > 0 tal que

(h � ' t ) (x) ! h(x); t ! 0

dondeh = ( f � g) (x) 2 L 1
loc(R

n ).

As��,

0 =
Z

Rn
(f � g) (x)' t (y � x)dx =

Z

Rn
h(x)' t (y � x)dx ! h(y) = ( f � g) (y);

casi en todas partes. Por lo tanto,f = g casi en todas partes. �

Este resultado nos lleva al siguiente concepto:

De�nici�on 2.9. Sea U � Rn abierto y seanF; G 2 D 0(U): Supongamos queV � U,
V abierto. Diremos queF = G en V si y solamente si para toda' 2 D (V) se tiene
que hF; ' i = hG; ' i . Si F; G 2 L 1

loc(U) y hF; ' i = hG; ' i para toda ' 2 D (V) entonces
F = G casi en todas partes sobreV.

Lema 2.1. Sea K � Rn un compacto yf 
 j g
k
j =1 un cubrimiento �nito por abiertos de

K . Entonces, existen funcionesf ' j g
k
j =1 � D tales que0 6 ' j 6 1 8j = 1; 2; : : : ; k;
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sop' j � 
 j j = 1; : : : ; k y
P k

j =1 ' j = 1 en una vecindad deK . La familia f ' j g
k
j =1 se

llama partici�on C1 de la unidad subordinada a la cubiertaf 
 j g
k
j =1 .

Demostraci �on: Por hip�otesis, sabemos queK �
S k

j =1 
 j . Seax 2 K entonces, existe
j 2 1; : : : ; k tal que x 2 
 j . Existe una vecindad compactaK x de x tal que

x 2 K �
x � K x � 
 j ;

donde K � denota el interior de K . Por lo que, K �
S

x2 K K � . Entonces, existen
K x1 ; : : : ; K xs tales que

K �
s[

j =1

K �
x j

�
k[

j =1


 j con Kj � 
 j :

Por el lemaC1 de Urysohn (para una demostraci�on de este lema consultar [9]) existen
funcionesf � j g

k
j =1 � D tal que 06 � j 6 1; sop� j � 
 j y � j = 1 en K j .

De�namos

' 1 = � 1;

' 2 = � 2 (1 � � 1) ;
...

' j = � j (1 � � 1) (1 � � 2) � � � (1 � � j � 1) ; 2 6 j 6 k:

Claramente, 06 ' j 6 1 j = 1; : : : ; k

sop (' ) � sop (� j ) � 
 j j = 1; : : : ; k:

Ahora, ' 1 = 1 en K 1, mostremos que' 1 + ' 2 = 1 en K 1 [ K 2:

Seax 2 K 1 [ K 2:

Si x 2 K 1 entonces

' 1(x) = 1 ;

' 2(x) =  2(x) [1 � ' 1(x)] = 0 :

Por lo tanto, ' 1(x) + ' 2(x) = 1.
Si x 2 K 2 entonces

' 1(x) = 0

' 2(x) =  2(x) [1 � ' 1(x)] = 1

Supongamos que' 1 + ' 2 + � � � + ' k = 1 en K 1 [ K 2 [ � � � [ K k .

Probaremos que' 1 + ' 2 + � � � + ' k + ' k+1 = 1 en
S k+1

j =1 K j .
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Seax 2
S k+1

j =1 K j : Entoncesx 2 K j para alg�un j 2 f 1; 2; : : : k + 1g.

Si x 2 K k , entonces

' 1(x) = 0 ;

' 2(x) =  2(x) [1 � ' 1(x)] = 0 ;

' 3(x) =  3(x) [1 � ' 1(x)] [1 � ' 2(x)] = 0 ;
...

' k(x) =  k(x) [1 � ' 1(x)] [1 � ' 2(x)] � � � [1 � ' k� 1(x)] = 1 ;

' k+1 (x) =  k+1 (x) [1 � ' 1(x)] [1 � ' 2(x)] � � � [1 � ' k� 1(x)] [1 � ' k(x)] = 0 :

Por lo tanto, ' 1 + ' 2 + � � � + ' k + ' k+1 = 1 en
S k+1

j =1 K j : �

Para terminar esta secci�on, presentamos el siguiente resultadocuya demostraci�on se
sigue del Lema 2.1:

Proposici�on 2.2. Seaf V� : � 2 I g la familia de abiertos deU y seaV =
S

� 2 I V� : Sean
F; G 2 D 0(U) tal queF = G en V� para toda � 2 I . Entonces,F = G en V.

2.6 Ejemplos.

En los ejemplos 2.10 y 2.11 se hace referencia a los espaciosL p; que consisten de todas
las clases de equivalencias de funciones mediblesf para las cualesjf jp tiene integral de
Lebesgue �nita, siendo dos funciones equivalentes si son iguales casi donde quiera. A este
espacio se le dota de la norma

kf kp =
� Z

jf jpd�
� 1

p

:

Ejemplo 2.10. Toda f 2 L p(U) =
�

[f ] :
R

jf jpdx < 1
	

, 1 6 p 6 1 ; Determina un
elemento enD0(U): Pues sabemos queL p(U) � L 1

loc(U) � D 0(U): �

Ejemplo 2.11. La convergencia enL p implica convergencia enD0. En efecto, sif n ! f
en L p, 1 6 p < 1 , mostremos que

hf n ; ' i ! h f; ' i ; cuando n! 1 en D0:
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2. Introducci�on a la Teor��a de Distribuciones 25

Sea' 2 D , as��

jhf n ; ' i � h f; ' ij =

�
�
�
�

Z

Rn
f n (x)' (x)dx �

Z

Rn
f (x)' (x)dx

�
�
�
�

=

�
�
�
�

Z

Rn
[f n (x) � f (x)] ' (x)dx

�
�
�
�

6
Z

sop'
jf n (x) � f (x)j j ' (x)jdx

6 kf n (x) � f (x)kp k' (x)kq ! 0 cuando n! 1 :

Por lo tanto, hf n ; ' i ! h f; ' i en D0 �

Ejemplo 2.12. La distribuci�on de Heaviside enR.

hHR; ' i =
Z

R
' (x)dx; (2.8)

ya estudiada en la secci�on 1.1 del cap��tulo 1.
Para R, (2.8) es:

hH; ' i =
Z 1

0
' (x)dx: (2.9)

Como H (x) es una funci�on continua a pedazos, es una distribuci�on regular. �

Ejemplo 2.13. La distribuci�on delta de Dirac en Rn es

h� (x � � ); ' (x)i = ' (� ); (2.10)

para � �jo en Rn . Claramente esta funcional es lineal. Para probar la continuidad ob-
servemos que

lim
m!1

h�; ' m i = lim
m!1

' m (� ):

Sin embargo, si' m (x) ! 0 entonces' m (� ) ! 0. As��, tenemos la continuidad. De aqu��
que � sea una distribuci�on. �

M�as generalmente, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.3. Seax0 2 U, � un multi-��ndice y � �
x0

: D(U) ! C de�nida mediante

� �
x0

(' ) = @� ' (x0):

Entonces� �
x0

es una distribuci�on en U.

Demostraci �on: Claramente � �
x0

es lineal.

Veamos que ��x0
es continua:
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26 2.6. Ejemplos.

Si K � U es tal queK es compacto y' j ! ' en D(K ) entonces@� ' j ! @� ' en K
para toda � multi-��ndice.

As��,
� �

x0
(' j ) = @� ' j (x0) ! @� ' (x0) = � �

x0
'

para todo � multi-��ndice. Por lo tanto, � �
x0

es una distribuci�on enU: �

A continuaci�on se prueba que� y sus derivadas no son localmente integrables. Estas
distribuciones son, por tanto, singulares.

Proposici�on 2.3. � �
x0

no proviene de una funci�on para ning�un multi-��ndice � . En otras
palabras,

� �
x0

(' ) 6=
Z

Rn
f (x)' (x)dx

para algunaf 2 L 1
loc(U).

Demostraci �on: Cuando � = 0 � �
x0

proviene de una medida :

� �
x0

(' ) =
Z

Rn
'd � x 0

= � � x 0
(' )

donde

� x0 (A) =
�

1 si x0 2 A
0 si x0 =2 A

;

es la medida concentrada enA.

Veamos que para� = 0, � 0
x0

(' ) = ' (x0), No proviene de una funci�on. Supongamos
que x0 = 0, n = 1, as�� tenemos � : D ! C; � (' ) = ' (0):

Como vimos en el ejemplo 2.13 y el Teorema 2.3, la� es una funcional lineal y continua
enD. Por el Teorema de Hahn-Banach (ver [9] para su demostraci�on) existe una extensi�on
continua de� al espacio de funcionesL 1

c , esto es las funciones enL 1 de soporte compacto;
digamos

T : L 1
c ! C

TjD = �

Supongamos que existef 2 L 1
loc tal que T(' ) =

R
R f (x)' (x)dx para toda ' 2 L 1

c .

Para los abiertosUn =
�
� 1

n ; 1
n

�
y los compactosK n =

�
� 1

2n ; 1
2n

�
el Lema C1 de

Urysohn (ver [9]) permite construir una familiaf ' ng1
n=1 tal que ' n 2 D , 0 6 ' n 6 1,

' n = 1 en K n =
�
� 1

2n ; 1
2n

�
, con sop' n � Un =

�
� 1

n ; 1
n

�
.

As��,

1 = ' n (0) = � (' n ) = T(' n ) =
Z

R
f (x)' n (x)dx ! 0; cuando n ! 1 esto ya que

' n f ! 0 casi en todas partes, excepto enx = 0 y j' n f j 6 jf j 2 L 1([� 1; 1]).
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2. Introducci�on a la Teor��a de Distribuciones 27

Entonces, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue(para una demos-
traci�on de este resultado ver [9]) se sigue que 1 =' n (0) ! 0, lo que nos lleva a una
contradicci�on.

Similarmente podemos demostrar el resultado para todo� multi-��ndice. �

Ahora, daremos a conocer un poco de notaci�on: SeanF 2 D 0(U), ' 2 D (U). En vez
de escribirF (' ) escribiremoshF; ' i : Un caso particular ser�aF = f 2 L 1

loc(U) entonces
escribimoshf; ' i =

R
Rn f (x)' (x)dx.

La re
exi�on de una funci�on ' en U � Rn es e' (x) = ' (� x):

Si y 2 Rn � y denotar�a la masa puntual eny, es decir,

� y : D ! C

h� y; ' i = ' (y)

y � es la masa puntual en el origen, es decir,h�; ' i = ' (0).

Proposici�on 2.4. Seaf 2 L 1(Rn ) tal que
R

Rn f = a: Entonces

f t ! a� si t ! 0 en D0

Demostraci �on: Mostremos que para toda' 2 D se tiene quehf t ; ' i ! h a�; ' i : En
efecto,

hf t ; ' i =
Z

Rn
f t (y)' (y)dy =

Z

Rn
f t (y) e' (0 � y)dy

= ( f t � e' )(0) ! e' (0) = a� (' )

= ha�; ' i cuando t ! 0:

�

2.7 Regularizaci�on

Seaf una funci�on integrable sobre todo compacto, salvo sobre aquellos que contienen
ciertos puntos singulares: para simpli�car, supondremos un s�olo punto singular, enx0. El
funcional f tal que

hf; ' i =
Z

Rn
f (x)' (x)dx; ' 2 D

no es una distribuci�on sobreRn : el lado derecho s�olo est�a de�nido, en general, si el soporte
de ' excluye ax0; dicho de otro modo, el funcionalf es solamente una distribuci�on sobre
todo abierto que excluya ax0.
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El problema de la regularizaci�on es el siguiente: encontraruna distribuci�on rf sobre
Rn que se reduzca a la distribuci�onf sobre los abiertos que excluyen ax0. Se dir�a que
esta distribuci�on (que prolonga, en el entorno dex0, la de�nici�on de la distribuci�on f
fuera de este entorno ), es unaregularizaci�on de la funci�on f .

Un ejemplo de regularizaci�on, es el siguiente.

Ejemplo 2.14. La funci�on 1
x no de�ne una distribuci�on regular porque

R1
�1

' (x)
x no es

convergente para todas las funciones de prueba. Sin embargo, podemos emplear la noci�on
de valor principal de Cauchyy de�nimos:

�
P

1
x

; ' (x)
�

= V P
Z 1

�1

' (x)
x

dx

= lim
" ! 0

Z

jx j> "

' (x)
x

dx; ' 2 D : (2.11)

dondeV P y P 1
x indican el valor principal. Este l��mite existe por la siguiente raz�on. Como

' (x) es diferenciable enx = 0, existe una funci�on  (x) continua en x = 0 tal que

' (x) = ' (0) + x (x) (2.12)

Sea [� A; A ] el soporte de la funci�on de prueba' (x), entonces para" > 0,
Z

jx j>"

' (x)
x

dx =
Z

A> jxj>"

�
' (0)

x
+  (x)

�
dx

=
Z

A> jxj>"
 (x)dx !

Z A

� A
 (x)dx cuando " ! 0: (2.13)

Se puede ver f�acilmente que est�a funcional es lineal. Para probar su continuidad hacemos
referencia a Z

jx j>"

' (x)
x

dx !
Z A

� A
 (x)dx cuando " ! 0;

donde sop' (x) = [ � A; A ] y encontramos que
�

P
1
x

; '
�

=
Z A

� A
 (x)dx 6 2A maxj (x)j; � A 6 x 6 A;

por el teorema del valor medio.

As��, P 1
x es una distribuci�on. �

Ejemplo 2.15. � � (x) =
1
2

� (x) �
1

2�i
P

1
x

son distribuciones singulares enD; llamadas

distribuciones de Heisenberg. �

Finalizamos este cap��tulo introductorio de teor��a de distribuciones para dar paso a las
propiedades b�asicas que relacionan esta teor��a con la teor��a cl�asica de funciones, las cuales
nos servir�an en cap��tulos posteriores para el an�alisis de ciertos problemas en ecuaciones
diferenciales parciales en el sentido distribucional.
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3
Cap��tulo

Extensi�on de Operadores
Lineales de Distribuciones

Este cap��tulo tiene como prop�osito principal mostrar como podemos llegar a la de-
�nici�on de los operadores de Distribuciones una vez que conocemos su de�nici�on en el
sentido cl�asico, de tal manera que estos est�en bien de�nidos enel sentido de distribuciones.
Adem�as mostramos varios ejemplos en los cuales ilustramos el uso de tales operadores
para distribuciones que ser�an de gran importancia en el cap��tulo 5 de esta tesis. Tambi�en
damos a conocer el soporte y el soporte singular de una distribuci�on mostrando varios
resultados de gran importancia y en una �ultima secci�on hablamos de la convergencia de
Distribuciones.

Sea T : X ! L 1
loc(V) lineal, donde X � L 1

loc(U), U y V son abiertos deRn y
supongamos queT0 : D(V) ! D (U) es lineal y continua, tal que

hT f; ' i =
Z

Rn
(T f )'dx =

Z

Rn
f (T0' )dx = hf; T 0' i ;

para toda ' 2 D (V) y f 2 X . Entonces podemos extenderT : D0(U) ! D 0(V) tal que
para F 2 D 0(U)

hTF; ' i = hF; T 0' i donde ' 2 D (V):

ClaramenteT sigue siendo lineal y adem�as es continua.

Sea (F� )� 2 I una red (para una de�nici�on de este concepto ver [9]) enD0(U) tal que
F� ! F en D0(U):

Antes de continuar trataremos de explicar un poco este concepto. Es una generaliza-
ci�on de la noci�on de sucesi�on, la idea clave es utilizar conjuntos indexados m�as general que
N. La de�nici�on precisa es como sigue: Una red en un conjuntoX es un mapeo� 7! x �

de un conjunto directoA en X . Donde un conjunto directo es un conjunto equipado con
una relaci�on binaria.

Entonces

hF� ; ' i ! h F; ' i para toda ' 2 D (U);

29



30 3.1. Operadores algebraicos

de aqu�� que,

hF� ; T0 i ! h F; T 0 i para toda  2 D (V):

As��,

hTF� ;  i ! h TF;  i para toda  2 D (V):

Entonces,

TF� ! TF en D0(V):

Por lo tanto T es continua.

3.1 Operadores algebraicos

Ya hemos de�nido la suma de dos distribuciones y la multiplicaci�on por un escalar. Ahora
de�niremos otras operaciones algebraicas.

3.1.1 Cambio de variables

Conociendo como act�ua una distribuci�onF; nos interesa saber qu�e eshF (x + b); ' (x)i si
F (x) 2 D 0 y ' (x) es una funci�on de prueba.

Seahf; ' i una distribuci�on regular generada por una funci�onf (x) 2 L 1
loc(R

n ): Sea
x = Ay � a, dondeA es una matriz den � n con detA 6= 0 y a un vector constante, una
transformaci�on lineal de Rn en Rn . Entonces, tenemos:

hf (Ay � a); ' (y)i =
Z

Rn
f (Ay � a)' (y)dy

=
1

jdetAj

Z

Rn
f (x)'

�
A � 1(x + a)

�
dx

=
1

jdetAj



f (x); '

�
A � 1(x + a)

��
; (3.1)

dondeA � 1 es la inversa de la matrizA.

Afortunadamente, la misma de�nici�on se aplica a una distribuci�on singular, porque
[A � 1(x + a)] es una operaci�on v�alida en' (x). De acuerdo a esto, tenemos:

hT(Ay � a); ' (y)i =
�

T(x);
' [A � 1(x + a)]

jdetAj

�
(3.2)

De�nici�on 3.1. Si F 2 D 0, detA 6= 0 entoncesF (Ay + b) 2 D 0

hF (Ay + b); ' (y)i =
�

F (x);
' (A � 1(x � b))

detA

�
para toda ' 2 D : (3.3)
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3. Extensi�on de Operadores Lineales de Distribuciones 31

Observaci�on 3.1. Para una traslaci�on simple, es decir para el caso en el queA = I; la
matriz unidad, tenemos:

hF (y � a); ' (y)i = hF (x); ' (x + a)i : (3.4)

Observaci�on 3.2. Para una expansi�on escalar simple,A = cI , b= 0, (3.3) es

hF (cy); ' (y)i =
1

jcn j

D
F (x); '

� x
c

�E
(3.5)

Ejemplo 3.1. Consideremos la delta de Dirac. Sabemos queh� (x); ' (x)i = ' (0). Ahora,

h� (y � a); ' (y)i = h� (x); ' (x + a)i = ' (a):

La distribuci�on � (y � a) se denota� a(y), la cual como ya mencionamos en el cap��tulo 2,
se interpreta como una distribuci�on de masa unitaria concentrada ena. �

3.1.2 Traslaci�on por y 2 Rn �jo

Si f 2 L 1
loc(U) con U � Rn ; consideremos el operador detraslaci�on

� y : L 1
loc(U) ! L 1

loc(V)

(� yf )(x) = f (x � y)

dondeV = U + y abierto.

Observamos que para todaf 2 L 1
loc(U), ' 2 D (V)

Z

Rn
(� yf )(x)' (x)dx =

Z

Rn
f (x � y)' (x)dx

=
Z

Rn
f (z)' (z + y)dz;

=
Z

Rn
f (z)' (z � (� y))dz

=
Z

Rn
f (z)� � y ' (z)dz:

Entonces, es natural de�nir

T0 : D(V) ! D (U)

T0' = � � y '

As��, tenemos la siguiente de�nici�on
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32 3.1. Operadores algebraicos

De�nici�on 3.2. De�nimos la traslaci�on por y de una distribuci�on como:

� y : D0(U) ! D 0(V)

h� yF; ' i = hF; � � y ' i

para toda F 2 D 0(U) y ' 2 D (V).

De�nici�on 3.3. Una distribuci�on F es homog�enea de grado� si

F (cx) = c� F (x);

para c > 0.

Si F es homog�enea de grado�;

hF (cy); ' (y)i = c� n
D

F (x); '
� x

c

�E
= c� hF; ' i

y

D
F (x); '

� x
c

�E
= c� + n hF; ' i :

Ejemplo 3.2. h� (cy); ' (y)i =
1

jcn j

D
� (x); '

� x
c

�E
=

1
jcn j

h� (x); ' (x)i ; o

� (cx) =
1

jcn j
� (x): (3.6)

As��, � (x) = � (x1; :::; xn ) es una distribuci�on homog�enea de grado� n. �

De�nici�on 3.4. Sea F una distribuci�on. La re
exi�on eF de F es aquella distribuci�on
de�nida mediante D

eF ; '
E

= hF; e' i ; 8' 2 D (V): (3.7)

Ejemplo 3.3. Para la distribuci�on � tenemos
D

e�; ' (x)
E

= h�; ' (� x)i = ' (0) = h� (x); ' (x)i

o bien, � (� x) = � (x): En este sentido se dice que la distribuci�on delta es una distribuci�on
par. �

Similarmente una distribuci�on con la propiedad

hF (� x); ' (x)i = hF (x); ' (� x)i = � h F; ' i

es llamada una distribuci�on impar.
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3.1.3 Producto de una distribuci�on y una funci�on

En general, es dif��cil de�nir el producto de dos funciones generalizadas. Esta di�cultad se
presenta a�un en el caso de que las distribuciones est�en asociadas a funciones localmente
integrables. Consid�erese, por ejemplo,f (x) = g(x) = 1

x
1
2
; es claro quef; g 2 L 1

loc, pero

f (x)g(x) = 1 =x =2 L 1
loc. Sin embargo, es posible asignar un signi�cado al producto de

una funci�on generalizadaF (x) y una funci�on in�nitamente diferenciable  (x); como lo
exponemos a continuaci�on.

Sea 2 C1 (U), U � Rn ; U abierto. SeaT : L 1
loc(U) ! L 1

loc(U) de�nida mediante

T f =  f:

As��, para toda ' 2 D (U) tenemos:
Z

Rn
(T f )(x)' (x)dx =

Z

Rn
( f )(x)' (x)dx =

Z

Rn
f (x)(  ' )(x)dx:

Entonces,

T0 : D(U) ! D (U)

T0' =  ':

De aqu��, podemos de�nir el operador

T : D0(U) ! D 0(U)

TF =  F

como:
h F; ' i = hF;  ' i 8 ' 2 D (U) (3.8)

pues ' 2 D

Ejemplo 3.4. h �; ' i = h�;  ' i =  (0)' (0) =  (0) h�; ' i = h (0)�; ' i

o
 (x)� (x) =  (0)� (x): (3.9)

M�as generalmente,
 (x)� (x � � ) =  (� )� (x � � ): (3.10)

�

Ejemplo 3.5. Mostremos que, paran 2 Z+ ;

xnP
�

1
x

�
= xn� 1: (3.11)

Si ' 2 D ; entonces
�

xnP
�

1
x

�
; ' (x)

�
= V P

Z 1

�1

xn ' (x)
x

dx =
Z 1

�1
xn� 1' (x)dx =



xn� 1; '

�
: �
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34 3.1. Operadores algebraicos

3.1.4 Composici�on con transformaciones lineales

SeanS 2 L (Rn ; Rn ) invertible, U � Rn y V = S� 1(U) abiertos.

Consideremos el mapeo

T : L 1
loc(U) ! L 1

loc(V)

T f = f � S:

Claramente T es lineal. Adem�as, para toda' 2 D (V); se sigue, del teorema de cambio
de variables, que:

Z

Rn
(T f )(x)' (x) =

Z

Rn
(f � S)(x)' (x) =

Z

Rn
f (S(x)) ' (x)dx

=
Z

Rn
f (S(x))( ' � S� 1)(S(x))dx =

Z

Rn
(f (' � S� 1))( S(x))dx

= jdetSj � 1
�

jdetSj
Z

Rn
(f (' � S� 1))( S(x))dx

�

= jdetSj � 1
Z

Rn
(f (' � S� 1))( z)dz:

As��, para T f = f � S se sigue que
Z

Rn
(T f )(x)' (x)dx = jdetSj � 1

Z

Rn
f (' � S� 1)(x)dx;

entonces, igual que antes, se sigue que:

T0 : D(V) ! D (U)

T0' = jdetSj � 1 ' � S� 1:

Finalmente, podemos de�nir, paraF 2 D 0(U);

T : D0(U) ! D 0(V)

TF = F � S:

As��,

hF � S; ' i = jdetSj � 1 

F; ' � S� 1

�

para toda ' 2 D (V):

Un caso particular es el siguiente: SeaS : Rn ! Rn tal que S(x) = � x, claramenteS
es invertible,S� 1 = S y jdetSj = 1 y si f 2 L 1

loc(U) entonces (f � S)(x) = f (� x) = ef (x):
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3.2 Operaciones anal��ticas

En esta secci�on presentamos la operaci�on de diferenciaci�onde distribuciones, las de�ni-
ciones de soporte de una distribuci�on y de convergencia de distribuciones.

La de�nici�on de derivada de una distribuci�on que desarrollaremos aqu�� nos lleva a
resultados consistentes cuando diferenciamos una distribuci�on que tambi�en es una funci�on
cl�asica. Por lo tanto, consideraremos primero una distribuci�on regular generada por una
funci�on continuamente diferenciablef (x) = f (x1; x2; : : : ; xn ).

3.2.1 Diferenciaci�on

SeanU � Rn abierto, y

T : C j � j(U) ! L 1
loc(U)

T f = @� f:

donde� es un multi-��ndice.

Notemos que para toda' 2 D (V)
Z

Rn
(T f )(x)' (x)dx =

Z

Rn
(@� f )(x)' (x)dx = ( � 1)j � j

Z

Rn
f (x) (@� ' ) (x)dx;

la �ultima igualdad se obtiene al integrar por partes.

Entonces, para toda' 2 D (U)
Z

Rn
(@� f )(x)' (x)dx = ( � 1)j � j

Z

Rn
f (x)(@� ' )(x)dx =

Z

Rn
f (x)

�
(� 1)j � j@� '

�
(x)dx:

En este casoT0 = ( � 1)j � j TjD(U) .

As��, podemos extenderT = @� a todo D0(U) de la siguiente manera:

@� : D0(U) ! D 0(V)

h@� F; ' i = ( � 1)j � j hF; @� ' i ; (3.12)

para F 2 D 0(U) y para toda ' 2 D (V): Esta es la derivada en el sentido de distribuciones.

N�otese que este resultado transforma el problema de derivar una funci�on generalizada
al problema de derivar una funci�on de prueba que tiene derivadas de todos los ordenes.

Propiedades de las derivadas generalizadas

1. De la de�nici�on de diferenciaci�on en la ecuaci�on (3.12) se sigue que una funci�on
generalizada es in�nitamente diferenciable.

Tesis de Maestr��a



36 3.2. Operaciones anal��ticas

2. La igualdadF 0(x) = 0 es v�alida si y solamente si la distribuci�on F (x) es constante.
De hecho, si suponemos queF 0(x) = 0, entonces

0 = hF 0(x); ' (x)i = � h F (x); ' 0(x)i = �
Z

sop'
F (x)' 0(x)dx:

Como ' 0 2 D (U) y �
R

sop' F (x)' 0(x)dx = 0 entoncesF (x) es constante.

Por otro lado, si F (x) es constante,

hF 0; ' i = h0; ' i = 0;

entoncesF 0(x) = 0 :

De esta relaci�on se sigue que siF 0
1 = F 0

2, entoncesF1 y F2 di�eren por una funci�on
constante.

3. La derivada generalizada coincide con la derivada cl�asica siempre que la derivada
cl�asica exista. Seaf 2 C �

c (U), una funci�on continua con derivadas parciales conti-
nuas hasta orden� y de soporte compacto, entonces@� f en D0(U) coincide con la
derivada cl�asica@� f para � multi-��ndice tal que � 6 � .

Si f 2 C �
c (U) entoncesf 2 L 1

loc(U), U � Rn abierto. Entonces,f se puede iden-
ti�car con la distribuci�on en U de�nida en el teorema 2.1 del cap��tulo 2, ecuaci�on
(2.7).

Mostremos que
Z

Rn
@� f (x)' (x)dx = ( � 1)�

Z

Rn
f (x)@� ' (x)dx

para toda ' 2 D (U):

Supongamos quen = 1, � = 1, U = [ a; b]. Integrando por partes se obtiene
Z b

a
f 0(x)' (x)dx = f (x)' (x)

�
�
�
b

a
�

Z b

a
f (x)' 0(x)dx = �

Z b

a
f (x)' 0(x)dx:

Ahora, si � = 2 se tiene que
Z b

a
f 00(x)' (x)dx = f 0(x)' (x)

�
�
�
b

a
�

Z b

a
f 0(x)' 0(x)dx

= �
�
f (x)' 0(x)

�
�
�
b

a
�

Z b

a
f (x)' 00(x)dx

�

= ( � 1)2
Z b

a
f (x)' 0(x)dx:

Supongamos que se vale para� = k, es decir,
Z b

a
f (k)(x)' (x)dx = ( � 1)k

Z b

a
f (x)' k(x)dx:
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Mostremos que se vale para� = k + 1
Z b

a
f (k+1) (x)' (x)dx = ( � 1)k

Z b

a
f 0(x)' (k)(x)dx

= ( � 1)k

�
f (x)' k(x)

�
�
�
b

a
�

Z b

a
f (x)' k+1 (x)dx

�

= ( � 1)k+1
Z b

a
f (x)' k+1 (x)dx:

Similarmente lo podemos hacer por inducci�on paran > 1, utilizando el teorema de
Fubini e integraci�on por partes.

4. Como
�

@
@x1

�
@F
@x2

�
; '

�
=

�
F;

@2'
@x1@x2

�
=

�
F;

@2'
@x2@x1

�
=

�
@

@x2

�
@F
@x1

�
; '

�
; (3.13)

el resultado de la diferenciaci�on no depende del orden de la diferenciaci�on, pues'
esC1 .

5. La derivada del producto de una distribuci�onF y una funci�on f (x) 2 C es

@
@xj

(fF ) =
@f
@xj

F + f
@F
@xj

: (3.14)

Claramente, para' 2 D ,
�

@(fF )
@xj

; '
�

= �
�

fF;
@'
@xj

�
= �

�
F; f

@'
@xj

�

= �
�

F;
@(f ' )
@xj

�
@f
@xj

'
�

= �
�

F;
@(f ' )
@xj

�
+

�
F;

@f
@xj

'
�

=
�

@F
@xj

; f '
�

+
�

@f
@xj

F; '
�

=
�

f
@F
@xj

; '
�

+
�

@f
@xj

F; '
�

=
�

f
@F
@xj

+
@f
@xj

F; '
�

:

Similarmente podemos de�nir el producto de derivadas de orden superior y tenemos:

@� (fF ) =
X

�<�

� !
� !(� � � )!

(@� � � f )(@� F ) (3.15)

donde la suma es desde� = (0 ; 0; : : : ; 0) a � = ( � 1; � 2; : : : ; � n ).

A continuaci�on presentaremos las derivadas de algunas funciones generalizadas.
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Ejemplo 3.6. Para la delta tenemos, primero
�

@�(x � � )
@xj

; '
�

= �
�

� (x � � );
@'
@xj

�
= �

@'(� )
@xj

y en Rn ,
D

� (n)
� ; '

E
= ( � 1)n dn '

dxn

�
�
�
�
x= �

= �
�

� � ;
dn ' (x � � )

d�

�
:

Segundo, para una funci�onf (x) 2 C1 ; tenemos
�

f
@��
@xj

; '
�

=
�

@��
@xj

; f '
�

= �
�

� � ;
@(f ' )
@xj

�
= �

�
� (x � � ); f

@'
@xj

+
@f
@xj

'
�

= � f (� )
@'
@xj

�
�
�
�
x= �

�
@f
@xj

�
�
�
�
x= �

' (� )

= f (� )
�

@��
@xj

; '
�

�
@f
@xj

�
�
�
�
x= �

h� � ; ' i

o bien

f
@��
@xj

= f (� )
@��
@xj

�
@f
@xj

�
�
�
�
x= �

� � : �

Ejemplo 3.7. (a) Encontremos la derivada distribucional de la funci�on:

x+ =
�

x si x > 0
0 si x 6 0

;

Para ello, observemos que para' 2 D , tenemos:



x0

+ ; '
�

= � h x+ ; ' 0i = �
Z 1

�1
x+ ' 0(x)dx = �

Z 1

0
x' 0(x)dx

= x'
�
�
�
1

0
+

Z 1

0
' (x)dx =

Z 1

0
' (x)dx = hH (x); ' (x)i :

Entonces
d
dx

x+ (x) = H (x).

(b) Para la funci�on de Heaviside tenemos:

hH 0; ' i = � h H; ' 0i = �
Z 1

0
' 0(x)dx = ' (0) = h�; ' i

o bien
dH (x)

dx
= � (x); es decir, la derivada de la distribuci�on de Heaviside es la delta de

Dirac.

Obs�ervese que la funci�on de HeavisideH (x) es discontinua en el origen y que el salto
de discontinuidad es igual a uno. As��, podemos decir que su derivada en el sentido de
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distribuciones es el \salto"de discontinuidad en el origen multiplicado por la medida de
dirac, � . �

Ejemplo 3.8. Ahora, estudiaremos la distribuci�onjxj

hjxj; ' i =
Z 1

�1
jxj' (x)dx =

Z 1

0
x' (x)dx �

Z 0

�1
x' (x)dx:

Entonces,

hjxj0; ' i = � hj xj; ' 0i = �
Z 1

�1
jxj' 0(x)dx =

Z 0

�1
x' 0(x)dx �

Z 1

0
x' 0(x)dx

Integrando por partes se sigue que:

hjxj0; ' i = �
Z 0

�1
' (x)dx +

Z 1

0
' (x)dx =

Z 1

�1
sgnxdx;

donde sgnx denota a la funci�on signo:

sgnx =

8
<

:

1 si x > 0
0 si x = 0
-1 si x < 0

;

As��,

hjxj0; ' i = hsgnx; ' i o jxj0 = sgnx:

N�otese que
sgnx = H (x) � H (� x); (3.16)

por lo tanto la segunda derivada se obtiene como sigue:

jxj00= sgn0x = H 0(x) � H 0(� x) = � (x) + � (� x) = 2 � (x):

Estas y sus funciones asociadas juegan una parte muy �util en muchos campos del an�alisis.

Por ejemplo, podemos evaluar:

I =
Z 1

� 1
jxjf 00(x)dx:

Usando los resultados anteriores:

I = [ jxjf 0(x)]
�
�
�
1

� 1
�

Z 1

� 1
jxj0f 0(x)dx

= f 0(1) � f 0(� 1) � [jxj0f (x)]
�
�
�
1

� 1
+

Z 1

� 1
jxj00f (x)dx

= f 0(1) � f 0(� 1) � [ sgnxf (x)]
�
�
�
1

� 1
+ 2

Z 1

� 1
� (x)f (x)dx

= f 0(1) � f 0(� 1) � f (1) � f (� 1) + 2f (0):
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De (3.16) observamos que

H (x) = sgnx + H (� x) =
1
2

(1 + sgnx) :

M�as a�un, podemos escribir (3.16) como:

sgnx = H (x) � eH (x): �

Ejemplo 3.9. Sea 
 un intervalo abierto ( �; � ) en R, sea a 2 
. Supongamos que
f 2 C1 (
 � f ag) y adem�as supongamos que los l��mites lateralesf (a+) = lim

x! a+
f (x) y

f (a� ) = lim
x! a�

f (x) existen y son �nitos. Sea [f 0] la derivada cl�asica def en 
 � f ag

y supongamos que [f 0] es acotada en 
 � f ag: Denotemos comoJf (a) a la diferencia
f (a+ ) � f (a� ) : Si la funci�on f tiene una discontinuidad simple (o una discontinuidad de
tipo uno) en a; Jf (a) denota \el salto"de f en el puntoa.

De nuestras hip�otesis, se sigue quef y [f 0] de�nen distribuciones en 
. Encontremos
la derivada def en el sentido de distribuciones.

Tenemos, que para toda' 2 D (
)

hf 0; ' i = � h f; ' 0i = �
Z a

�
f (x)' 0(x)dx �

Z �

a
f (x)' 0(x)dx:

Integrando por partes obtenemos:

�
Z a

�
f (x)' 0(x)dx = �

�
f (x)' (x)

�
�
�
a

�
�

Z a

�
[f 0] (x)' (x)dx

�

= �
�

lim
x! a�

f (x)
�

' (a) + f (� )' (� ) +
Z a

�
[f 0] (x)' (x)dx

= � ' (a)f (a� ) +
Z a

�
[f 0] (x)' (x)dx:

Similarmente,

�
Z �

a
f (x)' 0(x)dx = ' (a)f (a+) +

Z �

a
[f 0] (x)' (x)dx:

As��,

hf 0; ' i = ' (a) [f (a+) � f (a� )] +
Z �

�
[f 0] (x)' (x):

Reescribiendo la �ultima expresi�on tenemos

hf 0; ' i = hJf (a)� a; ' i + h[f 0] ; ' i ;

para toda ' 2 D (
) : Por lo tanto,

f 0 = Jf (a)� a + [ f 0] ;

es decir, la derivada cl�asica def en el sentido de distribuciones es la suma de la derivada
cl�asica [f 0] m�as una medida de masaJf (a) concentrada en el puntoa. �
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Finalmente presentamos un resultado en el que utilizamos los ejemplos anteriores y
que nos servir�a m�as adelante en las aplicaciones:

Teorema 3.1. Seaf (x) una funci�on n veces continuamente diferenciable; entonces

f (x)� n (x) = ( � 1)n f (n)(0)� (x) + ( � 1)n� 1nf (n� 1)(0)� 0(x)

+( � 1)(n� 2) n(n � 1)
2!

f (n� 2)(0)� 00(x) + � � � + f (0)� (n)(x): (3.17)

Demostraci �on: N�otese que
Z 1

�1

�
f (x)� (n)(x)

	
' (x)dx =

Z 1

�1
f f (x)' (x)g � (n)(x)dx

=
�
f f (x)' (x)g � (n� 1)(x)

� �
�
�
1

�1
�

Z 1

�1
f f (x)' (x)g0� (n� 1)(x)dx

= �
Z 1

�1
f f (x)' (x)g0� (n� 1)(x)dx:

Despu�es de una sucesi�on de integraciones por partes, obtenemos:
Z 1

�1
f f (x)' (x)g � (n)(x) = ( � 1)(n)

Z 1

�1
f f (x)' (x)g(n) � (x)dx:

Ahora, usamos la f�ormula

f f (x)' (x)g(n) = f (n)(x)' (x) + nf (n� 1) ' (x) + nf (n� 1)(x)' 0(x)

+
n(n � 1)

2!
f (n� 2)(x)' 00(0) + � � � + f (0)' (n)(0);

en la relaci�on anterior tenemos:
Z 1

�1

�
f (x)� (n)(x)

	
' (x)dx = ( � 1)n f (n) ' (x)� (x) + ( � 1)nnf (n� 1)(x)' 0(x)� (x)

+( � 1)n n(n � 1)
2!

f (n� 2)(x)' 00(0)� (x)

+ � � � + ( � 1)n f (0)' (n)(x)� (x)dx

= ( � 1)n f (n)(0)' (0) + ( � 1)nnf (n� 1)(0)' 0(0)

+( � 1)n n(n � 1)
2!

f (n� 2)(0)' 00(0)

+ � � � + ( � 1)n f (0)' (n)(0): (3.18)

Como Z 1

�1
' (x)� (k)(x)dx = ( � 1)k

Z 1

�1
' (k)(x)� (x)dx = ( � 1)k ' (k)(0):
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La relaci�on (3.18) puede escribirse como:


f (x)� (n)(x); ' (x)

�
= ( � 1)n f (n)(0) h� (x); ' (x)i + ( � 1)n� 1nf (n� 1)(0) h� 0(x); ' (x)i

+( � 1)n� 2 n(n � 1)
2!

f (n� 2)(0) h� 00(x); ' (x)i

+ � � � +


� (n)(x); ' (x)

�
; (3.19)

la cual es equivalente a (3.17). �

Orden de una distribuci�on

Del ejemplo 3.7(b) encontramos que� (x) es la derivada de una distribuci�on regular,H (x):
Por esta raz�on, la distribuci�on delta es llamada una distribuci�on de orden1. En general,
una distribuci�on se dicede ordenn si puede ser expresada como lan-�esima derivada de
una distribuci�on regular.

Esto signi�ca que mientras m�as alto sea el orden de una distribuci�on, m�as \singular"
es.

Una distribuci�on de orden ceroes una distribuci�on regular.

Para generalizar y resumir estas ideas tenemos:

F es una distribuci�on de orden �nito � , si existe una funci�on localmente integrable
f y un multi-��ndice � tal que

F = D � f:

3.2.2 El Soporte y el soporte singular de una distribuci�on

Antes de dar la de�nici�on de soporte de una distribuci�on, necesitamos discutir elteorema
del encolado de trozos.

La cuesti�on de inter�es es la siguiente: >se puede reconstruir la de�nici�on global de una
distribuci�on sobre Rn a partir de sus de�niciones locales sobre abiertos que recubran a
Rn?. Esto es lo que Schwartz llama el problema del \encolado de trozos" (ver [10], [13]).

La respuesta, positiva, la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Sea
 � Rn abierto, y sea(
 � )� 2 � , donde� es un conjunto de ��ndices, una
cubierta de
 . Supongamos que, para cada� 2 � , existe una distribuci�on F� 2 D 0(
 � ), y
que

F� = F� en 
 � \ 
 � si 
 � \ 
 � 6= ; (3.20)

Entonces, existe una �unicaF 2 D 0(
) tal queF = F� en 
 � ; para cada� 2 � .

Para demostrar este teorema, haremos uso del Lema 2.1 y del siguiente resultado:
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Lema 3.1. Designemos porDK al conjunto de los elementos de D cuyo soporteS es
estrictamente interior a K . Haciendo, entonces

 j (x) =  (x)' j (x);

de donde (x) =
P k

j =1  j (x); y las ' j son las funciones encontradas en el Lema 2.1, se
tiene que j 2 D K , para toda j .

Demostraci �on : Est�a funci�on, con soporte contenido enS, es, en efecto, para todox de
la claseC1 (puesto que es de esta clase sobreK e id�enticamente nula fuera deS). Luego,
cualquiera que sea el recubrimiento del compactoK por una uni�on �nita de abiertos
acotados 
 j , todo elemento deDK es la suma de igual n�umero de elementos j del mismo
espacio, estando el soporte de j en 
 j : �

Ahora, podemos demostrar el teorema del encolado de trozos.

Demostraci �on (del Teorema 3.2): Sea 2 D (
), con soporte S. Por el Lema 3.1
tomando paraK � 
 compacto tal que S sea interior. Al estar 
 recubierto por los 
 � ,
tambi�en lo est�a K , por un n�umero �nito de ellos.

Denot�emosle por 
 � (1) ; : : : 
 � (m) : se tiene, =
P m

j =1  j (x) siendo cada j de la clase
C1 y estando su soporte enK \ 
 � ( j ) , j = 1; : : : ; m.

Entonces podemos elegir,

hF;  i =
mX

j =1

hF;  j i =
mX

j =1



F� ( j ) ;  j

�

=
mX

j =1



F� ( j ) ;  (x)' j (x)

�
; (3.21)

donde las' j son las funciones encontradas en el Lema2.4.

Consideremos otra cubierta abierta 
0� (1) ;:::; 
 0
� ( l )

del sop , y un conjunto correspon-

diente de funciones k tales que se satisface el Lema 3.1. Entonces,

mX

j =1



F� ( j ) ;  (x)' j (x)

�
=

mX

j =1

lX

k=1



F� ( j ) ;  ' j ' 0

k

�

=
mX

j =1

lX

k=1



F� (k) ;  ' j ' 0

k

�
; (3.22)

por (3.20). Sumando sobre lasj 0s tenemos:
mX

j =1



F� ( j ) ;  ' j

�
=

lX

k=1



F� (k) ;  ' 0

k

�
:
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Por lo tanto, (3.21) de�ne hF;  i no ambiguamente. M�as a�un, si sop' � 
 � para algunos
� 2 � entonces podemos tomarl = 1 y concluir que F = F� en 
 � .

Finalmente, mostremos que (3.21) es una distribuci�on:

Claramente (3.21) es lineal.

Probemos que es continua; en efecto para cadaK � 
 tal que K es compacto y
( j )1

j =1 una sucesi�on enD(
) tal que  j !  en D(K ) tendremos:

jhF;  j i � h F;  ij =

�
�
�
�
�

mX

i =1



F� ( i ) ; ' i  j

�
�

mX

i =1



F� ( i ) ;  ' j

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�

mX

i =1

�

F� ( i ) ; ' i  j

�
�



F� ( i ) ;  ' j

��
�
�
�
�
�

6
mX

i =1

�
� 
 F� ( i ) ; ' i  j

�
�



F� ( i ) ;  ' j

� �
�

=
mX

i =1

�
� 
 F� ( i ) ; ' j ( j �  )

� �
� ! 0;

cuandoj ! 1 .

Por lo tanto, hF;  i es una distribuci�on. Quedando as�� completamente mostrado el
teorema. �

Por ahora, no podemos hablar acerca de propiedades de distribuciones, s�olo podemos
considerar su acci�on en la clase de funciones de prueba.

Las funciones generalizadas no pueden ser evaluadas en puntos, pueden ser restringidas
a conjuntos abiertos. SiG es un subconjunto de 
, entoncesD(G) est�a naturalmente
incluido en D(
), y por lo tanto toda funci�on generalizada en 
 de�ne una f unci�on
generalizada enG por restricci�on. Consecuentemente, podemos de�nir:

De�nici�on 3.5. Decimos queF 2 D 0(
) se anula enG � 
 � Rn abierto si hF; ' i = 0
para toda ' 2 D . Una distribuci�on F se anula en una regi�on deRn si se anula en una
vecindad de toda parte deG. De acuerdo a esto, las distribucionesF1 y F2 son iguales en
G si F1 � F2 = 0 para toda x 2 G.

De�nici�on 3.6. Un punto x se llama un punto esencial de una distribuci�onF si no existe
una vecindad dex en la cualF se anula.

Ahora, como una consecuencia del Teorema del Encolado de Trozos de�niremos el
soporte de una distribuci�on.

Por los resultados anteriormente expuestos, sabemos que cuandouna distribuci�on
est�a de�nida sobre diversos abiertos (por de�niciones no contradictoras sobre las partes
comunes), est�a de�nida sobre su uni�on.
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En particular, si una distribuci�on F es nula sobre diversos abiertos es nula sobre su
uni�on.

Consideremos en tal caso, todos los abiertos en los queF = 0. Entre ellos existe uno
mayor que los dem�as, que es su uni�on. Design�emosle por 
0; su complementoO = 
 c

0 se
denominasoportede la distribuci�on F .

Se puede dar a est�a de�nici�on varias formas equivalentes:

1. O es el complemento de las uniones de los abiertos en queF = 0.

2. x 2 O si, y solamente si,F no es nula en ninguna vecindad dex.

3. O es el m��nimo cerrado tal queF es nula sobre todo abierto exterior aO.

T�ecnicamente, podemos describir el soporte como el conjuntocerrado m�as peque~no
fuera del cualF se anula.

Ejemplo 3.10. El sopH (x), dondeH (x) es la funci�on de Heaviside, es el ejex positivo,
es decir,x > 0: �

Ejemplo 3.11. El soporte de la delta de Dirac, sop� (x), y de cada una de sus derivadas,
es el puntox = 0: �

Proposici�on 3.1. Si la distribuci�on F se anula enx 2 R entonces tambi�enD � F = 0
para x 2 R; entoncessopD � F � sopF:

Demostraci �on: La prueba se sigue observando que si' 2 D R , entonces tambi�enD � ' 2
DR : As��,

hD � F; ' i = ( � 1)j � j hF; D � ' i = 0;

de donde se sigue queD � F = 0 para toda x 2 R: Por lo tanto, sopD � F � sopF: �

Proposici�on 3.2. Seaa una funci�on. Entonces sopaF � sopa \ sopF:

Demostraci �on: N�otese que six 2 sopaF, entoncesa(x)F (x) 6= 0 para toda vecindad
de x. Es decir,a(x) 6= 0 y F (x) 6= 0 para toda vecindad dex. As��, x 2 sopa y x 2 sopF ,
esto esx 2 sopa \ sopF: �

Ejemplo 3.12. La distribuci�on

jF j2 = F 2
1 + F 2

2 + � � � + F 2
n

tiene a todo el espacioRn como su soporte, a pesar de quejF j2 se anula enF = 0. La
raz�on es que es el comportamiento de una distribuci�on sobre la vecindad de un punto que
determina si el punto est�a en el soporte deF: �
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Teorema 3.3. SeaF 2 D 0(
) y ' 2 D (
) . Si los soportes deF y ' son ajenos, entonces
hF; ' i = 0:

Demostraci �on: SeaK = sop ': Por hip�otesis, todo punto del compactoK tiene una
vecindad abierta en el cualF = 0. Esta cubierta abierta deK contiene una subcubierta

 1; : : : ; 
 m : Con  1; : : : ;  m como en el Lema 2.1 tenemos:

hF; ' i = hF; 1' i =

*

F;
mX

j =1

 j '

+

=
mX

j =1

hF;  j ' i = 0;

ya que  j ' 2 D (
 j ) y F = 0 en 
 j para j = 1; : : : ; m por hip�otesis; lo cual prueba el
teorema. �

Corolario 3.1. Si F 2 D 0(
) y todo punto de
 tiene una vecindad en la cualF = 0,
entoncesF = 0.

Otro concepto importante es el desoporte singular.Este se de�ne como la cerradura
del conjunto de puntos dondeF (x) no es una funci�on suave. Es el conjunto m�as peque~no
fuera del cualF es igual a una funci�onf (x) que posee derivadas de todos los ordenes.

Ejemplo 3.13. La � (x) y la funci�on H (x) tienen como soporte singular al puntox = 0.
Similarmente la distribuci�on jxj tambi�en tiene al punto x = 0 como soporte singular. �

Como �ultimo ejemplo consideremos el siguiente.

Ejemplo 3.14. Considere el funcional
Z 1

� 1
(sen 2x)' (x)dx

Escribi�endolo como:
Z 1

� 1
(sen 2x)' (x)dx =

Z 1

�1
f (x)' (x)dx

donde

f (x) =
�

sen 2x si � 1 < x < 1;
0 en otro caso,

es claro que el soporte de este funcional es el intervalo cerrado [� 1; 1] mientras que su
soporte singular consiste de los puntos -1 y 1. �

Para terminar esta subsecci�on estudiaremos dos resultados. El primero de ellos se
re�ere a la composici�on � [f (x)] donde f (x) es una funci�on, y probaremos que

� [f (x)] =
nX

m=1

� (x � xm )
jf 0(xm )j

; (3.23)
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3. Extensi�on de Operadores Lineales de Distribuciones 47

dondef xm ; m = 1; 2; : : : ; ng es el conjunto de ceros simples def (x).

Supongamos quef (x) tiene �unicamente un cero simple enx = x1 y que f 0(x1) > 0,
entoncesf es uno a uno en una vecindad dex1. La sustituci�on y = f (x) en el funcionalR1

�1 � [f (x)]' (x)dx nos da
Z 1

�1
� (y)

' [x(y)]
f 0(x)

dy =
' (x1)
f 0(x1)

:

Para el casof 0(x1) < 0 los l��mites de integraci�on se invierten y el lado derecho de la

relaci�on anterior es �
' (x1)
f 0(x1)

. Combinando estos dos casos, tenemos:

� [f (x)] =
� (x � x1)
jf 0(x1)j

:

Cuando la funci�on f (x) tiene ceros simples enx1; x2; : : : ; xn , tenemos la relaci�on (3.23).
Si f (x) tiene ceros de orden mayor, no se le da signi�cado alguno a� [f (x)].

La siguiente aproximaci�on alternativa es instructiva y �uti l para resolver problemas
espec���cos. Para �jar ideas, supongamos nuevamente quef (x) tiene un cero simple en
x1 y as�� f (x1) = 0 pero f 0(x1) 6= 0, lo que asumimos nuevamente positivo. M�as a�un,
consideremos primero un intervalo �nito� < x 1 < � . As��, f (x) crece mon�otonamente de
f (� ) a f (� ) cuando x corre de� a � , entonces

H [f (x)] = H (x � x1) (3.24)

dondeH es la funci�on de Heaviside. Derivando (3.24) obtenemos:
d

dx
H [f (x)] = � (x � x1)

o
� [f (x)] = [ f 0(x1)]� 1� (x � x1): (3.25)

Para una funci�on mon�otonamente decrecientef

H [f (x)] = H (x1 � x) (3.26)

cuya diferencial es
� [f (x)] = � [f 0(x1)]� 1� (x � x1): (3.27)

Combinando (3.27) con (3.25) nuevamente tenemos (3.23).

La extensi�on a m�as ceros simples e intervalos in�nitos ahoraes natural.

Claramente, si existenn ceros def (x), entonces

� [f (x)] =
nX

m=1

� (x � xm )
jf 0(xm )j

;

Tesis de Maestr��a
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como se quer��a.

Podemos dar un paso m�as y evaluar� 0[f (x)], donde f (x) es una funci�on 2 veces
continuamente diferenciable que crece mon�otonamente def (� ) a f (� ). Si f (� ) = 0,
donde� < � < � , entonces

� 0[f (x)] =
1

jf 0(� )j2

�
� 0(x � � ) +

f 00(� )
f 0(� )

� (x � � )
�

: (3.28)

De hecho, si' (x) es una funci�on de prueba y si hacemos el cambiot = f (x), tenemos

h' (x); � 0[f (x)]i =
Z 1

�1
' (x)� 0[f (x)]dx =

Z 1

�1
'

�
f � 1(t)

�
� 0(t)

�
f � 1(t)

� 0
dt

= �
d
dt

�
'

�
f � 1(t)

� �
f � 1(t)

� 0
� �
�
�
�
�
t= �

= �
d
dt

�
' (x)

dx
dt

� �
�
�
�
�
x= �

= �
�

d
dx

�
' (x)
f 0(x)

1
f 0(x)

�� �
�
�
�
�
x= �

= �
1

f 0(� )

�
' 0(� )f 0(� ) � ' (� )f 00(� )

jf 0(� )j2

�

= �
1

f 0(� )

�
' 0(� )
f 0(� )

�
' (� )f 00(� )

jf 0(� )j2

�

=
�

' (x);
1

jf 0(� )j2

�
� 0(x � � ) +

f 00(� )
f 0(� )

� (x � � )
��

;

lo que prueba (3.28).

3.2.3 Convergencia de distribuciones

Hemos discutido algunas de las propiedades m�as importantes de funciones que hemos
generalizado a distribuciones; hasta el momento s�olo hemos hablado de la convergencia de
las funciones de prueba en el sentido cl�asico. En est�a secci�ondesarrollaremos el concepto
de convergencia de distribuciones.

Como coment�abamos al inicio de la secci�on 2.5 (p�agina 21),el espacioD0 tiene como
dual al espacioD y le asociamos la siguiente de�nici�on de convergencia.

De�nici�on 3.7. Una sucesi�on de distribucionesFm 2 D 0, m = 1; 2; :::; se dice que con-
verge a una distribuci�onF 2 D 0 si

lim
m!1

hFm ; ' i = hF; ' i (3.29)

para toda ' 2 D :
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3. Extensi�on de Operadores Lineales de Distribuciones 49

Cuando la sucesi�on de distribuciones consiste de funciones localmente integrables
f m (x); existe la siguiente relaci�on entre convergencia cl�asica y convergencia distribucional
tambi�en conocida como convergencia d�ebil.

Proposici�on 3.3. Seanf m 2 L 1
loc. Si f m (x) u! f (x) sobre cada intervalo �nito, entonces

hf m ; ' i ! h f; ' i :

Demostraci �on: En efecto,

lim
m!1

hf m ; ' i = lim
m!1

Z 1

�1
f m (x)' (x)dx

=
Z 1

�1
f (x)' (x)dx

= hf; ' i

para ' 2 D , ya quef m (x) u! f (x): �

Teorema 3.4. Si la sucesi�on Fm de distribuciones converge aF , entonces la sucesi�on
D � Fm converge aD � F .

Demostraci �on: En efecto, para' 2 D

lim
m!1

hD � Fm ; ' i = lim
m!1

(� 1)j � j hFm ; D � ' i = ( � 1)j � j hF; D � ' i = hD � F; ' i ;

ya queFm ! F en el sentido d�ebil. �

De�nido el concepto de l��mite de una sucesi�on de distribuciones tenemos el siguiente
concepto para la convergencia de series de distribuciones:

De�nici�on 3.8. Una serie de distribuciones
P 1

m=1 Sm converge aT si la sucesi�on de

sumas parcialesf Tmg =
nP k

m=1 Sm

o
converge aT.

Escribimos
P 1

m=1 Sm = T.

Como consecuencia del Teorema 3.4 tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.2. Toda sucesi�on convergente o serie de distribuciones puede ser diferenciada
t�ermino por t�ermino las veces que sea necesario.

Hemos visto en la Proposici�on 3.3 que si una sucesi�on de funcioneslocalmente inte-
grables converge uniformemente a una funci�onf , entonces tambi�en converge af en el
sentido de distribuciones.
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Ahora, extenderemos la de�nici�on de convergencia d�ebil a una sucesi�on de distribu-
cionesF� (x) que depende de un par�ametro real� . Esto es,

F� ! F cuando � ! � 0 si lim
� ! � 0

hF� ; ' i = hF; ' i ; ' 2 D : (3.30)

El teorema de diferenciaci�on en este caso nos da:

lim
� ! � 0



D � F� ; '

�
= lim

� ! � 0
(� 1)j � j hF� ; D � ' i = ( � 1)j � j hF; D � ' i = hD � F; ' i :

Un resultado importante es la completez deD0(
).

Teorema 3.5. Seaf n una sucesi�on enD0(
) tal quehf n ; ' i converge para toda' 2 D (
) :
Entonces existef 2 D 0(
) tal quef n ! f . En otras palabras,D0 es completo con respecto
a la convergencia d�ebil.

Demostraci �on: De�namos
hf; ' i = lim

n!1
hf n ; ' i (3.31)

Claramente, f es un mapeo lineal deD(
) a R.

Para veri�car que f 2 D 0(
) ; tenemos que establecer su continuidad, es decir, debemos
mostrar que si' n ! 0 enD(
) ; entonceshf; ' n i ! 0.

Supongamos lo contrario.

Entonces, despu�es de elegir una subsucesi�on que nuevamente denotaremos como' n ,
supondremos que' n ! 0 pero jhf; ' n ij > c > 0:

Ahora, recordemos que convergencia a 0 enD(
) signi�ca que los soportes de todas
las ' n est�an en un compacto �jo de 
 y que todas las derivadas de las' n convergen a
cero uniformemente.

Despu�es de elegir nuevamente una subsucesi�on, asumiremos que

jD � ' n (x)j 6 4� n para j� j 6 n:

Sea ahora n = 2n ' n : Entonces las n convergen a 0 enD(
), pero jhf; ' n ij ! 1 .

Ahora, recursivamente construiremos una subsucesi�onf f 0
ng def f ng y una subsucesi�on

f  0
ng de f  ng:

Primero elijamos 0
1 tal que jhf;  0

1ij > 1:

Como hf n ;  0
1i ! h f;  0

1i ; debemos elegirf 0
1 tal que jhf 0

1;  0
1ij > 1: Ahora, elijamosf 0

j
y  0

j para j < n . Entonces, elegimos 0
n de la sucesi�onf  ng tal que

�
�
 f 0

j ;  0
n

� �
� <

1
2n� j

; j = 1; 2; :::; n � 1 (3.32)

jhf;  0
n ij >

n� 1X

j =1

�
� 
 f;  0

j

� �
� + n (3.33)
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Esto es posible por que, por un lado n ! 0, y por otro lado jhf;  n ij ! 1 . Como,
hf n ;  i ! h f;  i , podemos elegirf 0

n tal que

jhf 0
n ;  0

n ij >
n� 1X

j =1

�
� 
 f 0

n ;  0
j

� �
� + n: (3.34)

Ahora, elegimos

 =
1X

n=1

 0
n : (3.35)

Se sigue de la construcci�on de las 0
n que las series de la derecha convergen enD(
).

Por lo tanto,

hf 0
n ;  i =

n� 1X

j =1



f 0

n ;  0
j

�
+ hf 0

n ;  0
n i +

1X

j = n+1



f 0

n ;  0
j

�
: (3.36)

De (3.32) encontramos que
�
�
�
�
�

1X

j = n+1



f 0

n ;  0
j

�
�
�
�
�
�

<
1X

j = n+1

2n� j = 1 (3.37)

y esto junto con (3.36) y (3.34) implica quejhf 0
n ;  ij > n � 1.

Por lo tanto, el l��mite de

hf 0
n ;  i

cuandon ! 1 no existe, lo cual es una contradicci�on. �
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4
Cap��tulo

Propiedades Adicionales de
Distribuciones.

En este cap��tulo desarrollaremos tres propiedades muy importantes de las distribu-
ciones que son: la transformada de Fourier, el producto directo de distribuciones y la
convoluci�on. Estas propiedades son de gran utilidad para resolver algunos problemas
b�asicos de ecuaciones diferenciales en el sentido distribucional, llevaremos a la pr�actica
estos resultados para analizar cierto tipo de problemas al �nal del cap��tulo.

4.1 Distribuciones temperadas y transformadas de
Fourier

En esta secci�on, nuestro objetivo ser�a extender la de�nici�onde transformada de Fourier
a las distribuciones. Primero recordemos que la de�nici�on detransformada de Fourier es,

bf (� ) = F (f (x)) =
Z 1

�1
ei�x f (x)dx: (4.1)

Claramente, sig(x) = f (x) casi en todas partes entoncesbg(� ) = bf (� ). La funci�on bf (� )
de�nida en (4.1) es una funci�on continua, luego es localmente integrable. Podemos en-
tonces considerarla como una distribuci�on y, si' (x) es una funci�on de prueba, se tiene:

D
bf ; '

E
=

Z 1

�1

bf 'dx =
Z 1

�1
' (� )

Z 1

�1
ei�x f (x)dxd�:

Pero, dado que' (x)ei�x f (x) es integrable en el espacio producto de lasx-� , por el teorema
de Fubini (ver [9]) se puede intercambiar el orden de integraci�on para obtener:

D
bf ; '

E
=

Z 1

�1
f (x)

Z 1

�1
ei�x ' (� )d�dx = hf; b' i :

Esta relaci�on sugiere que la extensi�on de la transformada de Fourier a las distribuciones
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54 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

se puede de�nir mediante la relaci�on
D

bF ; '
E

= hF; b' i : (4.2)

Para dar sentido a esta f�ormula habr�a que ver las propiedadesque tienen las funciones
que son transformadas de Fourier de una funci�on' (x) del espacioD.

La existencia y la derivabilidad de la transformada de Fourierdependen de que las
funcionesei�x ' (x) y ei�x x' (x) sean integrables. Si� es real (�unico caso considerado hasta
ahora), tenemos quejei�x j = 1, por lo que este factor no in
uye en la integrabilidad, pero
si � = � 1 + i� 2; con � 1; � 2 2 C; entoncesjei�x j = e� � 2x y este factor altera las propiedades de
integrabilidad (por ser el intervalo de integraci�on in�nit o). Pero si ' 2 D la integraci�on
se hace sobre un intervalo �nito y, por lo tanto, las funcionesei�x ' (x) y ei�x x' (x) son
integrables para� 2 C: La f�ormula (4.1) de�ne en este caso una funci�onbf (� ) de�nida
y derivable enC; es decir, una funci�on entera; se tiene entonces que la transformada de
Fourier de una funci�on ' (x) de soporte acotado es una funci�onbf (� ) que se puede prolongar
al campo complejo y dicha prolongaci�on nos da una funci�on entera.

La funci�on entera bf (� ) no puede ser nula en un segmento del eje 0X sin ser id�entica-
mente nula. M�as a�un tenemos el siguiente resultado:

Proposici�on 4.1. Sea' 2 D entoncesb' =2 D si ' no es id�enticamente cero. De hecho,
b' no puede anularse en un abierto no vac��o a menos que' = 0.

Demostraci �on: Supongamos queb' se anula en una vecindad de un punto� 0 2 Rn :

Sin perdida de generalidad supongamos que� 0 = 0. (En otro caso, si� 0 6= 0 substitu-
imos ' por la funci�on ei� 0x ' (x) y as�� F (ei� 0x ' ) = � � 0 b' la cual se anula en una vecindad
de 0). As��,

b' (� ) =
Z

Rn
ei�x ' (x)dx =

Z

Rn

1X

k=0

(i�x )k

k!
' (x)dx =

1X

k=0

i k

k!

Z

Rn
(�x )k ' (x)dx

=
1X

k=0

i k

k!

Z

Rn

X

j � j= k

k!
� !

(� 1x1 + � � � + � nxn )� ' (x)dx

=
1X

k=0

X

j � j= k

� �

� !

Z

Rn
i kx � ' (x)dx =

1X

k=0

X

j � j= k

� �

� !

Z

Rn
(ix )� ' (x)dx

=
1X

k=0

X

j � j= k

� �

� !
F (( ix )� ' (x))

�
�
�
� =0

=
1X

k=0

X

j � j= k

� �

� !
@� b' (0) =

X

�

� �

� !
@� b' (0) = 0 ;

donde hemos usado la f�ormula multinomial,

(x1 + x2 + � � � + xn )n =
X

j � j= k

k!
� !

x � :
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Entonces d' (� ) = 0 para toda � 2 Rn . Por lo tanto, ' � 0: �

Por lo tanto, si para mantener la de�nici�on cl�asica de la transformada de Fourier de
una funci�on, queremos de�nir la transformada de una distribuci�on por la f�ormula (4.2),
tenemos que sacar de las funciones de prueba la restricci�on deser de soporte acotado.

A primera vista podr��a pensarse en considerar las distribuciones de soporte compacto,
pero acabamos de ver que si nos limitamos a ellas sus transformadas de Fourier no son ya
de soporte compacto y no se podr�a reiterar la transformada de Fourier.

La posibilidad de la extensi�on fue conseguida por Schwartz, alevitar estas di�cultades
enriqueciendo la clase de funciones de prueba creando un nuevo espacio de prueba, el de
las funciones inde�nidamente derivables de crecimiento r�apido en el in�nito, en el que se
reemplaza la condici�on de ser nulas en un entorno del in�nito, por la condici�on de que
las funciones en el in�nito sean in�nit�esimas de un orden mayor que cualquier in�nito
potencial, en otras palabras las funciones en este espacio son tales que ella y sus derivadas
se anulan en in�nito m�as r�apido que el rec��proco de cualquier potencia dejxj.

4.1.1 Funciones de Prueba de R�apido Decaimiento

De�nici�on 4.1. El espacioS de funciones de prueba de r�apido decaimiento contiene a las
funciones a valores complejos' (x) = ' (x1; : : : ; xn ) que tienen las siguientes propiedades:

1. ' (x) es in�nitamente diferenciable; es decir,' (x) 2 C1 (Rn ):

2. ' (x), as�� como sus derivadas de todos los ordenes, se anulan en in�nito m�as r�apido
que el rec��proco de cualquier polinomio.

Este espacio de funciones tambi�en se conoce como espacio deSchwartz y a sus elementos
se les llama funciones de Schwartz.

La propiedad 2 puede expresarse por la desigualdad

jxpD � ' (x)j < C p� ; (4.3)

donde p = ( p1; p2; : : : ; pn ) y � = ( � 1; : : : ; � n ) son n-uplas de enteros no-negativos yCp�

es una constante que depende dep, � y ' (x).

Es evidente queD � S; porque todas las funciones de prueba enD se anulan fuera de
un intervalo �nito, mientras que todas las funciones de prueba enS decrecen r�apidamente
en in�nito.

Convergencia en S

Una sucesi�on de funciones de prueba enS, f ' m (x)g se dice que converge a' 0(x) si y s�olo si
las funciones' m (x) y todas sus derivadas convergen a' 0 y las correspondientes derivadas
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56 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

de ' 0 convergen uniformemente con respecto ax en toda regi�on acotadaR de Rn . Esto
signi�ca que los n�umerosCp� que ocurren en (4.3) pueden elegirse independientemente
de x de tal forma que

jxp (D � ' m � D � ' 0)j < C p� 8m:

Una funci�on ' 2 C1 (Rn ) es de r�apido decaimiento si

k' k(N;� ) = sup
x2 Rn

�
�xN D � '

�
� < 1 8 N; 8�: (4.4)

Una sucesi�on (' j )
1
j =1 2 S se dice que converge a cero enS si k' j k(N;� ) ! 0 cuando

j ! 1 .

La raz�on de esta terminolog��a es que, si' 2 S, entonces cadaD � ' tiende a cero m�as
r�apido que jxj � N para toda N > 0 cuandojxj ! 1 .

Las seminormas en (4.4) generan una topolog��a; m�as a�un tenemos el siguiente resul-
tado:

Proposici�on 4.2. S es completo.

Demostraci �on: Sea (' k)1
k=1 una sucesi�on de Cauchy enS: Entonces

k' k � ' j k(N;� ) ! 0 cuando k; j ! 1 8 N; 8� ;

es decir, dado" > 0 existeM 2 N tal que 8k; j > M

sup
x2 Rn

jxjN j@� ' k(x) � @� ' j (x)j < ": (4.5)

Debemos hallar una funci�on 0 2 S tal que k' k �  0k(N;� ) ! 0 cuandoj ! 1 8 N; 8�:
De (4.5) se tiene que para todax 2 Rn

j@� ' k(x) � @� ' j (x)j < " 8k; j > ~N; 8�

Como esto signi�ca convergencia uniforme de@� ' k en Rn , para cada� existe � continua
tal que

@� ' k !  � cuando k ! 1 uniformemente en Rn :

Veamos que � = @�  0 y que k' k �  0k(N;� ) ! 0 cuandok ! 1 ; 8N; 8�:

Notemos que para� = 0 ' k !  � uniformemente.

Sea� = ej = (0 ; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) con un 1 en elj -�esimo lugar; entonces

' k(x + tej ) � ' k(x) =
Z t

0
@j ' k(x + sej )ds:

Tomamos l��mite cuando k ! 1 (y dividiendo por t):

1
t

[ 0(x + tej ) �  0(x)] =
1
t

Z t

0
 ej (x + sej )ds:
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Tomando l��mite cuando t ! 0 obtenemos

@j  0(x) =  ej (x):

Inductivamente, tenemos que@�  0 =  � 8�:

Basta ver quek k �  0k(N;� ) ! 0 cuandok ! 1 8 N; 8�: Para k; j > M se tiene

jxjN j@� ' k(x) � @� ' j (x)j < " 8x 2 Rn :

Mantenemos �ja k > M y tomamos l��mite cuando j ! 1 :

jxjN j@� ' k(x) � @�  0(x)j 6 "; 8x 2 Rn :

As��, para toda k > M tenemosk' k �  0k(N;� ) 6 ": Por lo tanto, S es completo. �

Un resultado no menos importante que el anterior es el siguiente:

Proposici�on 4.3. i.- D es denso enS. M�as precisamente: dada' 2 S y dada  2 D
tal que

 (x) =
�

1 si jxj < 1
0 si jxj > 2

;

entonces, las funciones

' m (x) =  
� x

m

�
; m = 1; 2; : : :

son funciones de prueba enD y la sucesi�on f ' m (x)g converge a' (x) en el sentido
de S, y veri�ca que

' m (x) ! ' (x); cuando m ! 1 en S:

ii.- S � L 1 , y la inyecci�on es continua.

La demostraci�on de este resultado se basa en las normas de�nidas en (4.5) y la con-
vergencia de�nida enS.

Funciones de Lento Crecimiento

Una funci�on f (x) = f (x1; x2; : : : ; xn ) en Rn es de lento crecimientosi f (x), junto con
todas sus derivadas, crecen en in�nito m�as lento que alg�un polinomio. Es decir, existen
constantes,C, m y A tal que

jD � f (x)j 6 C jxjm ; jxj > A: (4.6)

4.1.2 Distribuciones Temperadas

Un funcional lineal y continuo T sobre S se llama distribuci�on de lento crecimiento o
distribuci�on temperada, si a cada' 2 S, se le asigna un n�umero complejohT; ' i con las
propiedades:
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58 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

1. hT; c1' 1 + c2' 2i = c1 hT; ' 1i + c2 hT; ' 2i ;

2. lim
m!1

hT; ' m i = 0; para toda sucesi�on nulaf ' m (x)g 2 S:

Denotaremos comoS0 al conjunto de distribuciones temperadas, o bien al dual deS.

Se sigue de la de�nici�on de convergencia enD y en S que una sucesi�onf ' m (x)g que
converge a' (x) en el sentido deD tambi�en converge a' (x) en el sentido deS, pues al
estar todas contenidas en un compacto �jo la convergencia uniforme de las' �

m hacia ' �

implica la convergencia uniforme de lasxN ' �
m hacia xN ' � , puesto que la potencia est�a

acotada en el compacto �jo.

As��, todo funcional lineal y continuo enS tambi�en lo es enD y, por lo tanto S0 � D 0:

En efecto, siT 2 S0, como D � S, hT; ' i esta de�nida para toda ' 2 D . Adem�as,
si lim

n!1
' n = 0 en D, se tiene que lim

n!1
' n = 0 en S, luego lim

n!1
hT; ' n i = 0. Por otra

parte, si T es temperada, el conocimiento que se tiene dehT;  i 8  2 D nos permite, por
continuidad, de�nir hT; ' i 8 ' 2 S:

De hecho, tenemos el siguiente resultado:

Proposici�on 4.4. Dada F 2 S0 entoncesF jD 2 D 0.

Para mostrar la validez de este resultado basta probar que si' n ! ' en D entonces
hF; ' n i ! h F; ' i :

As��, si S0 = f F 2 D 0 : F se extiende continuamente aSg, entoncesS0 � D 0.

Afortunadamente, muchas de las distribuciones enD ya discutidas son distribuciones
en S. S�olo aquellas distribuciones enD que crecen muy r�apido al in�nito no pueden ser
extendidas aS.

Diremos que una funci�on localmente integrable es temperada si como distribuci�on lo
es. De hecho, as�� como las funciones enL 1

loc forman un subconjunto especial deD0, las
funciones de lento crecimiento juegan ese papel enS0.

El resultado correspondiente es:

Teorema 4.1. Toda funci�on f (x) de lento crecimiento genera una distribuci�on a trav�es
de la f�ormula:

hf; ' i =
Z

Rn
f (x)' (x)dx; ' 2 S: (4.7)

Demostraci �on: Claramente, es un funcional lineal. Para probar la continuidad, debe-
mos mostrar que sif ' mg es una sucesi�on nula enS, entonceshf; ' m i ! 0; m ! 1 .

Ahora, para cadam,
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Z

Rn
f (x)' m (x)dx =

Z

Rn

f (x)

(1 + jxj2) l

�
(1 + jxj2) l ' m (x)

�
dx;

dondel > 0 es un entero.

Cuando l es su�cientemente grande,
f (x)

(1 + jxj2) l
es absolutamente integrable, y tene-

mos �
�
�
�

Z

Rn
f (x)' m (x)dx

�
�
�
� 6 sup

�
�(1 + jxj2) l ' m (x)

�
�
Z

Rn

�
�
�
�

f (x)

(1 + jxj2) l

�
�
�
�dx:

El lado derecho se aproxima a cero cuando' m ! 0 para toda ' m nula, lo cual prueba la
continuidad. �

Ahora presentamos algunos ejemplos de distribuciones enS0.

Ejemplo 4.1. SeaU � Rn abierto y de�namos

E0(U) = f F 2 D 0(U) j sopF es compactog

EntoncesE0 � S0.

SeanF 2 E0 y (' n )1
n=1 � S tal que ' n ! 0 enS, es decir,

k' nk(N;� ) = sup
x2 Rn

jxjN j@� ' n (x)j ! 0; cuando n! 1 8 N; 8�:

Entonces,' n converge enC1 a 0. As��,

hF; ' n i ! h F; 0i cuando n! 1 :

Por lo tanto, F 2 S0. �

Ejemplo 4.2. L p � S0 para 1 6 p 6 1 . Seanf 2 L p y (' k)1
k=1 � S tal que ' k !

0; cuando k! 1 en S, entoncesk' kk(N;� ) ! 0 cuandok ! 1 para toda N y para toda
� .

Luego,

jhf; ' k ij =

�
�
�
�

Z

Rn
f (x)' k(x)dx

�
�
�
� 6

Z

Rn
jf (x)j j ' k(x)jdx 6 kf kp k' kkq ;

dondep y q son exponentes conjugados.

Si q = 1 , es decirp = 1 ya terminamos puesk' kkq = k' kk1 = k' kk(0;0) :

Supongamos que 1< p 6 1 , as�� 1 6 q < 1 , tenemos:

k' kkq
q =

Z

Rn
j' k(x)jqdx =

Z

Rn
jxjNq j' k(x)jq

dx

jxjNq

6 k' kkq
(N;0)

Z

n

dx

jxjNq

< C Nq k' kk(N;0) :
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60 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

De aqu�� que jhf; ' k ij 6 kf kp k' kk(N;0) ! 0 cuandok ! 1 :

Por lo tanto, f 2 S0. �

Ejemplo 4.3. Seaf (x) = ex , x 2 R: f 2 C1 � L 1
loc, as�� f 2 D 0 pero f =2 S0.

Construiremos una sucesi�on ( j )
1
j =1 � S tal que  j ! 0 pero hf;  j i no converja a

cero.

Sea 2 D tal que
R

R  = 1.

Sea j (x) = e� x  (x � j ),  j 2 S por que  j 2 C1 y

jxjN @� ( j ) = jxjN @� (e� x  (x � j )) 6 jxjN
X

� 6 �

C��

�
�@� e� x

�
�
�
�@� � �  (x � j )

�
�

= jxjN
X

� 6 �

C�� e� x
�
�@� � �  (x � j )

�
�

sop � (� B; B ), para alg�un B > 0.

Si j > 2B, x � j 6 B � j < � B entonces (x � j ) = 0 para toda x 2 sop :

Por lo tanto, k j k(N;� ) ! 0 cuandoj ! 1 para toda N y para toda � .

As��,  j ! 0 enS. Pero

hf;  j i =
Z

R
exe� x  (x � j )dx =

Z

R
 (x � j )dx = 1;

es decir,hf;  j i no converge a 0.

Por lo tanto, f =2 S0: �

Ejemplo 4.4. Sea ahoraf (x) = ex cosex ; f 2 S0.

f (x) = g0(x) donde g(x) = sen ex .

Si (' k)1
k=1 � S tal que ' k ! 0 enS, es decir,k' kk(N;� ) ! 0:

jhf; ' k ij =

�
�
�
�

Z

R
g0(x)' k(x)dx

�
�
�
� =

�
�
�
�

Z

R
g(x)' 0

k(x)dx

�
�
�
�

6
Z

R
jsenex j j ' 0

k(x)jdx

6
Z

j' 0
k(x)j (1 + jxj)2 dx

(1 + jxj)2

6 k' kk(2;1)

Z
dx

(1 + jxj)2
! 0 cuando k ! 1 :�

As��, S0 puede contener ciertas funciones enL 1
loc que no son de lento crecimiento.
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Como en el caso deD0, de�nimos convergencia enS0 como convergencia d�ebil. La
de�nici�on exacta es:

De�nici�on 4.2. La sucesi�on f Fmg de distribuciones enS0 converge aF 2 S0 si para toda
' 2 S, se tiene quehFm ; ' i ! h F; ' i cuandom ! 1 .

De esta de�nici�on y ya que S0 � D 0, se sigue que una sucesi�on de distribucionesFm

que converge enS0 a una distribuci�on F 2 S0, tambi�en converge enD0 a una distribuci�on
F .

Resumamos los resultados anteriores en el siguiente teorema:

Teorema 4.2. D � S y S0 � D0. M�as a�un, convergencia en D implica convergencia en
S, y convergencia d�ebil enS0 implica convergencia d�ebil enD0.

Las operaciones que fueron de�nidas para distribuciones enD0son v�alidas enS0porque
S0 es un subespacio deD0.

Finalmente, tenemos las herramientas necesarias para de�nir la transformada de
Fourier.

4.1.3 Transformada de Fourier

Transformada de Fourier de Funciones de Prueba

Consideremos primero la transformada de Fourier de las funciones de prueba

b' (� ) = F [' (x)] =
Z

ei�x ' (x)dx; ' 2 S (4.8)

donde�x = � 1x1 + � 2x2 + � � � + � nxn y � 1; : : : ; � n son n�umeros reales.

La transformada inversa es

' (x) = F � 1[b' (� )] =
1

(2� )n

Z
e� i�x b' (� )d�: (4.9)

Teorema 4.3. Si ' 2 S, entoncesb' (� ) existe y tambi�en esta enS.

Demostraci �on: Por el r�apido decaimiento de' (x) en jxj = 1 , la integral
Z 1

�1
(ix )kei�x ' (x)dx; k = 0; 1; 2; : : :

converge absolutamente. Esta integral es el resultado de diferenciark veces, bajo el signo
de integral, la expresi�on parab' . Por lo tanto, representa lak-�esima derivada deb' ,
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62 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

dk b' (� )
d� k

=
Z 1

�1
(ix )kei�x ' (x)dx =

�
(ix )k '

�b
(� ):

De esta relaci�on se sigue que
�
�
�
�
dk b' (� )

d� k

�
�
�
� 6

Z 1

�1

�
�xk '

�
�dx;

la cantidad del lado izquierdo es acotada para toda� . Tambi�en,

(i� )p dk b' (� )
d� k

=
Z 1

�1
(ix )k ' (x)

dp

dxp
ei�x dx = ( � 1)p

Z 1

�1

�
dp

dxp
(ix )k ' (x)

�
ei�x dx;

donde hicimos uso de integraci�on por partes. Como el t�erminoentre corchetes est�a en

S, la funci�on
�

dp

dxp
' (x)

�
ei�x es absolutamente integrable, y por lo tanto

�
�
�
� �

p dk b' (� )
d� k

�
�
�
� es

acotado para toda� . Los multi-��ndices k y p son arbitrarios. As��, b' (� ) 2 S:

As��, los miembros deS son mapeados por la transformada de Fourier en miembros de
S. La operaci�on transformada inversaF � 1 tiene propiedades an�alogas. M�as a�un, por la
f�ormula de inversi�on, tenemos

Z 1

�1
eixz b' (z)dz = 2�' (� x)

o

[b' ]b = 2�' (� x): (4.10)

Esto muestra que toda funci�on enS es una transformada de Fourier de alguna funci�on
en S. Tambi�en, si b' = 0, entonces' = 0; es decir, la transformada de Fourier es �unica.
As��, la transformada de Fourier es un mapeo lineal deS en S.

Este mapeo tambi�en es continuo. De hecho, sea' m ! ' cuando m ! 1 en S.
Entonces, del an�alisis previo encontramos que

�
�
�
� �

p dk

d� k
[' m � ' ]b(� )

�
�
�
� 6

Z 1

�1

�
�
�
�

dk

dxk
[xp(' m � ' )]

�
�
�
�dx

6 sup

�
�
�
�

dk

dxk
[xp(' m � ' )]

�
�
�
�(1 + x2) l

Z
dx

(1 + x2) l
:

De esta desigualdad se sigue que

� p dk

dxk
b' m ! � p dk

dxk
b';

con lo que queda probado el teorema. �

El resultado an�alogo es v�alido para la transformada de Fourier inversa. Podemos
resumir estos resultados en el siguiente
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Teorema 4.4. La transformada de Fourier y su inversa son mapeos lineales, continuos
y 1-1 deS en S.

Para obtener la transformada de Fourier de una distribuci�on temperada, necesitamos
algunas f�ormulas especi�cas para la transformada de Fourierde ' , las cuales discutiremos
enseguida.

Usando integraci�on por partes, tenemos que

�
dk '
dxk

�b

(� ) = ( � i� )k
Z 1

�1
' (x)ei�x dx = ( � i� )k b' (� ); (4.11)

o " �
id
dx

� k

'

#b

(� ) = � k b' (� ): (4.12)

De la relaci�on
Z 1

�1
(ix )k ' (x)ei�x dx =

dk

d� k

Z 1

�1
' (x)ei�x dx;

tenemos lak-�esima derivada de la transformada de Fourier,

�
(ix )k '

�b
(� ) =

�
d
d�

� k

b' (� ); (4.13)

o
�
xk '

�b
(� ) =

�
�

id
d�

� k

b' (� ): (4.14)

Una traslaci�on de ' (x) a � a' (x) en S nos lleva a un factor de multiplicaci�oneia� , el
cual se puede ver r�apidamente sustituyendox � a por x en (4.8).

Claramente,
Z 1

�1
� a' (x)ei�x dx = eia�

Z 1

�1
' (y)ei�y dy;

o
[' (x � a)]b(� ) = eia� b' (� ): (4.15)

Por otro lado, la traslaci�on de la transformada de Fourier es

[' ]b(� + a) =
�
eia� '

�b
(� ); (4.16)

lo cual se veri�ca al reemplazar� por � + a en (4.8).
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En el cason-dimensional es an�alogo; las f�ormulas son las siguientes:

[b' ]b(� ) = (2 � )n ' (� � );

[D � ' ]b(� ) = ( � i� )� b' (� );

[(iD )� ' ]b(� ) = � � b' (� );

[(ix )� ' ]b(� ) = D � b' (� );

[x � ' ]b(� ) = ( � iD )� b' (� );

[b' (x � a)]b(� ) = eia� b' (� );

[' ]b(� + a) =
�
eiax '

�b
(� ):

Con estas propiedades de la transformada de Fourier podemos obtener varias f�ormulas
de transformadas de Fourier, entre ellas tenemos la siguienteque ser�a utilizada m�as ade-
lante:

Ejemplo 4.5.
h
e� ax2

ib
=

r
�
a

e
� � 2

4a

En otras palabras, debemos mostrar que
� h

e� ax2
ib

; ' (x)
�

=
� r

�
a

e
� � 2

4a ; ' (x)
�

:

Entonces tenemos que,
� h

e� ax2
ib

; ' (x)
�

=
D

e� ax2
; b' (x)

E
=

Z 1

�1
e� ax2

b' (x)dx

=
Z 1

�1
e� ax2

Z 1

�1
ei�x ' (� )d�dx

=
Z 1

�1
' (� )

Z 1

�1
e� ax2+ i�x dxd�:

Analicemos la integral
R1

�1 e� ax2+ i�x dx. Haciendo el cambio� =
p

ax se sigue que:

Z 1

�1
e� ax2+ i�x dx =

1
p

a

Z 1

�1
e� � 2+ i �p

a
� � � 2

4a d�

=
1

p
a

e� � 2

4a

Z 1

�1
e� (� 2+2 �i �

2
p

a
+( i �

2
p

a
)2 )d�

=
1

p
a

e� � 2

4a

Z 1

�1
e� (� + i �

2
p

a
)2

d�

Ahora, sea � = � + i �
2
p

a y analicemos qu�e sucede con
R

Im (�)= a e� � 2
d� : SeaC el

contorno representado por las 
echas en la siguiente �gura: entonces
R

C e� � 2
d� = 0, pues
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C+
RC �

R

C0
R

C00
R� a

R� R

Im �

Re�

Figura 4.1: ContornoC

Z

C �
R

e� � 2
d� =

Z
e� (R+ i� )2

d� =
Z

e� R2
e� 2 � 2iR� d� ! 0;

cuandoR ! 1 : Entonces,

0 = lim
Z

CR

e� � 2
d� =

Z
e� � 2

d� �
Z

Im (�)= a
e� � 2

d�;

as�� Z 1

�1
e� � 2

d� =
Z

Im (�)= a
e� � 2

d�:

De aqu�� que:

1
p

a
e� � 2

4a

Z 1

�1
e� (� + i �

2
p

a
)2

d� =
1

p
a

e� � 2

4a

Z 1

�1
e� � 2

d� =

r
�
a

e� � 2

4a :

As�� tenemos el resultado deseado, es decir:
� h

e� ax2
ib

; ' (x)
�

=
� r

�
a

e� � 2

4a ; ' (x)
�

:

Por lo tanto,
h
e� ax2

ib
=

p �
a e� � 2

4a �

Transformada de Fourier de Distribuciones Temperadas

Anteriormente, hicimos notar las di�cultades que se presentanal tratar de de�nir la
transformada de Fourier de una distribuci�on enD. Cuando utilizamos las funciones de
prueba deS y distribuciones temperadas estas di�cultades desaparecen.

As��, tenemos la siguiente de�nici�on:

De�nici�on 4.3. Si F es una distribuci�on temperada, su transformada de Fourier es:
D

bF ; '
E

= hF; b' i ; ' 2 S (4.17)

La funcional de�nida en el lado derecho de (4.17) esta bien de�nida porque b' 2 S, lo
cual ya fue mostrado en el Teorema 4.3. Claramente es lineal. Para probar la continuidad,
observemos del Teorema 4.3 que, si' m ! 0 entoncesb' m ! 0 tambi�en.
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66 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

As��, si ' m ! 0 para toda ' m 2 S entonceshT; b' m i ! 0 cuandom ! 1 .

De (4.10) y la De�nici�on 4.3 tenemos que
h

bF
ib

= 2�F (� x). Por lo tanto, toda

distribuci�on en S0 es una transformada de Fourier de alg�un miembro deS0. M�as a�un, esta
relaci�on implica

D
bF ; b' (x)

E
=

D
F (x); bb' (x)

E
= 2� hF (x); ' (� x)i :

Un resultado que debemos destacar es el siguiente:

Teorema 4.5. Si F 2 S0 entoncesF (F ) 2 S0 . En otras palabras,F (F ) es una dis-
tribuci�on temperada cada vez queF lo sea.

Demostraci �on:

La F esta bien de�nida para cada' 2 S, por el teorema 4.3.

Como la transformada de Fourier yF 2 S son operadores lineales entoncesF (F ) es
lineal.

Por �ultimo, F (F ) es continua, ya que si' i ! 0 entoncesb' i ! 0 en S; de aqu�� que
hF; b' i ! 0; ya queF es continua. �

El mismo resultado es v�alido para la transformada de Fourier inversa, de�nida como:


F � 1(F ); '

�
=



F; F � 1(' )

�
: (4.18)

Seaf Fm (x)g una sucesi�on de distribuciones enS0 que converge d�ebilmente enS0 a

una distribuci�on F . Entonces, la sucesi�on
n

bFm (� )
o

tambi�en converge enS0, y su l��mite

distribucional es bF (� ). Claramente,

lim
m!1

D
bFm (x); ' (x)

E
= lim

m!1
hFm (� ); b' (� )i = hF (� ); b' (� )i =

D
bF (x); ' (x)

E
:

con lo que queda probada nuestra a�rmaci�on.

Es importante que la de�nici�on (4.17) sea consistente con la de�nici�on cl�asica si la
�ultima es aplicable, por lo que tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.6. La de�nici�on (4.17) es consistente con la de�nici�on cl�as ica para la trans-
formada de Fourier de una funci�on ordinaria f (x).

Demostraci �on:
D

bf ; '
E

= hf; b' i =
Z 1

�1
f (x)dx

Z 1

�1
eixy ' (y)dy

=
Z 1

�1
' (y)dy

Z 1

�1
f (x)eixy dx =

Z 1

�1
F (y)' (y)dy;
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dondeF (x) es la transformada de Fourier def (x). �

De (4.18) se siguen las ecuaciones (4.11)-(4.16) para distribuciones temperadas. Las
f�ormulas correspondientes son:

�
d� F
dx �

�b

(� ) = ( � i� )� bF (� );

��
id
dx

� �

F
�b

(� ) = � � bF (� );

[(ix )� F ]b(� ) =
�

d
d�

� �
bF (� );

[x � F ]b(� ) =
�

�
id
d�

� �
bF (� );

[F (x � a)]b(� ) = eia� bF (� );

[F ]b(� + a) =
�
eiax F

�b
(� )

An�alogamente se tienen los resultados para el cason-dimensional.

Finalizaremos �esta secci�on con unos ejemplos.

Ejemplo 4.6. Analicemos la transformada de Fourier de la delta de Dirac,b�: Sea' 2 S,
entonces

D
b�; '

E
= h�; b' i = b' (0) =

Z

Rn
' (x)dx = h1; ' i

Por lo tanto, b� = 1: �

Ejemplo 4.7. Analicemos la transformada de Fourier de la distribuci�on constante 1: Sea
' 2 S, entonces

D
b1; '

E
= h1; b' i =

Z

Rn
b' (x)dx = [ b' ]b(0) = ' (0) = h�; ' i

Por lo tanto, b1 = �: �

Ejemplo 4.8. La transformada de Fourier que no puede de�nirse de manera cl�asica
como una integral puede determinarse como l��mites de regularizaciones. Consideremos la
funci�on H (x). Claramente no podemos de�nir su transformada de Fourier como

Z 1

0
ei�x dx:

Observe, sin embargo que

H (t) = lim
" ! 0

H (x)e� "x
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en el sentido de distribuciones temperadas, y
D

bH (x); ' (x)
E

= hH (x); b' (x)i =
D

lim
" ! 0

H (x)e� "x ; b' (x)
E

= lim
" ! 0



H (x)e� "x ; b' (x)

�
= lim

" ! 0



H (x); e� "x b' (x)

�

= lim
" ! 0

Z 1

0
e� "x

Z 1

�1
' (� )eix� d�dx

= lim
" ! 0

Z 1

�1
' (� )

Z 1

0
e� "x + ix� dxd�:

Haciendo el cambio de variableu = ( " � i� )x tenemos que

lim
" ! 0

Z 1

�1
' (� )

Z 1

0
e� "x + ix� dxd� = lim

" ! 0

Z 1

�1

' (� )
" � i�

Z 1

0
e� udud�

= lim
" ! 0

Z 1

�1

' (� )
" � i�

d�:

Para � > 0 tenemos:

lim
" ! 0

Z 1

�1

' (� )
" � i�

d� =
Z

j � j>�
�

' (� )
i�

d� +
Z �

� �
�

' (� ) � ' (0)
i�

d� + lim
" ! 0

Z �

� �

' (0)
" � i�

d�

=
Z

j � j>�
�

' (� )
i�

d� +
Z �

� �
�

' (� ) � ' (0)
i�

+ �' (0)

=
Z

j � j>�

i' (� )
�

d� +
Z �

� �

i [' (� ) � ' (0)]
�

d� + �' (0)

= i
� Z

j � j>�

' (� )
�

d� +
Z �

� �

' (� ) � ' (0)
�

d�
�

+ �' (0)

= iP
1
�

+ �� (� );

por lo tanto, F (H (x)) = �� (� ) + iP 1
� : �

4.2 Producto Directo

SeanRm y Rn espacios Euclidianos de dimensionesm y n respectivamente, denotemos
como x = ( x1; : : : ; xm ) y y = ( y1; : : : ; yn ) a los puntos enRm y Rn respectivamente.
Entonces un punto enRm+ n = Rm � Rn tiene la forma (x; y) = ( x1; : : : ; xm ; y1; : : : ; yn ):
M�as a�un, denotemos porDm , Dn y Dm+ n , los espacios de funciones de prueba con soporte
compacto enRm , Rn y Rm+ n respectivamente. Cuandof y g son funciones localmente
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integrables en los espaciosRm y Rn , entonces la funci�on fg es tambi�en una funci�on
localmente integrable enRm+ n . Su distribuci�on regular se de�ne como:

hf (x)g(y); ' (x; y)i =
Z

f (x)
Z

g(y)' (x; y)dydx

= hf (x); hg(y); ' (x; y)ii (4.19)

o

hg(y)f (x); ' (x; y)i =
Z

g(y)
Z

f (x)' (x; y)dxdy

= hg(y); hf (x); ' (x; y)ii (4.20)

para ' 2 D m+ n .

Denotemos porF1 
 F2 al producto directo de las distribucionesF1 2 D 0m y F2 2 D 0n ,
as�� por (4.19), se sigue que parax 2 Rm y y 2 Rn

hF1(x) 
 F2(y); ' (x; y)i = hF1(x); hF2(y); ' (x; y)ii ; ' (x; y) 2 D m+ n (4.21)

Para revisar si el lado derecho de esta ecuaci�on de�ne una funcional lineal y continua
sobreDm+ n tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.1. La funci�on  (x) = hF2(y); ' (x; y)i , dondeF2 2 D 0n y ' (x; y) 2 D m+ n , es una
funci�on de prueba enDm y

D �  (x) = hF2( ); D �
x ' (x; y)i (4.22)

para todo � multi-��ndice, donde D �
x denota diferenciaci�on con respecto a(x1; : : : ; xm )

�unicamente.

Tambi�en, si la sucesi�on f ' l (x; y)g ! ' (x; y) cuando l ! 1 en Dm+ n , entonces la
sucesi�on  l (x) = fhF2(y); ' l (x; y)ig !  (x) cuandol ! 1 en Dm :

Demostraci �on: Para toda x 2 Rm ; ' (x; y) 2 D m y esta bien de�nida enRm :

Para mostrar que es continua, �jemosx y seaf x lg tal que x l ! x cuando l ! 1 :
Entonces,

' (x l ; y) ! ' (x; y); y 2 Rn (4.23)

porque los soportes de' (x l ; y) son acotados enRn independientemente del y para toda
q se sigue que

D q
y ' (x l ; y) ! D q

y ' (x; y); cuando l ! 1 ; y 2 Rn :

Ahora, apelando a la continuidad de la funcionalF2(y) en Dn encontramos, de (4.23), que

 l (x) = hF2(y); ' (x l ; y)i ! h F2(y); ' (x; y)i =  (x):
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70 4.2. Producto Directo

Esto prueba que (x) es una funci�on continua.

Para probar (4.22) nuevamente �jamos un puntox enRm y elegimoshi =(0,0,: : :,h,: : :,
0), dondeh se localiza en eli -�esimo lugar de la �la. Entonces

� i (y) =
1
h

[' (x + hi ; y) � ' (x; y)] !
@'(x; y)

@xi
(4.24)

cuandoh ! 0, en Dm . Tambi�en, los soportes de� i son acotados enRn independiente-
mente deh, y tenemos, que para todaq

D q� i (y) =
1
h

�
D q

y ' (x + hi ; y) � D q
y ' (x; y)

�
! D q

y
@'(x; �y )

@xi
; cuando h ! 0; y 2

Rn :

Utilizando (4.24) y la continuidad deF2(y) observamos que

 (x + hi ) �  (x)
h

=
1
h

[hF2(y); ' (x + hi ; y)i � h F2(y); ' (x; y)i ]

=
�

F2(y);
' (x + hi ; y) � ' (x; y)

h

�

=


F2; � i

�
!

�
F2(y);

@'(x; y)
@xi

�
; cuando h ! 0:

As��, (4.22) es v�alido para � = (0 ; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0), donde 1 se localiza en lai -�esima
coordenada. Repitiendo las aplicaciones de los pasos anteriores, obtenemos (4.22) en toda
su generalidad.

De este modo probamos que 2 C1 (Rm ). Basta probar que tiene soporte com-
pacto, pero esto se sigue del hecho de que' (x; y) = 0 para jxj > R ; para estos valores de
x,  (x) = hF2(y); 0i . As��,  (x) es una funci�on de prueba.

Finalmente, para probar la tercera parte es su�ciente con mostrar que sif ' l (x; y)g es
una sucesi�on nula entonces tambi�en lo esf  l (x)g: Ahora, los soportes de' l (x; y) est�an
acotados enRm+ n independientemente del, entonces los soportes def  l (x)g tambi�en
est�an acotados independientemente del. Entonces, s�olo tenemos que probar que

D �  l (x) ! 0; cuando l ! 1 ; x 2 Rm : (4.25)

Supongamos que esto no es v�alido; entonces podemos encontrar un n�umero "0 > 0;
un multi-��ndice � 0 y una sucesi�on de puntosx l tal que

D � 0 [ l (x l )] > "0; l = 1; 2; : : : (4.26)

Como los soportes de l (x; y) son acotados enRm independientemente del, se sigue
que la sucesi�onf x lg tambi�en es acotada enRm . Por el teorema de Bolzano-Weierstrass,
podemos elegir una subsucesi�on convergentex l j ! x0 cuandoj ! 1 : Entonces,
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D � 0
x ' l j (x l j ; y) ! 0 cuando j ! 1 :

Consecuentemente, la distribuci�onF2(y) satisface la relaci�on

D � 0  l j (x l j ) =


F2(y); D � 0

x ' l j (x l j ; y)
�

� h F2(y); 0i = 0; (4.27)

lo que nos lleva a una contradicci�on. Por lo tanto el lema queda demostrado. �

Regresando a la de�nici�on (4.21), y usando el Lema 4.1 encontramos que (x) =
hF2(y); ' (x; y)i 2 D m 8' 2 D m+ n : As��, el lado derecho de (4.21), digamoshF1;  i , se
de�ne para cualesquiera distribucionesF1 y F2 sobreDm+ n : La linealidad de este funcional
se sigue de la linealidad de las funcionalesF1 y F2.

Para probar la continuidad de este funcional, sea la sucesi�onf ' lg ! ' cuandol ! 1 :
en Dm+ n . Entonces por el Lema 4.1 tenemos:

hF2(y); ' l (x; y)i ! h F2(y); ' (x; y)i cuando l ! 1 en Dm :

Como el funcional es continuo, tenemos

hF1(x); hF2(y); ' l (x; y)ii ! h F1(x); hF2(y); ' (x; y)ii cuando l ! 1 ; (4.28)

Esto prueba la continuidad del funcional de�nido por el lado derecho de (4.21) y
F1(x) 
 F2(y) es una funci�on generalizada enD0m+ n .

Es natural preguntarnos c�omo operar el producto directo si lo combinamos con otras
operaciones. Ahora mencionaremos algunas de ellas (ver [15]):

1. Conmutatividad: El producto directo es conmutativo.

Para probar este resultado para cualquier funci�on de prueba' (x; y), se hace uso del
hecho de queDm 
 D n es denso enDm+ n : Para una demostraci�on de este resultado
consultar [15]

2. Continuidad: Si f Flg ! F cuando l ! 1 en D0m , entonces

f Fl (x) 
 F1(y)g ! F (x)F1(y);

en D0m+ n .

3. Asociatividad: Para F1 2 D 0m , F2 2 D 0n , y F3 2 D 0p tenemos

F1(x) 
 [F2(y) 
 F3(z)] = [ F1(x) 
 F2(y)] 
 F3(z):

4. Soporte:

sop (F1 
 F2) = (sop F1) � (sopF2) :

5. Diferenciaci�on:

D �
x [F1(x) 
 F2(y)] = [ D � F1(x) 
 F2(y)] (4.29)
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72 4.2. Producto Directo

6. Multiplicaci�on por una Funci�on C1 . Para a(x) 2 C1 tenemos

a(x) [F1(x) 
 F2(y)] = [ a(x)F1(x)] 
 F2(y) (4.30)

7. Traslaci�on:
(F1 
 F2) (x + h; y) = F1(x + h) 
 F2(y) (4.31)

Ahora mostraremos algunos ejemplos que ilustren estas propiedades del producto
directo.

Ejemplo 4.9. El producto directo de la distribuci�on Delta en Rm con la distribuci�on
Delta en Rn nos da la funci�on delta enRn+ m :

Para ' (x; y) 2 Rn+ m se sigue que

h� (x) 
 � (y); ' (x; y)i = h� (x); h� (y); ' (x; y)ii

= h� (x); ' (x; 0)i

= ' (0; 0)

= h� (x; y); ' (x; y)i (4.32)

�

Ejemplo 4.10. SeaH (x) la funci�on de Heaviside den variables:

H (x) =
�

1 si x1 > 0; x2 > 0; : : : ; xn > 0,
0 en otro caso.

;

Claramente,H (x) es el producto directo deH (x1) 
 H (x2) 
 � � � 
 H (xn). Derivando, y

usando el hecho de que
dH (x i )

dx i
= � (x i ); tenemos

@nH
@x1@x2 � � � @xn

= � (x1; x2; : : : ; xn ): (4.33)

�

4.2.1 El Producto Directo de Distribuciones Temperadas

Sean F1 2 S0m , x 2 Rm y F2 2 S0n , y 2 Rn . Como S0 � D 0, el producto directo
F1(x) 
 F2(y) 2 D , (x; y) 2 Rm+ n = Rm � Rn . Nuestro objetivo es probar queF1(x) 

F2(y) 2 S0m+ n . Por la de�nici�on del funcional F1(x) 
 F2(y), donde ahora' (x; y) 2 S,

hF1(x) 
 F2(y); ' (x; y)i = hF1(x); hF2(y); ' (x; y)ii (4.34)

Mostraremos que el lado derecho de (4.34) es un funcional lineal y continuo enSm+ n .
Procedemos como antes.
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Lema 4.2. La funci�on  (x) = hF2(y); ' (x; y)i , dondeF2 2 S0n , ' 2 Sm+ n , es una funci�on
de prueba enSm , y

D �  (x) = hF2(y); D �
x ' (x; y)i ; (4.35)

es v�alido para todos los multi-��ndices� .
M�as a�un, si la sucesi�on en Sm+ n f ' l (x; y)g ! ' cuando l ! 1 , entonces ' l (x) =
hFy; ' l (x; y)i ! h F2(y); ' (x; y)i en S

La prueba de este resultado es an�aloga al Lema 4.1 de la secci�on4.2. Muchas de las
propiedades que son v�alidas para el producto directo enD0m+ n tambi�en valen para S0m+ n

y su prueba es similar.

4.2.2 La Transformada de Fourier del Producto Directo de Dis-
tribuciones Temperadas

SeanF1 2 S0m y F2 2 S0n , entonces

[F1 
 F2]b = bF1 
 bF2: (4.36)

Para ' (u; v) 2 Sm+ n

D
[F1(x) 
 F2(y)]b(u; v); ' (u; v)

E
= hF1(x) 
 F2(y); b' i

= hF1(x) 
 F2(y); F vF u [' ] (x; y)i

= hF1(x); hF2(y); F vF u [' ] (x; y)ii ; (4.37)

dondeF u y F v son la transformada de Fourier de' para los argumentosx y y respecti-
vamente, entonces

F vF u [' ] (x; y) =
Z

Rm
eivy

Z

Rn
eiux ' (u; v)dudv:

As��,
D

[F1(x) 
 F2(y)]b(u; v); ' (u; v)
E

=
D

F1(x);
D

bF2(v); F u [' ] (x; v)
EE

=
D

F1(x) 
 bF2(v); F u [' ] (x; v)
E

=
D

F x

h
F1(x) 
 bF2(v)

i
; '

E

=
D

bF2(v); hF1(x); F u [' ] (x; v)i
E

=
D

bF2(v);
D

bF1(u); ' (u; v)
EE

=
D

bF1(u) 
 bF2(v); ' (u; v)
E

;

lo que prueba (4.36).
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Ejemplo 4.11. Para el cason = 2, considere la funci�on H (x; y),

H (x; y) =
�

1 si x > 0; y > 0
0 en otro caso

;

lo que podemos escribir comoH (x; y) = H (x) 
 H (y): Cuando usamos (4.36) y el ejemplo
4.8 tenemos:

[H (x; y)]b = [ H (x) 
 H (y)]b = bH (x) 
 bH (y)

=
�

�� (u) + iP
�

1
u

��



�
�� (v) + iP

�
1
v

��
:

�

4.3 La Convoluci�on

La convoluci�on f � g de dos funcionesf y g, ambas enRn , se de�ne como

(f � g) (x) =
Z

Rn
f (y)g(x � y)dy: (4.38)

Es claro que

f � g =
Z

Rn
f (y)g(x � y)dy =

Z

Rn
g(y)f (x � y)dy = g � f (4.39)

siempre que la convoluci�on exista. Supongamos que las funcionesf , g 2 L 1
loc:

Entoncesf � g 2 L 1
loc y por lo tanto de�ne una distribuci�on regular hf � g; ' i ,

hf � g; ' i =
Z

Rn
(f � g) (z)' (z)dz =

Z

Rn

� Z

Rn
g(y)f (z � y)dy

�
' (z)dz

=
Z

Rn
g(y)

� Z

Rn
f (z � y)' (z)

�
dy =

Z

Rn
g(y)

� Z

Rn
f (x)' (x + y)dx

�
dy

o

hf � g; ' i =
Z

f (x)g(y)' (x + y)dxdy = hf (x) 
 g(y); ' (x + y)i ; ' 2 D (4.40)

La ecuaci�on (4.39) nos lleva a una propiedad de la ecuaci�onque ser�a usada para de�nir
la convoluci�on de dos distribuciones. Esto es, la convoluci�onde dos distribucionesF1 y
F2 en D0 es

hF1 � F2; ' i = hF1 
 F2; ' (x + y)i (4.41)
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Tenemos un peque~no problema; la funci�on' (x; y) no tiene soporte compacto; su
soporte es la franja entrex + y = A y x + y = � A, dondeA es una constante que depende
de los soportes deF1 y F2. Para poder ajustar este detalle, tenemos que hacer ciertas
suposiciones.

Sabemos que sop (F1 
 F2) = sop F1 � sopF2. Seg�un (4.41), tendr�a sentido si la inter-
secci�on de sop (F1 
 F2) y sop' (x + y) es acotado. Claramente, en este caso, cambiando
' (x + y) por una funci�on �nita ' (x + y) que es igual a' (x + y) en esta intersecci�on y se
anula fuera de ella. En lo que sigue, denotaremos a dicha funci�on por ' (x + y).

El acotamiento de la intersecci�on del sop (F1 
 F2) y sop' (x + y) puede obtenerse de
las dos maneras siguientes:

1. El soporte de una distribuci�on es acotado.

Sea por ejemplo, el sopF2 acotado. En este caso el sop' (x + y) esta en una franja
horizontal de longitud �nita f x; y : jx + yj 6 A; jyj 6 Rg.

As��, por virtud de la de�nici�on de producto directo, tenemos

h(F1 � F2) ; ' i = h(F1 
 F2) ; ' (x + y)i = hF1(x); hF2(y); ' (x + y)ii : (4.42)

Por otro lado, si el soporte deF1 es acotado, entonces el sop' (x + y) esta contenido
en una franja vertical de longitud �nita. Bajo estas circunstancias, la funci�on  (x) =
hF2(y); ' (x + y)i es un miembro deDm .

2. sopF1 y sopF2 son acotados en el mismo lugar. Por ejemplo, seaF1 = 0 para
x > R 1 y seaF2 = 0 para y > R 2. En este caso el sop' (x + y) esta contenido en
una cuarta parte del plano bajo alguna linea horizontal y a laizquierda de alguna
linea vertical. Por lo tanto, el lado derecho de (4.41) esta nuevamente bien de�nido.

Propiedades de la Convoluci�on de Distribuciones

1. Conmutatividad
F1 � F2 = F2 � F1 (4.43)

Esta propiedad es consecuencia inmediata de la de�nici�on (4.42) y la conmutatividad
de los productos directosF1 
 F2.

2. Asociatividad
(F1 � F2) � F3 = F1 � (F2 � F3) (4.44)

si el soporte de dos de las tres distribuciones son acotados o si lossoportes de las
tres son acotados en el mismo lugar.

La prueba de este resultado es una extensi�on de la prueba dada para la validez de
la de�nici�on (4.42).
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3. Diferenciaci�on Si la convoluci�on F1 � F2 existe, entonces las convoluciones (D � F1) �
F2 y F1 � (D � F2) existen y

(D � F1) � F2 = D � (F1 � F2) = F1 � (D � F2): (4.45)

Si L es un operador diferencial con coe�cientes constantes, de (4.45) tenemos que

(LF 1) � F2 = L(F1 � F2) = F1 � (LF 2) (4.46)

Estos resultados implican que, para diferenciar una convoluci�on, es su�ciente dife-
renciar cada uno de los factores.

4. Continuidad En ciertos casos la convoluci�on es un operador continuo. Esteresul-
tado se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.7. Si la sucesi�on de distribucionesf Flg ! F; cuando l ! 1 , entonces
f Fl � F2g ! F � F2 bajo cada una de las siguientes condiciones:

1. Todas las distribucionesFl est�an concentradas en el mismo conjunto acotado.

2. La distribuci�on F2 esta concentrada en un conjunto acotado.

3. Los soportes de las distribucionesF y F2 est�an acotadas en el mismo lugar por una
constante independiente del.

Demostraci �on: Por (4.42) tenemos,

hFl � F2; ' i = hFl ; hF2; ' (x + y)ii ; ' 2 D (4.47)

Si la condici�on 1 es v�alida, podemos reemplazarhF2; ' (x + y)i por una funci�on de
prueba (x) que se anula fuera de la regi�on en la cual lasFl est�an concentradas. Entonces

hFl � F2; ' i = hFl 
 F2; ' (x + y)i = hFl ; hF2; ' (x + y)ii

= hFl ;  (x)i ! h F;  (x)i = hF; hF2; ' (x + y)ii

= hF 
 F2; ' (x + y)i = hF � F2; ' i (4.48)

As��, Fl � F2 ! F � F2 cuando l ! 1 .

En el segundo caso, (x) = hF2; ' (x + y)i es una funci�on de prueba e igual que antes
obtenemos el resultado deseado.

Por �ultimo, en el caso 3 supongamos que el soporte de las distribucionesF y F2 se
encuentran acotados por la izquierda y que el soporte de (x) = hF2; ' (x + y)i es acotado
por la derecha. Entonces procedemos como antes. �
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4.3.1 Convoluci�on de Distribuciones Temperadas

El an�alisis previamente desarrollado puede extenderse para distribuciones de lento creci-
miento. Tenemos la misma de�nici�on (4.41) para la convoluci�on de dos distribuciones
de lento crecimiento. Las restricciones son similares. Para establecer varias propiedades
hacemos uso del producto directo de distribuciones temperadas.

4.3.2 La Transformada de Fourier de Convoluciones

Seanf y g dos funciones localmente integrables. Entonces la Transformada de Fourier de
la convoluci�on f � g es

[f � g]b(� ) =
Z 1

�1
f � gei�x dx

=
Z 1

�1
ei�x

Z 1

�1
f (x � y)g(y)dy

=
Z 1

�1
g(y)ei�y dy

Z 1

�1
f (x � y)ei� (x � y)d(x � y)

= bg(� ) bf (� ) = bf (� )bg(� ):

As��, la transformada de Fourier def � g es el producto de sus transformadas de Fourier.
Un resultado similar es v�alido para la transformada de Fourier Inversa.

Ejemplos

Ejemplo 4.12. a) Podemos expresar la integral

f (x) =
Z x

�1
' (y)dy; ' 2 S

como una convoluci�on. Eligiendo,y = x � z, encontramos que

f (x) =
Z x

�1
' (y)dy = �

Z 1

0
' (x � z)dz =

Z 1

�1
H (z)' (x � z)dz = H � ':

b) SeaF una distribuci�on arbitraria. La convoluci�on de � (x) y F (x) es

h� � F; ' i = h� (z); ' (x + z)i = hF (x); ' (x)i ; ' 2 D :

o

� � F = F:

As��, la funci�on delta es un elemento identidad enD0para la operaci�on de convoluci�on.
�
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Ejemplo 4.13. Uno de los usos m�as importantes de la teor��a de convoluci�on es obtener
una soluci�on particular de una ecuaci�on diferencial.

Lu = f (4.49)

dondeLu = L(D)u, es un operador diferencial lineal. Esto se encuentra haciendo uso de
la soluci�on fundamental E, la cual esta dada de la siguiente manera: Una distribuci�onE
se dice una soluci�on fundamental para el operador diferencial L si

LE = �: (4.50)

Claramente nuestra soluci�on parau es de la forma

u = f � E (4.51)

Esto se sigue al aplicar el operadorL a ambos lados de (4.51):

Lu = L(f � E) = f � LE = f � � = f: �

Ejemplo 4.14. En muchos problemas f��sicos la convoluci�on es natural. Demostraremos
esto considerando el problema de valores iniciales.

@2u
@t2

�
@2u
@x2

= 0; (4.52)

u(x; 0) = ' (x);
@u
@t

(x; 0) =  (x): (4.53)

Este es un problema famoso del movimiento de una part��cula el cual nos da el desplaza-
miento inicial ' (x) y velocidad inicial  (x).

La soluci�on general de (4.52) es

u(x; t ) = f (x + t) + g(x � t); (4.54)

la cual podemos veri�car por sustituci�on directa.

De (4.53) tenemos que

u(x; 0) = f (x) + g(x) = ' (x) (4.55)

y
@u
@t

(x; 0) = f 0(x) � g0(x) =  (x) (4.56)

Integrando (4.56) con respecto ax tenemos

f (x) � g(x) =
Z x

a
 (s)ds; (4.57)
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donde la constante de integraci�on se incorpora bajo el l��mite, (4.55) y (4.57) nos permiten
resolver paraf (x) y g(x), entonces

f (x) =
1
2

' (x) +
1
2

Z x

a
 (s)ds y g(x) =

1
2

' (x) �
1
2

Z x

a
 (s)ds

Sustituyendo estas expresiones en (4.54), obtenemos

u(x; t ) =
1
2

' (x + t) +
1
2

Z x+ t

a
 (s)ds �

�
1
2

Z x� t

a
 (s)ds �

1
2

' (x � t)
�

=
1
2

[' (x + t) � ' (x � t)] +
1
2

Z x+ t

x� t
 (s)ds (4.58)

la cual es la f�ormula de D'Alambert.

Interpretemos esta f�ormula desde el punto de vista de la presente teor��a. Para este
prop�osito, tenemos el caso especial' (x) = 0 : Entonces (4.58) es

u(x; t ) =
1
2

Z x+ t

x� t
 (s)ds (4.59)

Podemos expresarla como una distribuci�on con ayuda de la funci�on generalizada
E(x; t ) de�nida como

E(x; t ) =
�

1
2 si jxj < t
0 si jxj > t

;

=
1
2

H (t + x)H (t � x) =
1
2

H (t � j xj) (4.60)

entonces (4.59) toma la forma

u(x; t ) =
Z 1

�1
E(x � s; t) (s)ds = E �  (4.61)

Como un segundo caso especial, elegimos (x) = 0. Entonces (4.58) es

u(x; t ) =
1
2

[' (x + t) � ' (x � t)]

=
1
2

Z 1

�1
[� (t + x � s) + � (x � t + s)] ' (s)ds: (4.62)

Ahora, de (4.60) se sigue que

@E(x � s; t)
@t

=
1
2

[� (t + x � s)H (t � x + s) + � (t � x + s)H (t + x � s)] ;
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para t > 0, es
@E(x � s; t)

@t
=

1
2

[� (t + x � s) + � (t � x + s)] : (4.63)

Combinando (4.62) y (4.63):

u(x; t ) =
Z 1

�1

@E(x � s; t)
@t

' (s)ds =
@
@t

Z 1

�1
E(x � s; t)' (s)ds =

@
@t

(E � ' ); t > 0:

(4.64)
llamada la regla de Stokes. La f�ormula general se sigue sumando (4.61) y (4.64)

u(x; t ) = E �  = E �  +
@
@t

(E � ' ) (4.65)

�

Ejemplo 4.15. Ahora estudiemos el problema con valores iniciales para la ecuaci�on de
calor,

@u(x; t )
@t

� k
@2u(x; t )

@x2
= 0; u(x; 0) = f (x): (4.66)

para t > 0, dondef (x) es una funci�on generalizada yk es una constante positiva.

Tomando la transformada de Fourier de ambas partes de la ecuaci�on (4.66) tenemos:

dU(u; t)
dt

� ku2U(u; t) = 0 ; U(u; 0) = F (u)

dondeU = bu y F = bf :

Su soluci�on es
U(u; t) = e� ku2 tF (u): (4.67)

Para invertir la ecuaci�on (4.67) debemos encontrar la funci�on v(x; t ) cuya transfor-
mada de Fourier es v�alida en la regi�ont > 0 y que satisface la ecuaci�on diferencial (4.66).
Tal relaci�on la obtenemos de los Ejemplos 4.5 y 4.6 la cual es:

v(x; t ) =

(
� (s) si t = 0

e� ku 2 t
p

kt
si t > 0

:

Finalmente, usando la f�ormula para transformada de Fourier de convoluciones obtenemos
la soluci�on de (4.66) como:

u(x; t ) = v(x; t ) � f (x) =
1

p
kt

Z 1

�1
f (s)e� (x � s)2

ds: �

Con este cap��tulo, terminamos lo referente a la teor��a de Distribuciones, obteniendo
una teor��a muy rica la cual aplicaremos en el siguiente cap��tulo a Ecuaciones Diferenciales
Parciales.
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5
Cap��tulo

Interacci�on Kink-Antikink
Para Ecuaciones de Onda
Semilineales con un Par�ametro
Peque~no.

En este cap��tulo presentamos una aplicaci�on interesante de la teor��a de distribuciones
a las ecuaciones diferenciales parciales, para lo cual hacemos uso de los resultados descritos
en los cap��tulos anteriores y del m�etodo asint�otico d�ebil. Las soluciones del problema que
describiremos a continuaci�on son suaves para" > 0 pero en el paso al l��mite cuando" ! 0
se vuelven no suaves, raz�on por la cual debemos de�nir el concepto de soluci�on d�ebil.

Consideremos una clase de ecuaciones de onda semi-lineales conun par�ametro peque~no
y no linealidades tales que las ecuaciones tengan solucionesexactas del tipo kink. El
objetivo principal consiste en obtener condiciones su�cientes para el t�ermino no lineal
bajo las cuales la colisi�on kink-antikink ocurre sin cambiosen la forma de las ondas y con
�unicamente algunos cambios de las trayectorias de ondas solitarias.

5.1 Nociones B�asicas

Consideremos una clase de ecuaciones de onda semi-lineales conun par�ametro "

"2(utt � uxx ) + F 0(u) = 0 (5.1)

En este trabajo supondremos que la funci�on no linealF (u) es par y es tal que las
ecuaciones (5.1) tienen soluciones exactas auto-similares de las llamadas de tipo \kink"
(tambi�en llamados \
uxones"):

u(x; t; " ) = !
�

S�
x � V t

"

�
; S = � 1; � = (1 � V 2)� 1

2 ; jV j < 1; (5.2)

! 2 C1 (R); ! (� ) ! 0 para � ! �1 ; ! (� ) ! 1 para � ! 1 ;

donde ! es la soluci�on autosimilar para (5.1). La gr�a�ca de una funci�on ! t��pica se
muestra en la �gura 5.1.
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82 5.1. Nociones B�asicas

1

Figura 5.1: Una funci�on ! t��pica

M�as en detalle, la funci�on (5.2) es llamada \kink" si S = 1 y \antikink" si S = � 1,
como se muestran en la �gura 5.2.

 Frente del kink�

x 1

V1 < 0
Frente del Antikink ! �

V2 > 0

x 2

(a) (b)

Figura 5.2: (a) Antikink; ( b) Kink.
Los correspondientes frentes sonx i , i = 1; 2:

En (5.2) t es el tiempo,V es la velocidad,� es el controlador de la velocidad," es un
par�ametro peque~no yx � V t es la trayectoria que sigue el frente del kink o del antikink.

Sustituyendo (5.2) en (5.1) obtenemos

F 0(! (� )) = ! 00(� ) def=
d2

d� 2
! (� ): (5.3)

Si la funci�on F satisface las condiciones

A) F (z) 2 C1 (R), F (z) > 0 para z 2 (0; 1);

B) F (i )(z0) = 0, i = 0; 1; F
00
(z0) > 0, dondez0 = 0 o z0 = 1;

existe una soluci�onu(x; t; " ) en la forma (5.2) y tiende a los valores l��mites (1 si� ! + 1 ;
0 si � ! �1 ;) su�cientemente r�apido. De hecho, la condici�onF

00
(z0) > 0 en z0 = 0 o 1

es equivalente a requerir que la concavidad de la funci�on! (� ) se anule m�as r�apidamente
que ! 0(� ) en �1 :

Bajo la hip�otesis adicional

C) F
�

1
2

+ z
�

= F
�

1
2

� z
�
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5. Interacci�on Kink-Antikink 83

la funci�on ! (� ) � 1
2 ser�a impar y ! (� ) + ! (� � ) = 1.

Para considerar la superposici�on de las ondas!
�

�
� i (x � Vi t � x0

i )
"

�
con distancias

grandes entre sus frentesx = Vi t + x0
i como dos kinks o antikinks no-interactuantes (para

t � 1) imponemos la condici�on de periodicidad:

D) F (z + 1) = F (z):

Ejemplos de funciones que satisfacen tales condiciones son lassiguientes:

F (z) =
1 � cos(2�z )

4� 2
; y F (z) = sin 4(�z ); (5.4)

Resolviendo la ecuaci�on (5.3) para estas funciones encontramos que las correspondientes
funciones! (� ) son

! =
2
�

arctan(exp(� )) y ! =
1
�

arccot(�
p

2�� ); (5.5)

respectivamente.

Por ejemplo, para el casoF (z) = sin 4(�z ); resulta que la ecuaci�on (5.3), que es
equivalente a la ecuaci�onF (! (� )) = ! 2

0=2; es sin4(�! (� )) = ! 2
0=2: Separando variables se

obtiene
p

2d� = csc2(�! )d!: Integrando y usando la condici�on a la frontera (! ! +1 si
� ! + 1 ;) se concluye que! (� ) = arccot( �

p
2�� )�:

El primer ejemplo corresponde a la ecuaci�on de sine-Gordon. Es conocido que los
kinks de la ecuaci�on de sine-Gordon colapsan sin cambiar sus formas y el �unico resultado
de la interacci�on es la aparici�on de un cambio de fase. Este resultado se prob�o inicial-
mente usando el m�etodo llamadoInverse Scattering Transform. Llamaremos a tal tipo
de interacci�on de kinks \escenario de Sine-Gordon". Rec��procamente, dependiendo de las
velocidadesVi , la interacci�on kink-antikink seguir�a el escenario de sine-Gordon o resultara
un aparente \breather", ver la �gura 5.3.

�! �

Figura 5.3: Un \breather" como resultado de la interacci�on.

La pregunta natural que nos podemos hacer aqu�� es la siguiente: >Es la ecuaci�on de
sine-Gordon la �unica de la clase (5.1) para la cual tal escenario es valido? Si no, >c�omo
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encontramos condiciones enF bajo las cuales los kinks y los antikinks de la ecuaci�on (5.1)
colapsen siguiendo el escenario de sine-Gordon?

No podemos usar m�etodos tradicionales para describir el escenario de colisi�on de on-
das, pues no podemos usar soluciones exactas del problema de Cauchy, ya que la ecuaci�on
de sine-Gordon es la �unica representante de la clase (5.1) que puede ser integrada e-
xactamente. Por lo tanto, construiremos una soluci�on asint�otica tratando a " como un
par�ametro peque~no. Sin embargo, las aproximaciones asint�oticas tradicionales no pueden
responder la pregunta considerada aqu��, ya que hoy en d��a existen problemas no resueltos.

Para evitar estas di�cultades, usamos elm�etodo asint�otico d�ebil el cual ha sido desarro-
llado por los profesores G. Omel'yanov y V. Danilov (ver [4]). La ventaja principal de
esta aproximaci�on es la posibilidad de reducir el problema dedescribir la interacci�on de
ondas no lineales a un an�alisis cualitativo de alguna ecuaci�on diferencial ordinaria (en vez
de EDP). Este m�etodo toma en cuenta el hecho de que los kinks, los cuales son suaves
para " > 0 se vuelven no-suaves en el l��mite cuando" ! 0. Entonces trataremos a las
soluciones de la ecuaci�on (5.1) como un mapeoC1 (0; T; C1 (Rx )) para " > 0 y �unicamente
comoC(0; T; D0(Rx )) uniformemente en" > 0.

Ahora, para construir una de�nici�on de una soluci�on asint�oti ca que admita el paso al
l��mite cuando " ! 0, es natural usar la construcci�on est�andar del espacioD0.

Una distribuci�on u 2 D 0((0; T) � Rx ) se dice ser una soluci�on de la ecuaci�on (5.1) si
F 0(u) 2 D 0((0; T) � Rx ) y la relaci�on

Z T

0

Z 1

�1

�
"2u( tt �  xx ) +  F 0(u)

�
dxdt = 0 (5.6)

es v�alida para cualquier funci�on de prueba (x; t ) 2 D ((0; T) � Rx ):

La relaci�on 5.6 se obtiene al usar las propiedades de la derivada distribucional en la
de�nici�on usual de soluci�on d�ebil:

0 =


"2(utt � uxx ) + F 0(u);  

�
=

Z T

0

Z 1

�1
["2(utt � uxx ) + F 0(u)] (x)dxdt

=
Z T

0

Z 1

�1
"2u( tt �  xx ) +  F 0(u)dxdt:

Sin embargo, n�otese que la relaci�on (5.6) presenta una inconsistencia. De hecho, la
hip�otesis B) implica que para cualquier funci�on suave' = ' (t) las siguientes igualdades
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son v�alidas:
Z 1

�1
 (x)F 0

�
!

�
�

x � '
"

��
dx =

Z 1

�1
F 0

�
!

�
�

x � '
"

��
d
dx

Z x

�1
 (x0)dx0dx

= �
Z 1

�1
 1

�
' + �

"
�

�
d
d�

F 0(! (� ))d�

= �  (' )
"
�

Z 1

�1
�

d
d�

F 0(! (� ))d� + O("2)

= O("2);

donde 1(x) =
Rx

�1  (x0)dx0,  (x) 2 D (Rx ):

Esto signi�ca que, en (5.6), el lado izquierdo esO("2) mientras que el lado derecho es
0.

La idea principal es usar funciones de prueba especiales, digamos, aquellas que son
r�apidamente variantes donde la soluci�on var��a r�apidamente.

Para la ecuaci�on (5.1) signi�ca la elecci�on de las funciones de pruebau0
x  ,  2 D (R),

dondeu0
x es una funci�on que var��a r�apidamente enx. Transformaciones est�andar para la

de�nici�on d�ebil para tales funciones nos lleva al siguiente resultado:

De�nici�on 5.1. Una funci�on u(t; x; " ), perteneciente aC1 (0; T; C1 (Rx )) para " > 0 y
perteneciente aC(0; T; D0(Rx )) uniformemente en", es llamada una soluci�on asint�otica
d�ebil mod OD 0("2) de la relaci�on (5.1) si la relaci�on

2
d
dt

Z 1

�1
"2utux  dx +

Z 1

�1

�
("u t )2 + ( "u x )2 � 2F (u)

	
 xdx = O("2) (5.7)

se satisface para cualquier funci�on de prueba =  (x) 2 D (R):

El lado izquierdo es una funci�onC1 para " > 0 y una funci�on uniformemente continua
a pedazos en" > 0. La estimaci�on se entiende en el sentidoC(0; T):

g(t; " ) = O(" k)  ! max
t2 [0;T ]

jg(t; " )j 6 C"k : (5.8)

Notemos que en contraste con la igualdad (5.6), la de�nici�on 5.1 involucra en el
t�ermino principal las derivadas de u con argumentosx

" y t
" . M�as a�un, se requiere la

relaci�on � 2 =
1

1 � v2
para la soluci�on de ondas solitaria (5.2). El lado izquierdo de (5.7)

es el resultado de la multiplicaci�on de la ecuaci�on (5.1) por  (x)ux e integraci�on por partes
en caso deu suave, por lo tanto, es cero para cualquier soluci�on kink exacta. Por otro
lado, la relaci�on (5.7) es la condici�on de ortogonalidad que aparece para fases asint�oticas
simples. Esta condici�on garantiza la existencia de la primera correcci�on y nos ayuda a
encontrar una ecuaci�on para el movimiento distorsionado de frentes de kinks.

En lo que sigue usaremos la notaci�onOD 0(" k) para la peque~nez en el sentido d�ebil:

Tesis de Maestr��a



86 5.1. Nociones B�asicas

De�nici�on 5.2. Denotamos porv(t; x; " ) = OD 0(" k) a la funci�on v(t; x; " ) la cual perte-
nece aC1 (0; T; C1 (Rx )) para " > 0 y pertenece aC(0; T; D0(Rx )) uniformemente en"
tal que la relaci�on Z 1

�1
v(t; x; " ) (x)dx = O(" k);

es v�alida para cualquier funci�on de prueba 2 D (Rx ). Aqu�� la estimaci�on del lado derecho
es tratada de la misma manera que en la de�nici�on 5.1.

Integrando por partes la segunda integral en el lado izquierdo de (5.7) se obtiene la
relaci�on:

2
@
@t

"2utux �
@

@x

�
("u t )2 + ( "u x )2 � 2F (u)

	
= OD 0("2): (5.9)

5.1.1 Interacci�on de dos kinks

El caso de interacci�on de dos kinks fue estudiado en el art��culo [17]. M�as en detalle, la
ecuaci�on (5.1) esta complementada por las condiciones iniciales

uj t=0 =
2X

i =1

!
�

� i
x � x0

i

"

�
; "

@u
@t

�
�
�
t=0

= �
2X

i =1

� i Vi ! 0

�
� i

x � x0
i

"

�
; (5.10)

donde� i =
1

p
1 � V 2

i

, jVi j 2 (0; 1), y las posiciones iniciales de los frentesx0
i son tales que

x0
1 � x0

2 > 1. Suponemos que las trayectoriasx = Vi t + x0
i tienen un punto de intersecci�on

x = x � en el instante de tiempot = t � .

En [17] se prob�o la siguiente conclusi�on:

Teorema 5.1. Supongamos que A-D son v�alidas. M�as a�un, sean la funci�onF y los
n�umeros � i , i = 1; 2, tales que la siguiente desigualdad se cumple

Z 1

�1
F (! (� ) + ! (�� ))d� 6

Z 1

�1

n
F (! (� )) + F (! (�� )) + 2 � 2

2

p
F (! (� ))F (! (�� ))

o
d�;

(5.11)

donde� =
� 1

� 2
. Entonces la interacci�on de kinks en el problema (5.1), (5.10) preserva el

escenario de sine-Gordon con exactitudmod OD 0("2) en el sentido de la de�nici�on 5.1

Simulaciones num�ericas nos muestran que este teorema es v�alido para los ejemplos
mostrados en las ecuaciones (5.4), (5.5).

Observaci�on 5.1. La hip�otesis C) no es esencial. La elegimos ya que la propiedad de
simetr��a de ! (� ) nos ayuda a simpli�car detalles t�ecnicos en la prueba de los teoremas. La
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5. Interacci�on Kink-Antikink 87

hip�otesis D) se puede cambiar por una m�as d�ebil:F (z) para z 2 (1; 2) tiene las mismas
propiedades que paraz 2 (0; 1). Sin embargo, la periodicidad deF tambi�en implica
simpli�caciones de la prueba. Hacemos hincapi�e en que todas las hip�otesis nos facilitan
veri�car los teoremas, al menos num�ericamente, ya que para cualquier F �ja la funci�on
! puede encontrarse f�acilmente como la soluci�on del problema de Cauchy

d!
d�

=
p

2F (! ); ! ! 0; � ! �1 : (5.12)

5.2 Interacci�on Kink-Antikink

Nuestro objetivo aqu�� es la consideraci�on de la colisi�on kink-antikink,

uj t=0 =
2X

i =1

!
�

Si � i
x � x0

i

"

�
; "

@u
@t

�
�
�
t=0

=
2X

i =1

Si � i Vi ! 0

�
Si � i

x � x0
i

"

�
; (5.13)

dondeS1 = 1, S2 = � 1, x0
1 � x0

2 > 1 y usamos la misma notaci�on que en (5.10).

(5.13) es v�alida ya que, para el casot = 0 se sigue que

u = !
�

� 1
x � x0

1

"

�
+ !

�
� � 2

x � x0
2

"

�

dondex0
i = x � Vi t: As��

"
@u
@t

= � 1V1! 0

�
� 1

x � x0
1

"

�
� � 2V2! 0

�
� 2

x � x0
2

"

�
:

Para una representaci�on geom�etrica en el tiempo de interacci�on de las ondas de choque,
ver la �gura 5.4

�

' 10 ( t ) ' 20 ( t )

x0
2 x0

1

t �

x �

Figura 5.4: Evoluci�on de los frentes no perturbados' i 0(t)

El resultado principal consiste en obtener condiciones su�cientes para el t�ermino no
lineal bajo las cuales la interacci�on kink-antikink ocurre sin cambiar las formas de las on-
das. Es muy importante que la condici�on principal, la cual aparece en vez de (5.11), sea
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88 5.3. Construcci�on de la Soluci�on asint�otica

veri�cada num�ericamente para cualquier no-linealidad especi�ca y para cualesquiera ve-
locidadesVi de las ondas no interactivas. Sin embargo, tienen una forma muy complicada
y no podemos simpli�carlas en alguna manera razonable. Por lotanto, presentaremos el
teorema principal al �nal de este cap��tulo. Aqu�� s�olo notaremos que, aparentemente, no
existen no-linealidades tales que esta condici�on se cumpla para todas las posibles veloci-
dadesVi de ondas solitarias.

Describamos el contenido del presente cap��tulo. En la secci�on 5.3 presentamos el
t�ermino principal de la soluci�on asint�otica d�ebil para el problema (5.1), (5.13). Despu�es
de algunos c�alculos t�ecnicos obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
para los par�ametros de las asint�oticas. Luego, pasamos a un sistema din�amico 2� 2 para
funciones auxiliaresW y � con una singularidad en la recta� = 0. La existencia de la
soluci�on asint�otica requerida es equivalente a la existencia de una trayectoria
 s tal que:

1. Pase del semi-plano izquierdo al derecho,

2. Su coordenadaW tienda a cero cuando� ! �1 .

La investigaci�on del sistema din�amico, en la secci�on 5.4, muestra que la primera pro-
piedad puede ser realizada �unicamente bajo algunas hip�otesis espec���cas. De hecho, esta
es la condici�on adicional requerida enA)-D) . Al mismo tiempo la segunda propiedad
falla. Por otro lado el t�ermino principal de la soluci�on asint�otica no tiene alg�un par�ametro
libre adicional para cambiar
 s. Por esta raz�on en la secci�on 5.6 suplementamos el t�ermino
principal de la soluci�on asint�otica por algunas correcciones peque~nas las cuales se localizan
cerca del origen! = 0; � = 0. El objetivo de esta transformaci�on es rotar las trayectorias
preservando las propiedades principales del retrato fase y obteniendo la trayectoria
 s con
las propiedades requeridas. La prueba de la existencia de tales correcciones completa la
construcci�on de la soluci�on asint�otica. El resultado principal, Teorema 5.2, se formul�o al
�nal de la secci�on 5.6. Presentamos tambi�en el Teorema 5.3 elcual muestra que las condi-
ciones requeridas para la no-linealidad pueden obtenerse directamente de dos peque~nos
equilibrios en la ecuaci�on (5.1). En la secci�on 5.5 presentamos algunas consideraciones
gr�a�cas, de los resultados obtenidos para el primer ejemplo que presentamos en la ecuaci�on
5.4, correspondiente a la ecuaci�on de sine-Gordon.

5.3 Construcci�on de la Soluci�on asint�otica

Escribamos el t�ermino principal de la soluci�on asint�otica d�ebil mod OD 0("2) del problema
(5.1), (5.13) mediante elanzatz

u =
2X

i =1

!
�

Si � i
x � � i (t; �; " )

"

�
; (5.14)
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5. Interacci�on Kink-Antikink 89

que representa la suma de dos ondas solitarias, donde

� i (t; � ) = ' i 0(t) + "' i 1(� ): (5.15)

Las funciones' i 1(� ) son correcciones de las fases' i 0(t) por un par�ametro " (los frentes
del kink y del antikink son ' i 0 = Vi t + x0

i , para i = 1; 2; respectivamente). Utilizaremos

un tiempo r�apido de�nido por � =
 0(t)

"
donde 0(t) = ' 20(t) � ' 10(t): Supondremos que

las funciones' i 1 = ' i 1(� ) son suaves y que

' i 1 ! 0; cuando� ! �1 ' i 1 ! ' 1
i 1 � ctei cuando � ! 1 (5.16)

con una rapidez no menor que
1

j� j
: Las constantes� i , Vi y Si son las mismas que en (5.13).

�

Figura 5.5: Funciones' i 1(t)

Nos interesa saber que es lo que pasa justo en el momento de la interacci�on.

Consideremos brevemente el anzatz en la ecuaci�on (5.14). Como x0
1 > x 0

2, la diferencia
' 20(t) � ' 10(t) resulta negativa durante alg�un t < t � . As��, para este intervalo de tiempo,

el \tiempo r�apido" � =
' 20(t) � ' 10(t)

"
! �1 cuando " ! 0: Por lo tanto, la primera

hip�otesis en (5.16) implica que la funci�on (5.14) describe el movimiento de dos ondas
solitarias no interactuantes. Despu�es de la interacci�on,' 20(t) � ' 10(t) > 0 y entonces
� ! 1 cuando " ! 0. En el caso en el cual la segunda hip�otesis de (5.16) se cumple,
la colisi�on kink-antikink ocurre sin cambiar la forma de las ondas. Por el contrario, si
las funciones' i 1 son no acotadas cuando� ! 1 , entonces los corrimientos de las fases
no se estabilizar��a, sino que variar��an con el tiempo. Finalmente, la no existencia de
' i 1 para alg�un � > 0 signi�ca que las ondas viajeras pierden la forma de kink durante
la interacci�on. Supondremos que las funciones' i 1 existen y satisfacen las propiedades
(5.16).

Pasemos a la construcci�on de la soluci�on asint�otica d�ebil. Obviamente, para este
objetivo debemos calcular asint�oticas d�ebiles con discrepancia OD 0("2) para las expre-
siones ("u x )2, ("u t )2 y las otras que aparecen en el lado izquierdo de la relaci�on (5.7).
Clari�caremos las t�ecnicas usadas para cada uno de los t�erminos.
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90 5.3. Construcci�on de la Soluci�on asint�otica

Antes de ello, de�namos! 0(� ) =
d! (� )

d�
donde! es como la de�nimos anteriormente

en (5.7). La hip�otesis C) implica que ! (� ) � 1
2 es impar, de aqu�� que! 0 sea una funci�on

par pues

! 0 =
d!
d�

=
d
d�

�
! (� ) �

1
2

�
:

En la �gura 5.6 se muestran las funciones! (� ) y ! (� ) � 1
2:

�

! (� )

! (� ) � 1
2

Figura 5.6: Funciones! (� ), ! (� ) � 1
2

Ahora si estamos listos para aclarar las t�ecnicas usadas para llegar a cada uno de los
t�erminos que aparecen en el lado izquierdo de (5.7):

Primeramente, realicemos los c�alculos necesarios para el t�ermino ( "u x )2:

Diferenciando el anzatz (5.14) con respecto ax tenemos:

ux =
2X

i =1

! 0

�
Si � i

x � � i (t; �; " )
"

�
Si � i

"
; (5.17)

ya que las funciones �i no dependen dex; luego,

"u x =
2X

i =1

Si � i ! 0

�
Si � i

x � � i (t; �; " )
"

�

= � 1! 0

�
� 1

x � � 1(t; �; " )
"

�
� � 2! 0

�
� 2

x � � 2(t; �; " )
"

�
(5.18)

Ahora,

("u x )2 = � 2
1! 2

0

�
� 1

x � � 1(t; �; " )
"

�
+ � 2

2! 2
0

�
� 2

x � � 2(t; �; " )
"

�

� 2� 1� 2! 0

�
� 1

x � � 1(t; �; " )
"

�
! 0

�
� 2

x � � 2(t; �; " )
"

�
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Integrando tenemos,
Z 1

�1
("u x )2 (x)dx =

Z 1

�1

�
� 2

1! 2
0

�
� 1

x � � 1(t; �; " )
"

��
 (x)dx (5.19)

+
Z 1

�1

�
� 2

2! 2
0

�
� 2

x � � 2(t; �; " )
"

��
 (x)dx

�
Z 1

�1
2� 1� 2! 0

�
� 1

x � � 1(t; �; " )
"

�
�

! 0

�
� 2

x � � 2(t; �; " )
"

�
 (x)dx

donde (x) 2 D (R) es una funci�on arbitraria.

Analicemos el primer t�ermino de la derecha:
Z 1

�1

�
� 2

1! 2
0

�
� 1

x � � 1(t; �; " )
"

��
 (x)dx;

haciendo el cambio de variables� = x� � 1
" se sigue que

Z 1

�1
� 2

1! 2
0

�
� 1

x � � 1(t; �; " )
"

�
 (x)dx = "� 2

1

Z 1

�1
! 2

0(� 1� ) (� 1 + "� )d�: (5.20)

Aplicando la F�ormula de Taylor de primer orden:

 (� i + "� ) =  (� i ) + "� 0(� � );

donde� � es un punto intermedio. Entonces de la ecuaci�on (5.20) obtenemos la relaci�on:

"� 2
1

Z 1

�1
! 2

0(� 1� ) (� 1 + "� )d� = "� 2
1

Z 1

�1
! 2

0(� 1� )
�
 (� 1) + "� 0(� 1) + O("2)

�
d�

= "� 2
1 (� 1)

Z 1

�1
! 2

0(� 1� )d�

+ "� 2
1 0(� 1)

Z 1

�1
�! 2

0(� 1� )d� + O("2)

= "� 2
1 (� 1)

Z 1

�1
! 2

0(� 1� )d� + O("2);

para lo cual hicimos uso de que las funciones! 0(� ) y � son par e impar, respectivamente,
y que � 1 no depende dex.

Como el segundo t�ermino de la derecha en la ecuaci�on (5.19) es similar tenemos:

� 2
i

Z 1

�1
! 2

0

�
� i

x � � i (t; �; " )
"

�
 (x)dx = "� 2

i  (� i )
Z 1

�1
! 2

0(� i � )d� + O("2);
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para i = 1; 2:

Ahora, el tercer t�ermino en (5.19):

Z 1

�1
! 0

�
� 1

x � � 1(t; �; " )
"

�
! 0

�
� 2

x � � 2(t; �; " )
"

�
 (x)dx;

donde por el momento no usaremos el factor� 2� 1� 2:

Hacemos el cambio de variables siguiente:

� =
x � � 2

"
; entonces

x � � 1

"
=

� 2 � � 1

"
+ � = � + �;

donde� esta dada por

� =
� 2 � � 1

"
= � + ' 21(� ) � ' 11(� ): (5.21)

As��, el tercer t�ermino es:

= "
Z 1

�1
! 0 (� 1(� + � )) ! 0 (� 2� )  (� 2 + "� )d�

= " (� 2)
Z 1

�1
! 0 (� 1(� + � )) ! 0 (� 2� )d� + O("2);

donde nuevamente hicimos uso de la f�ormula de Taylor de primer orden. Multiplicando
por � 2� 1� 2, tenemos que el tercer t�ermino toma la siguiente forma:

� 2� 1� 2" (� 2)
Z 1

�1
! 0(� 1� + � 1� )! 0(� 2� ) + O("2):

De aqu��, se sigue la relaci�on:

Z 1

�1
("u x )2 (x)dx = "

2X

i =1

� 2
i  (� i )

Z 1

�1
! 2

0(� i � )d� (5.22)

� 2� 1� 2" (� 2)
Z 1

�1
! 0(� 1� + � 1� )! 0(� 2� ) + O("2);

la cual es correcta para cualquier funci�on de prueba.

Si hacemos� = � i � en la primera integral y� 2� = � en la segunda integral en el lado
derecho de (5.22) obtenemos
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Z 1

�1
("u x )2 (x)dx = "

2X

i =1

� 2
i

� i
 (� i )

Z 1

�1
! 2

0(� )d�

� 2"� 1 (� 2)
Z 1

�1
! 0(� )! 0(�� + � 1� )d� + O("2)

= "a2

2X

i =1

� i  (� i ) � 2"� 1 (� 2)a2� 1(� ) + O("2);

donde hemos usado la notaci�on

a2 =
Z 1

�1
! 2

0(� )d�; � 1(� ) =
1
a2

Z 1

�1
! 0(� )! 0(�� + � 1� )d�; � =

� 1

� 2
: (5.23)

As��

Z 1

�1
("u x )2 (x)dx = "a2

(
2X

i =1

� i  (� i ) � 2� 1 (� 2)� 1(� )

)

+ O("2): (5.24)

Entonces, (5.24) en el sentido de distribuciones es:

("u x )2 = "a2

(
2X

i =1

� i � (x � � i ) � 2� 1� 1(� )� (x � � 2)

)

+ OD 0("2): (5.25)

M�as a�un, existe una manera de simpli�car (5.25). Sabemos quelas correcciones de
los frentes de propagaci�on del kink y el antikink est�an dadas por la ecuaci�on (5.15) de tal
manera que el retrato fase de estas propagaciones est�an dadas por la �gura 5.4. Buscamos
determinar la interacci�on en (x � ; t � ), as�� x � = Vi t � + x0

i lo cual implica quex0
i = x � � Vi t � :

De aqu�� que en este punto las trayectorias sean �i = Vi t + x � � Vi t � + "' i 1(� ) esto es,

� i = x � + Vi (t � t � ) + "' i 1(� ):

Por (5.21) tenemos:

� =
� 2 � � 1

"
=

1
"

[(t � t � ) [V2 � V1] + " [' 21(� ) � ' 11(� )]]

=
�
"

(t � t � ) + ( ' 21 � ' 11)

donde� := V2 � V1. Entonces,

t � t � =
"
�

[� + ' 11 � ' 21]:
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De aqu�� que

� i = x � + Vi
"
�

[� + ' 11 � ' 21] + "' i 1(� )

= x � + "
�

Vi

�
[� + ' 11 � ' 21] + ' i 1(� )

�

= x � + " f bi [� + ' 11 � ' 21] + ' i 1(� )g

= x � + " f bi � + bi ' 11 � bi ' 21 + ' i 1(� )g

con bi = Vi
� y b2 � b1 = 1:

As��,
� i = x � + "� i ; i = 1; 2;

donde
� i = bi � + bi ' 11 � bi ' 21 + ' i 1 (5.26)

Mostremos que
� i = bi � + b2' 11 � b1' 21: (5.27)

usando la igualdadb2 � b1 = 1.

En efecto, para el casoi = 1 se tiene:

b1� + b1' 11 � b1' 21 + ' 11 = b1� + ' 11(b1 + 1) � b1' 21

= b1� + b2' 11 � b1' 21:

Para el casoi = 2 se tiene:

b2� + b2' 11 � b2' 21 + ' 21 = b2� + b2' 11 + ' 21(1 � b2)

= b2� + b2' 11 � b1' 21:

As��, (5.27) queda probada.

N�otese, adem�as, quej�� 1(� )j 6 cte: De hecho, geom�etricamente podemos ver esta
a�rmaci�on en la �gura 5.7. Ya que � 1� mueve a la gr�a�ca de ! 0(� ) hacia la izquierda o
hacia la derecha dependiendo del signo y� hace que la gr�a�ca sea m�as estrecha o m�as
ancha, entonces! 0(� )! 0(�� + �� ) tender�a a cero cuandoj� j ! 1 : As��, � 1(� ) ! 0 cuando
j� j ! 1 : Entonces� 1 es una funci�on de Schwartz.

Ahora, usaremos el siguiente resultado (ver [11]):

Lema 5.1. Sea S(� ) una funci�on del espacio de Schwartz y sea' k(� ) 2 C1 con la
siguiente representaci�on:

' k(� ) = x � + "� k(� );

dondex � es constante y� k es una funci�on lentamente creciente. Entonces,

S(� )� (x � x � ) = S(� )� (x � ' k(� )) + OD 0(" ):
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y

x

!

y

x

! 0(� )

y

x

! 0(�� + � 1� )

Figura 5.7: (a) ! ; (b) ! 0(� ); (c) ! 0(�� + � 1� )

Claramente en nuestro problema se sigue quej� i (� )j 6 cj� jN k pues:

j� i (� )j = jbi � + b2' 11 � b1' 21j = jbi [� + ' 21 � ' 11] + b2' 11 � b1' 21j

6 jbi [� + ' 21 � ' 11]j + jb1' 11j + jb1' 21j

6 jbi � j + jbi ' 21j + jbi ' 11j + jb2' 11j + jb1' 21j

= jbi j j � j + j' 21j [jbi j + jb1j] + j' 11j [jbi j + jb2j]

= c0 j� j + j' 21j c1 + j' 11j c2

6 c0 j� jN i + c4c1 + c3c2

= cj� jN i

Como se satisfacen las hip�otesis del Lema 5.1 tenemos que

("u x )2 = "a2

(
2X

i =1

� i � (x � � i ) � 2� 1� 1(� )� (x � x � )

)

+ OD 0("2): (5.28)

Por �ultimo, se sigue que

@
@x

("u x )2 = "a2

(
2X

i =1

� i � 0(x � � i ) � 2� 1� 1� 0(x � x � )

)

+ OD 0("2):

Los c�alculos para los otros t�erminos en el lado izquierdo de (5.7), se obtienen como a
continuaci�on se muestra.

Para el t�ermino ("u t )2:

Derivando el anzatz (5.14)con respecto at se sigue que:

ut = �
S1� 1

"
! 0

�
S1� 1

x � � 1

"

�
_� 1t �

S2� 2

"
! 0

�
S2� 2

x � � 2

"

�
_� 2t : (5.29)
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Ahora, por la de�nici�on de � i dada en (5.15) se sigue que

_� i t = ' 0
i 0(t) + "' 0

i 1(� )� 0

= Vi + [ ' 0
20(t) � ' 0

10(t)]'
0
i 1(� )

= Vi + �' 0
i 1(� )

= � [bi + ' 0
i 1(� )]; (5.30)

donde hicimos uso de las de�niciones de� , bi y ' i 0.

Entonces, denotando por! 0;i = ! 0
�
Si � i

x � � i
"

�
tenemos:

"u t = � S1� 1! 0;1
_� 1t � S2� 2! 0;2

_� 2t ; (5.31)

de aqu�� que,

("u t )2 =
h
� S1� 1! 0;1

_� 1t � S2� 2! 0;2
_� 2t

i h
� S1� 1! 0;1

_� 1t � S2� 2! 0;2
_� 2t

i

= S2
1 � 2

1! 2
0;1( _� 1t )

2 + S2
2 � 2

2! 2
0;2( _� 2)2 + 2S1S2� 1� 2! 0;1! 0;2

_� 1t
_� 2t

Ahora, comoS1 = 1 y S2 = � 1 tenemos:

("u t )2 = � 2
1! 2

0;1( _� 1t )
2 + � 2

2! 2
0;2( _� 2t )

2 � 2� 1� 2! 0;1! 0;2
_� 1t

_� 2t : (5.32)

Los tres t�erminos importantes en la igualdad (5.32) son! 2
0;1, ! 2

0;2 y ! 0;1! 0;2 los cuales
analizaremos a continuaci�on:

Para los primeros dos t�erminos se sigue que:
Z 1

�1
! 2

0;1 (x)dx = " (� i )
Z 1

�1
! 2

0;i (� i � )d� + O("2);

donde utilizamos los resultados ya descritos para el t�ermino("u x )2:

Utilizando el hecho de quea2 =
R1

�1 ! 2
0(� )d� = 1

� i

R1
�1 ! 2

0(� )d� entonces tenemos que:

Z 1

�1
! 2

0;i  (x)dx =
"a2

� i
 (� i ) + O("2); (5.33)

en el sentido de distribuciones:

! 2
0;i =

"a2

� i
� (x � � i ) + OD 0("2); (5.34)

luego, por (5.30) tenemos:

! 2
0;i ( _� i t )

2 =
� 2"a2

� i
b2

i � (x � � i ) + 2
� 2"a2

� i
bi ' 0

i 1� (x � � i ) +
� 2"a2

� i
(' 0

i 1)2� (x � � i ):
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Ahora, utilizaremos el Lema 5.1 ya que las funciones' 0
i 1 son funciones del espacio de

Schwartz y � i = x � + "� i entonces:

! 2
0;i ( _� i )2 =

� 2"a2

� i
b2

i � (x � � i ) + 2
� 2"a2

� i
' 0

i 1� (x � x � )

+ � i � 2"a2(' 0
i 1)2� (x � x � ) + OD 0("2):

Para el tercer t�ermino en (5.32) se sigue que
Z 1

�1
! 0

�
� � 1

x � � 1

"

�
! 0

�
� 2

x � � 2

"

�
 (x)dx

= " (� 2)
Z 1

�1
! 0(� 1(� + � )) ! 0 (� 2� )d� + O("2); (5.35)

donde utilizamos los c�alculos ya realizados para el t�ermino ("u x )2: Haciendo el cambio de
variables

� = � 2� y � 1(� + � ) = � 1

�
� +

�
� 2

�
= � 1� + ��

donde� = � 1
� 2

tenemos:

=
" (� 2)

� 2

Z 1

�1
! 0(� 1� + �� )! 0(� )d�

=
" (� 2)

� 2
a2� 1(� ) + O("2); (5.36)

donde como ya mencionamos anteriormente� 1(� ) es una funci�on de Schwartz.

En el sentido de distribuciones tenemos que:

! 0;1! 0;2 =
"a2

� 2
� 1(� )� (x � � 2) + OD 0("2): (5.37)

Utilizando nuevamente el Lema 5.1 se sigue que

! 0;1! 0;2 =
"a2

� 2
� 1(� )� (x � x � ):

Notemos que_� 1t
_� 2t = � 2[b1b2 + b1' 0

21 + b2' 0
11 + ' 0

11'
0
21]; entonces

! 0;1! 0;2( _� 1t
_� 2t ) = � 2 "a2

� 2
� 1(� )� (x � x � )[b1b2 + b1' 0

21 + b2' 0
11 + ' 0

11'
0
21]:

As��,

� 2� 1� 2! 0;1! 0;2[ _� 1t
_� 2t ] = � 2� 1� 2"a2� 1(� )� (x � x � )[b1b2 + b1' 0

21 + b2' 0
11 + ' 0

11'
0
21]:
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Luego,

("u t )2 = "a2� 2
2X

i =1

[� i b2
i � (x � � i ) + 2 � i bi ' 0

i 1� (x � x � ) + � i (' 0
i 1)2� (x � x � )]

� 2"a2� 2� 1� 1(� )� (x � x � ) _� 1t
_� 2t

= "a2� 2

(
2X

i =1

� i b2
i � (x � � i ) + K 1� (x � x � )

)

+ OD 0("2) (5.38)

dondeK 1 =
P 2

i =1 � i ' 0
i 1(2bi + ' 0

i 1) � 2� 1� 1
_� 1

_� 2:

Por �ultimo se sigue que,

@
@x

("u t )2 = � 2"a2

(
2X

i =1

� i b2
i � 0(x � � i ) + K 1� 0(x � x � )

)

+ OD 0("2) (5.39)

Ahora analicemos los c�alculos para el t�ermino ("2utux ):

De las ecuaciones (5.17), (5.18), (5.29) y (5.31) conocemoslos valores deux , ut , "u x

y "u t , entonces

"2utux =

"

�
2X

i =1

Si � i ! i; 0
_� i t

# "
2X

i =1

� i Si ! i; 0

#

=
�
� � 1! 0

�
� 1

x � � 1

"

�
_� 1t + � 2! 0

�
� 2

x � � 2

"

�
_� 2t

�

�
�
� 1! 0

�
� 1! 0

�
� 1

x � � 1

"

�
� � 2! 0

�
� 2

x � � 2

"

���

= � � 2
1! 2

0;1
_� 1t + � 1� 2! 0;1! 0;2

_� 1t + � 1� 2! 0;1! 0;2
_� 2t � � 2

2! 2
0;2

_� 2t

= �
2X

i =1

� 2
i

_� i t !
2
i; 0 + � 1� 2( _� 1t + _� 2t )! 0;1! 0;2 (5.40)

Ahora,
Z 1

�1
"2utux  (x)dx = �

2X

i =1

Z 1

�1

n
� 2

i
_� i t !

2
i; 0 + � 1� 2( _� 1t + _� 2t )! 0;1! 0;2

o
 (x)dx (5.41)

Para el primer t�ermino de la derecha en la ecuaci�on (5.41) ya hemos realizado los
c�alculos pertinentes a trav�es de los casos ("u x )2 y ("u t )2 descritos en las ecuaciones (5.33),
(5.34). Luego,

! 2
i; 0

_� i =
"a2

� i
� (bi + ' 0

i 1)� (x � � i )

=
�"a 2bi

� i
� (x � � i ) +

�"a 2

� i
' 0

i 1� (x � � i ) (5.42)
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Ahora, utilizando el Lema 5.1 ya que las funciones' 0
i 1 son funciones de Schwartz como

se observa en la �gura 5.8 y �i = x � + "� i entonces (5.42) es

0

(a)

0

(b)
Figura 5.8: (a) ' i 1; (b) ' 0

i 1. Las funciones' 0
i 1 son de Schwartz.

�"a 2bi

� i
� (x � � i ) +

�"a 2

� i
' 0

i 1� (x � x � ) + OD 0("2) (5.43)

Ahora, el t�ermino

� 2
i ! 2

0i
_� i = �"a 2bi � i � (x � � i ) + �"a 2� i ' 0

i 1� (x � x� ) + OD 0("2)

= �"a 2[bi � i � (x � � i ) + � i ' 0
i 1� (x � x � )] + OD 0("2):

Ahora, para el segundo t�ermino en (5.41) igual que antes tenemos la expresi�on (5.36)
y en el sentido de distribuciones se sigue la ecuaci�on (5.37). Entonces

! 0;1! 0;2( _� 1t + _� 2t ) = � �
"a2

� 2
� 1(� )� (x � x � )[b1 + b2 + ' 0

11 + ' 0
21]:

Luego,

"2utux = � �"a 2

2X

i =1

[bi � i � (x � �) + � i ' 0
i 1� (x � x � )]

+ �"a 2� 1� 1(� )� (x � x � )[
2X

i =1

bi +
2X

i =1

' 0
i 1]

= � �"a 2

2X

i =1

bi � i � (x � �) � �"a 2

2X

i =1

� i ' 0
i 1� (x � x � )

+ "a2� 1� 1

2X

i =1

_� i t � (x � x � )

= � �"a 2

2X

i =1

bi � i � (x � � i ) � "a2

"
2X

i =1

(� i ' 0
i 1 � � 1� 1

_� i t )

#

� (x � x � )

+ OD 0("2)
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Denotemos porK 2 =
P 2

i =1 (� i ' 0
i 1 � � 1� 1

_� i t ), entonces

"2utux = � �"a 2

2X

i =1

bi � i � (x � � i ) � "a2K 2� (x � x � ) + OD 0("2):

Finalmente,

@
@t

("2utux ) = �"a 2

2X

i =1

bi � i � 0(x � � i ) _� i t � "a2
dK 2

dt
� (x � x � ) + OD 0("2)

= � 2"a2

2X

i =1

bi � i � 0(x � � i )[bi + ' 0
i 1] � "a2

dK 2

dt
� (x � x � ) + OD 0("2)

= � 2"a2

2X

i =1

b2
i � i � 0(x � � i ) + � 2"a2

2X

i =1

bi � i ' 0
i 1� 0(x � �)

� "a2
dK 2

dt
� (x � x � ) + OD 0("2):

Nuevamente,' 0
i 1 2 S entonces:

@
@t

("2utux ) = � 2"a2

2X

i =1

b2
i � i � 0(x � � i ) + � 2"a2

2X

i =1

bi � i ' 0
i 1� 0(x � x � )

� "a2
dK 2

dt
� (x � x � ) + OD 0("2):

Ahora, realicemos los c�alculos para el t�ermino 2F (u):

Claramente,

F (u) = F

"
2X

i =1

!
�

Si � i
x � �

"

� #

= F
�
!

�
S1� 1

x � � 1

"

�
+ !

�
S2� 2

x � � 2

"

��

Escribamos,F (u) =
P 2

i =1 F (! i ) + F (u) �
P 2

i =1 F (! i ) entonces

F (u) (x) =
2X

i =1

F (! i ) (x) +

"

F (u) �
2X

i =1

F (! i )

#

 (x):

Luego,

Z 1

�1
F (u) (x)dx =

2X

i =1

Z 1

�1
F (! i ) (x)dx +

Z 1

�1

"

F (u) �
2X

i =1

F (! i )

#

 (x)dx (5.44)
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Analicemos los t�erminos de la derecha en la ecuaci�on (5.44). Para el primer t�ermino,
tenemos:

Z 1

�1
F (! i ) (x)dx =

Z 1

�1
F

�
!

�
� i Si

x � � i

"

��
 (x)dx

=
Z 1

�1
F

�
!

�
� i

x � � i

"

��
 (x)dx; (5.45)

pues las propiedades! (� ) + ! (� � ) = 1 y F (z + 1) = F (z) hacen que

F [! (Si � )] = F
�
!

�
Si � i

x � � i

"

��
= F

�
!

�
� � 2

x � � 2

"

��

= F
�
1 � !

�
� 2

x � � 2

"

��
= F

�
� !

�
� 2

x � � 2

"

��

= F
�
� !

�
� 2

x � � 2

"

��
= F [� ! (� )] = F [Si ! (� )] = F [! (� )]:

Esto es,

F [! (Si � )] = F [Si ! (� )] = F [! (� )] (5.46)

En (5.45) hacemos el cambio� i = � i
x � � i

" y haciendo uso de la f�ormula de Taylor de
primer orden entonces,

=
"
� i

Z 1

�1
F (! (� i ))  

�
� i + "

� i

� i

�
d� i

=
"
� i

 (� i )
Z 1

�1
F (! (� i ))

�
 (� i ) +

"
� i

� i  0(�) + O("2)
�
d� i

=
"
� i

 (� i )
Z 1

�1
F (! (� i ))d� i + O("2) =

"
� i

a2

2
 (� i ) + O("2);

donde se hizo uso de la igualdada2
2 :=

R1
�1 F (! (� i ))d� i . En el sentido de distribuciones

tenemos:

F (! i ) =
"
� i

a2

2
� (x � � i ) + OD 0("2): (5.47)
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Ahora, para el segundo t�ermino denotando! (� i Si
x � � i

" ) = ! i se tiene que:
Z 1

�1

"

F (u) �
2X

i =1

F (! i )

#

 (x)dx =
Z 1

�1
f F [! 1 + ! 2] � F [! 1] � F [! 2]  (x)gdx

=
"
� 1

Z 1

�1
F

�
! (S1� 1) + !

�
S2

� 1 � � 1�
�

��
�

 
�

� 1 +
"� 1

� 1

�
d� 1

�
Z 1

�1
f F [! (S1� 1)]g  

�
� 1 +

"� 1

� 1

�
d� 1

+
Z 1

�1
F

�
!

�
S2

� 1 � � 1�
�

��
 

�
� 1 +

"� 1

� 1

�
d� 1

=
"
� 1

Z 1

�1
F

�
! (S1� 1) + !

�
S2

� 1 � � 1�
�

��
�

�
 (� 1) +

"
� 1

� 1 0(� 1) + O" 2

�
d� 1

=
"
� 1

 (� 1)
Z 1

�1

�
F ! (S1� 1) + !

�
S2

� 1 � � 1�
�

��
d� 1

�
Z 1

�1
F [! (S1� 1)]d� 1

�
Z 1

�1
F

�
!

�
S2

� 1 � � 1�
�

��
d� 1 + O("2)

=
"
� 1

A1 (� 1) + OD ("2):

En la segunda igualdad hicimos el cambio de variables� 1 = � 1
x� � 1

" as��, � 2
x� � 2

" =
� 1 � � 1 �

� . En la tercera igualdad aplicamos nuevamente la f�ormula deTaylor de primer
orden y tambi�en aplicamos la ecuaci�on (5.46) y denotamos a

A1 =
Z 1

�1

�
F

�
S1! (� 1) + !

�
S2

� 1 � � 1�
�

��
� F [S1! (� 1)] � F

�
!

�
S2

� 1 � � 1�
�

���
d� 1:

En el sentido de distribuciones se sigue que:
"

F (u) �
2X

i =1

F (! i )

#

=
"
� 1

A1� (x � � 1) + OD 0("2):

Si enA1 se hace el cambio� 2 = � 1 � � 1 �
� entonces se tiene:

A1 = �
Z 1

�1
f F [S1! (�� 2 + � 1� ) + ! (S2� 2)] � F [S1! (�� 1 + � 1� )] � F [! (S2� 2)]gd� 2:
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Denotemos como

a2

2
B � :=

Z 1

�1
F [S1! (�� 2 + � 1� ) + ! (S2� 2)] � F [S1! (�� 2 + � 1� )] � F [! (S2� 2)]d� 2; (5.48)

entonces,
A1 = �

a2

2
B � :

De modo que:

Z 1

�1

"

F (u) �
2X

i =1

F (! i )

#

 (x)dx =
"
� 1

A1 (� 1) + O("2)

=
"
� 1

a2

2
�B �  (� 1) + O("2)

=
"
� 2

a2

2
B �  (� 1) + O("2):

Por otra parte, si en el segundo t�ermino de la ecuaci�on (5.44) se hace el cambio� 2 = � 2
x� � 2

"
se obtendr�a Z 1

�1

"

F (u) �
2X

i =1

F (! i )

#

 (x)dx =
"
� 2

a2

2
B �  (� 2) + O("2)

As��,
Z 1

�1

"

F (u) �
2X

i =1

F (! i )

#

 (x)dx =
"
� 2

a2

2
B �

�
 (� 1)
 (� 2)

+ O("2);

En el sentido de distribuciones:
"

F (u) �
2X

i =1

F (! i )

#

 (x)dx =
"
� 2

a2

2
B �

�
� (x � � 1)
� (x � � 2)

+ OD 0("2):

Como

B � :=
2
a2

Z 1

�1
F [S1! (�� + � 1� ) + ! (S2� )] � F [S1! (�� + � 1� )] � F [! (S2� )]d� (5.49)

es de Schwartz, �nalmente obtenemos:
"

F (u) �
2X

i =1

F (! i )

#

 (x)dx =
"
� 2

a2

2
B � � (x � x � ) + OD 0("2): (5.50)

Sustituyendo (5.47) y (5.50) en (5.44) obtenemos:

F (u) =
"a2

2

"
2X

i =1

1
� i

� 0(x � � i ) +
B �

� 2
� 0(x � x � )

#

+ OD 0("2);
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de donde se sigue que,

@
@x

[2F (u)] = "a2

"
2X

i =1

1
� i

� 0(x � � i ) +
B �

� 2
� (x � x � )

#

+ OD 0("2):

Obs�ervese que de las propiedades! (� ) + ! (� � ) = 1 ; F (z + 1) = F (z) = F (z � 1) y
F (� z) = F (z) se deduce que

B � :=
2
a2

Z 1

�1
F [! (�� + � 1� ) � ! (� )] � F [! (�� + � 1� )] � F [! (� )]d�

:=
2
a2

Z 1

�1
F [! (� ) � ! (�� + � 1� )] � F [! (�� + � 1� )] � F [! (� )]d�:

Entre otras cosas, calculando las asint�oticas d�ebiles para los t�erminos del lado izquierdo de
la ecuaci�on (5.7), obtenemos algunas convoluciones. Introduzcamos la siguiente notaci�on:

� 2(� ) =
1
a2

Z 1

�1
�! 0(� )! 0(�� + � 1� )d�; � 2(� ) =

1
a2

Z 1

�1
�! 0(� )! 0

�
� � � 1�

�

�
d�; (5.51)

B � (� ) =
2
a2

Z 1

�1
f F (! (� ) � ! (�� + � 1� )) � F (! (� )) � F (! (�� + � 1� ))gd�: (5.52)

Lema 5.2. (Propiedades de las convoluciones.) Bajo las hip�otesis A-D las convoluciones
(5.23), (5.51) y (5.52) existen y tienen las siguientes propiedades cuando� ! �1 :

�
� � 2� 1(� )

�
� 6 cte:; j�� 2(� )j 6 cte:;

�
� � 2B � (� )

�
� 6 cte: (5.53)

M�as a�un, B � < 0 para j� j su�cientemente grande y

�� 2(� ) = � (� 1�� 1(� ) + �� 2(� )) :

Demostraci �on: La existencia de las convoluciones es clara, ya que! 0 satisface la estimaci�on:

Z 1

�1
("u x )2  (x)dx = "

2X

i =1

� 2
i

Z 1

�1
! 2

0(� i � ) (� i + "� )d�

� 2"� 1� 2

Z 1

�1
! 0(� 2� )! 0(� 1� + � 1� ) (� 2 + "� )d�

y se anula con rapidez no menor a1
� 2 . Luego, cuandok = 1 en la hip�otesis B) , la funci�on ! 0

tiene una rapidez exponencial de anulaci�on. Lo mismo es v�alido para las convoluciones.

Consideremos el casok = 3 y, consecuentemente,! 0 se anula cuandoj� j � 2.

Para nuestro objetivo ser�a su�ciente estimar la convoluci�on:

� (n) =
Z 1

�1
� n ! 0(� )! 0(� + � )d� � � 1;
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donde n = 1 o 2.

Reescribamos� (n) como la suma de integrales:

� (n) =

( Z � �
2

�1
+

Z 1

� �
2

)

� n ! 0(� )! 0(� + � )d�

para estimar la �ultima integral utilizamos la siguiente desigualdad:

j� jn ! 0(� + � ) 6 C� � 2+ n jzjn

(1 + z)2

�
�
�
z= �

�

6 C� � 2+ n para z > �
1
2

; (5.54)

donde C es una constante, pues el m�aximo absoluto de la funci�onz ! jzjn

(1+ z)2 en z > � 1=2 es
menor que 1. Para la primera integral cambiamos la variable� 0 = � + � y estimamos como
sigue:

1
n

�
�
�
�
�

Z � �
2

�1
� n ! 0(� )! 0(� + � )d�

�
�
�
�
�

6
Z �

2

�1
j� jn ! 0(� )! 0(� � � )d� + � n

Z �
2

�1
! 0(� )! 0(� � � )d�:

Ahora, es claro que es su�ciente usar una desigualdad similar a (5.54) para la primera
integral y la desigualdad ! 0(� � � ) 6 C� � 2; � 6 �

2 , para la segunda.

Para probar el �ultimo resultado del lema es su�ciente utili zar la periodicidad de F y las
desigualdades:

! (� ) = 1 + v(� ) cuando � ! 1 ; ! (� ) = v(� ) cuando � ! �1 ;

dondev(� ) es una funci�on que se anula exponencialmente en el casok = 1 y jv(� )j 6 cte
j� j cuando

k = 3 : �

Ahora, podemos resumir los resultados obtenidos al calcular las asint�oticas d�ebiles en el
siguiente lema:

Lema 5.3. Supongamos queA)-D) y (5.16) se satisfacen. Entonces, las siguientes relaciones
son v�alidas:

("u t )2 = "a2v2

(
2X

i =1

� i b2
i � (x � � i ) + K 1� (x � x � )

)

+ OD 0("2); (5.55)

F (u) = "
a2

2

(
2X

i =1

1
� i

� (x � � i ) +
B �

� 2
� (x � x � )

)

+ OD 0("2); (5.56)

@
@t

("2ut ux ) = � a2� 2 dK 2

d�
� (x � x � ) + "a2� 2 d

d�

 
2X

i =1

� i bi ' i 1 + W

!

� 0(x � x � )

+ "a2� 2
2X

i =1

� i b2
i � 0(x � � i ) + OD 0("2): (5.57)
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Aqu�� y en lo que sigue:

K 1 =
2X

i =1

� i ' 0
i 1(2bi + ' 0

i 1) � 2� i � 1 _� 1t
_� 2t ;

K 2 =
2X

i =1

n
� i ' 0

i 1 � � 1� 1 _� i t

o
;

W = K 2� 2 + � 1' 0
11(� 1 � � 2) � �� 2

2X

i =1

_� i t ; (5.58)

_� i t = bi + ' 0
i 1; ' 0

i 1 :=
d' i 1

d�
: (5.59)

Usando las f�ormulas (5.28) y (5.55)-(5.59) obtenemos que ellado izquierdo de (5.9) es una
combinaci�on lineal de las funciones� (x � x � ); � 0(x � x � ) y � 0(x � � i ):

2X

i =1

�
� � i + � 2� i b2

i +
1
� i

�
� 0(x � � i ) +

�
dK 2

d�

�
� (x � x � )+

�
2� 1� 1 � � 2K 1 + � 2 dK 3

d�
+

B �

� 2

�
� 0(x � x � ) = OD 0("2);

(5.60)

donde K 3 =
P 2

i =1 � i bi ' i 1 + W:

Como estas funciones son linealmente independientes, los coe�cientes de las funciones� y � 0

tienen que ser cero. As��, obtenemos el siguiente sistema deecuaciones:

dK 2

d�
= 0 ; (5.61)

� i

�
b2

i �
1
� 2

�
+

1
� i � 2 = 0 ; i = 1 ; 2 (5.62)

"

2
dW
d�

+ 2
2X

i =1

� i bi ' 0
i 1

#

= K 1 �
1
� 2

�
2� 1� 1 +

B �

� 2

�
: (5.63)

De las igualdades (5.62) se obtiene lo siguiente:

0 = � i

�
b2

i �
1
� 2

�
+

1
� i � 2 = � i + � 2b2

i � i

= � i

�
� i + � 2b2

i � i +
1
� i

�
= � 2

i + � 2b2
i � 2

i + 1

= � 2
i

�
1 + � 2b2

i

�
+ 1 ;

de aqu�� que � 2
i = � 1

1+ � 2b2
i
, entonces� 2

i = 1
1� � 2b2

i
= 1

1� V 2
i

. Es decir, � 2
i = 1

1� V 2
i

:

Tomando en cuenta la condici�on ' 0
i 1 ! 0 cuando � ! �1 e integrando (5.61), obtenemos

la igualdad:
2X

i =1

n
� i ' 0

i 1 � � 1� 1 _� i t

o
= 0 (5.64)
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Esto y la de�nici�on (5.21) de la funci�on � = � (� ) nos ayudan a reescribir' 0
i 1 en t�erminos

de � 0
� = d�

d� : Claramente de (5.21) tenemos:

� 0 =
d�
d�

= 1 + ' 0
21 � ' 0

11 (5.65)

Ahora, resolvamos el sistema (5.64), (5.65) con respecto a' 0
11, ' 0

21:

Por la primera ecuaci�on en (5.59) tenemos que (5.64) es:

� 1' 0
11 � � 1� 1(b1 + ' 0

11) + � 2' 0
21 � � 1� 1(b2 + ' 0

21) = 0

utilizando la igualdad b2 � b1 = 1 se sigue que:

� 1' 0
11 � � 1� 1(b1 + ' 0

11) + � 2' 0
21 � � 1� 1

�
1 + b1 + ' 0

21

�
= 0

Factorizando ' 0
11 y ' 0

21:

' 0
11 [� 1 � � 1� 1] � � 1� 1b1 + ' 0

21 [� 2 � � 1� 1] � � 1� 1 � � 1� 1b1 = 0

Despejando' 0
11 y utilizando el valor que obtenemos para' 0

21 de la ecuaci�on (5.65), se sigue que

' 0
11 =

2� 1� 1b1 + � 1� 1 � ' 0
21 [� 2 � � 1� 1]

� 1 � � 1� 1

=
2� 1� 1b1 + � 1� 1 � [� 0� 1] [� 2 � � 1� 1] � ' 0

11 [� 2 � � 1� 1]
� 1 � � 1� 1

;

entonces

' 0
11 [� 1 � � 1� 1 + � 2 � � 1� 1] = 2 � 1� 1b1 + � 1� 1 � � 0� 2 + � 0� 1� 1 + � 2 � � 1� 1;

as��,

' 0
11 =

(�� 1 � 1)� 0+ 1 + 2 �� 1b1

1 + � � 2�� 1

y despejando' 0
21 y sustituyendo el valor que obtenemos para' 0

11 de la ecuaci�on (5.65) se sigue
que

' 0
21 =

2� 1� 1b1 + 2 � 1� 1 � � 1 + � 1� 0� � 1� 1� 0

� 2 + � 1 � 2� 1� 1
;

de aqu�� que:

' 0
21 =

2�� 1b2 � � + � 0(� � �� 1)
1 + � � 2�� 1

:

As��, obtenemos las siguientes ecuaciones:

d' 11

d�
= �F G1;

d' 21

d�
= � F G2; (5.66)

donde

F = (1 + � � 2�� 1) � 1; G1 = (1 � �� 1)� 0� 1 � 2�b1� 1 y G2 = (1 � � 1)� 0� 1 + 2b2� 1 (5.67)
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Note que el lado derecho de las ecuaciones (5.66) dependen de� la cual trataremos ahora
como una funci�on desconocida. Para completar el sistema tenemos que usar la �ultima igualdad
en el sistema (5.61)-(5.63). Para simpli�carlo, primeramente notemos que las igualdades (5.64)
y (5.66) nos ayudan a reescribir la expresi�on paraW de�nida en (5.58) de la siguiente manera:

W = ( � 1� + �� 2)F G1 � � 2� 2F G2 � � (b1 + b2)� 2;

donde hemos usado la igualdad
P 2

i =1 � � 1� 1(bi + ' 0
i 1) = �

P 2
i =1 � i ' 0

i 1; la cual se sigue de la
ecuaci�on (5.64) y despu�es aplicar las ecuaciones dadas en(5.66).

Manipulaciones algebraicas simples nos llevan a la igualdad:

W
F

= L
d�
d�

� � 1� � 2(b1�� 2 + �b2� 2); (5.68)

donde,
L = � 1� + �� 2 � �� 2: (5.69)

Despejando
d�
d�

de (5.68) y
dW
d�

de (5.63) obtenemos el sistema aut�onomo de primer orden

d�
d�

= Q;
dW
d�

= P; (5.70)

donde

Q =
1
L

�
W
F

+ � 1� + 2( b1�� 2 + �b2� 2)
�

;

P =
F � 1

2

�
(1 � �� 2

1)Q2 � 2[1 � � 1(b2 � �b1)]Q + 1 � 2� 1(�b2
1 + b2

2)
	

�
� 1

� 2

�
� 1 +

B �

2� 1� 2

�
;

De hecho, de (5.68) tenemos:

d�
d�

=
1
L

�
W
F

+ � 1� + 2( b1�� 2 + �b2� 2)
�

;

adem�as, (5.63) se puede escribir como

dK 3

d�
=

2X

i =1

� i bi ' 0
i 1 +

dW
d�

=
1
2

�
K 1 +

2
� 2

�
� � 1� 1 �

1
2� 2

B �

��

y as��,

dW
d�

=
1
2

�
K 1 +

2
� 2

�
� � 1� 1 �

1
2� 2

B �

��
�

2X

i =1

� i bi ' 0
i 1

=
1
2

"

K 1 � 2
2X

i =1

� i bi ' 0
i 1

#

+
1
� 2

�
� � 1� 1 �

1
2� 2

B �

�
:
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De�namos condiciones iniciales para el sistema (5.70).

De (5.68) tenemos que

W = F
�

L
d�
d�

� � 1� � 2(b1�� 2 + �b2� 2)
�

La primera hip�otesis en (5.16) y la de�nici�on de � dada en (5.21) implican que� ! � cuando

� ! �1 ; luego
d�
d�

! 1 cuando � ! �1 : Adem�as, � 2(� ) ! 0 y �� 2(� ) ! 0 cuando � ! �1 :

M�as a�un, L = � 1� + �� 2� �� 2 ! � 1� cuando� ! �1 : Finalmente, F = (1+ � � 2�� 1(� )) � 1 ! 1
1+ �

cuando � ! �1 : Por lo tanto, W ! 0 cuando� ! �1 :

Por lo que tenemos la condici�on inicial:

�
�

! 1; W ! 0 cuando� ! �1 (5.71)

La segunda suposici�on en (5.16) y (5.21),(5.68) implican que � y W necesitan tener los
mismos valores l��mites (5.71) cuando� ! 1 . As��, la validez de nuestras hip�otesis es equivalente
a la existencia de una trayectoria
 s = ( � = � s(� ); W = Ws(� )) que satisface la condici�on (5.71)
y

� s

�
! 1; Ws ! 0 cuando j� j ! 1

5.4 An�alisis del sistema din�amico b�asico.

Pasando a las variables� 0 = � 1� , � 0 = � 1� y omitiendo las primas, reescribimos el sistema (5.70)
en la misma forma pero con los lados derechos m�as sencillos:

Q =
1
L

�
W
F

+ � + 2( b1�� 2 + �b2� 2)
�

; (5.72)

P =
F
2

�
(1 � �� 2

1)Q2 � 2[1 � � 1(b2 � �b1)]Q + 1 � 2� 1(�b2
1 + b2

2)
	

�
1
� 2

�
� 1 +

B �

2� 1� 2

�
: (5.73)

Aqu��, L , F y las convoluciones tienen la forma:

L = � + �� 2 � �� 2; F = (1 + � � 2�� 1) � 1;

� i (� ) =
1
a2

Z 1

�1
� i � 1! 0(� + �� )! 0(� )d�; i = 1 ; 2

�� 2 =
1
a2

Z 1

�1
�! 0(� )! 0

�
� � �

�

�
d� = � (�� 1 + �� 2)

B � =
2
a2

Z 1

�1
[F (! (�� + � ) � ! (� )) � F (! (�� + � )) � F (! (� ))] d�:
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Para realizar un an�alisis m�as detallado, usamos las propiedades de las convoluciones que se
enuncian a continuaci�on:

Lema 5.4. Bajo las hip�otesis del Lema 1 las siguientes relaciones sonv�alidas:

� 1(� � ) = � 1(� ) > 0; � 1(� ) = � 0
1 + O(� 2) cuando � ! 0

sgn(�� 2(� )) = � 1; sgn(� �� 2(� )) = 1

� 2(� � ) = � � 2(� ); �� 2(� � ) = � �� 2(� );

� 2(� ) = �� 1
2 + O(� 3); �� 2(� ) = � �� 1

2 + O(� 3) cuando � ! 0;

B � (� � ) = B � (� ); B � (� ) = B 0
� + O(� 2)

donde
� 0

1 = � 1(0); B 0
� = B � (0);

� 1
2 =

1
a2

Z 1

�1
�! 0(� )

d! 0(z)
dz

�
�
�
z= ��

d� < 0; �� 1
2 = �

1
a2�

Z 1

�1
�! 0(� )

d! 0(z)
dz

�
�
�
z= �

�

d� > 0:

Demostraci �on: Indicaremos �unicamente la prueba de la relaci�on � 2(� ) = �� 1
2 + O(� 3).

Usando la f�ormula de Taylor de primer orden y tomando en cuenta que ! 0 es par, obtenemos:

� 2(� ) = �� 1
2 + � 3 � 3

1

6

Z 1

�1
�! 0(� )! 000

0 (�� + �� 1� )d�; (5.74)

donde � 2 [0; 1]: Reescribimos la �ultima integral como la siguiente suma:
� Z � 1

�1
+

Z 1

1
+

Z 1

1

�
�! 0(� )! 000

0 (�� + �� 1� )d�; (5.75)

La segunda integral es acotada por una constante. Para la �ultima integral tomamos en cuenta
que

�� + �� 1� > cte � � para j� j � 1;

uniformemente en� 2 [0; 1]:

Consideraciones similares para la primera integral en (5.75) implican que el residuo en (5.74)
es del ordenO(� 3): �

Estas propiedades y las f�ormulas (5.67),(5.69),(5.72),(5.73) implican los siguientes resulta-
dos:

Corolario 5.1. El sistema (5.70) es invariante con respecto al cambio de variables

� ! � �; � ! � �; W ! � W:

Corolario 5.2. Bajo las hip�otesis del lema 5.2:

L
�
�
�
� =0

= 0 (5.76)

y las siguientes estimaciones son v�alidas uniformemente en �

(1 + � ) � 1 6 F 6 (1 + � � 2�� 0
1) � 1 = F0 6 (1 �

p
� ) � 2: (5.77)
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Por el Lema 5.4 sabemos que� 2(� ) es impar, entonces

� 2(� ) = � 2(0) +
d� 2

d�
(� )

�
�
�
� =0

(� )

= � 1
2� + � 3

2� 3 + � 5
2� 5 + � � �

= � 1
2� + O(� 3);

como � 2(� ) = 1
a2

R1
�1 �! 0(� )! 0(�� + � 1� )d� , de aqu�� que

d� 2

d�
=

� 1

a2

Z 1

�1
�! 0(� )

! 0(z)
dz

�
�
�
��

d�;

entonces

� 1
2 =

� 1

a2

Z 1

�1
�! 0(� )

d! 0(�� )
dz

d�:

Similarmente, para �� 2:

La igualdad (5.76) muestra que el sistema (5.70),(5.72),(5.73) tiene una singularidad en la
recta (0; W ) en el plano (�; W ): Asumiremos que esta singularidad es de tipo1

� y que no hay
otros puntos de singularidad. Por lo tanto, elegimos la hip�otesis adicional:

E1) Sean la funci�on F y el n�umero � = � 1
� 2

tales que las siguientes desigualdades se cumplen:

L (� ) > 0 para � > 0; L 1 =
dL
d�

�
�
�
� =0

> 0:

Notemos que la �ultima condici�on implica en particular la d esigualdad

� 6= 1 (5.78)

Rec��procamente, bajo la condici�on (5.78) las estimaciones (5.77) garantizan queF 6 cte
uniformemente en� .

As��, la singularidad de Q es de tipo 1
� . De hecho, para� = 1 las singularidades deQ y P

son de tipo 1
� nuevamente. Sin embargo, este caso necesita considerarse separadamente y aqu��

supondremos la validez de la condici�on (5.78).

Hacemos la observaci�on de que la hip�otesisE1) se puede veri�car para cualquierF no lineal
y para cualquier � de�nido por los datos iniciales. M�as a�un, esta hip�otesis es realizable.

Ahora investiguemos cuando una trayectoria puede pasar delsemi-plano izquierdo al dere-
cho. Obviamente, esto puede pasar �unicamente a trav�es delpunto (0; 0), pues todo el ejeW es
una singularidad del sistema.

Consideremos una vecindad peque~na del origen de coordenadas. El Lema 5.4 implica que
el sistema din�amico tiene la siguiente representaci�on para j� j 6 1:
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Primero, n�otese que

L = � + O� 2 � �� 2

= � + ��� 1
2 � � �� 1

2 + O(� 3) cuando � ! 0

= � [1 + �� 1
2 � �� 1

2] + O(� 3)

= �L 1 + O(� 3)

= � [L 1 + O(� 2)] cuando � ! 0:

donde L 1 = [1 + �� 1
2 � �� 1

2]. Tambi�en n�otese que

1
F

= 1 + � � 2�� 1

= 1 + � � 2� (� 0
1 + O(� 2)) por el Lema5:4

= 1 + � � 2�� 0
1 + O(� 2) cuando � ! 0

= F � 1
0 + O(� 2):

As��, la primera ecuaci�on del sistema es:

d�
d�

=
1
L

�
W
F

+ � + 2( b1�� 2 + �b2� 2)
�

=
1

� [L 1 + O(� 2)]

��
1

F0
+ O(� 2)

�
W + � + 2 � (b1�� 1

2 + �b2� 1
2) + O(� 3)

�

=
1

� [L 1 + O(� 2)]

�
W
F0

+ � + 2 � (b1�� 1
2 + �b2� 1

2) + O(� 2)W + O(� 3)
�

=
�

� [L 1 + O(� 2)]

�
1

F0

W
�

+ 1 + 2( b1�� 1
2 + �b2� 1

2) + O(� )W + O(� 2)
�

;

entonces,
d�
d�

=
1

L 1

�
1

F 0

W
�

+ 1 + 2( b1�� 1
2 + �b2� 1

2)
�

+ O(� )W + O(� 2):

de 1
F + O(� 2) = 1+ O(� 2 )

O0
se sigue queF = F0

1
1+ O(� 2 ) = F0(1 � O (� 4) + � � � ):

En dW
d� ; tomando F = F0:

dW
d�

=
F
2

�
(1 � �� 2

1)Q2 � 2 [1 � � 1(b2 � �b1)] Q + 1 � 2� 1(�b2
1 + b2

2)
	

�
1
� 2

�
� 1 +

B �

2� 1� 2

�

=
F0

2

�
(1 � � (� 0

1)2)Q2 � 2[1 � � 0
1(b2 � �b1)]Q + R

	
+ O(� 2);

con R = 1 � 2� 0
1(�b2

1 + b2
2) � 2

F 0 � 2

�
� 0

1 + B 0
�

2� 1 � 2

�
:
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Entonces, paraj� j 6 1; el sistema es,

d�
d�

=
1

L 1

�
1

F0

W
�

+ 1 + 2( b1�� 1
2 + �b2� 1

2)
�

+ O(� )W + O(� 2) (5.79)

dW
d�

=
F0

2

"

(1 � � (� 0
1)2)

�
d�
d�

� 2

� 2(1 � � 0
1(b2 � �b1))

d�
d�

+ R

#

+ O(� 2):

Ahora, podemos transformar el sistema (5.79) de la siguiente manera, despejandoW de la
primera ecuaci�on en (5.79) tenemos:

W = F0�
�
L 1

d�
d�

� 1 � 2(b1�� 1
2 + �b2� 1

2)
�

+ O(� 2W + � 3) (5.80)

y derivando con respecto a� :

dW
d�

= F0L 1
d
d�

�
�

d�
d�

�
�

�
1 + 2(b1�� 1

2 + �b2� 1
2)

�
F0

d�
d�

+ O
�

�
dW
d�

+ ( W + � )
d�
d�

�
;

sustituyendo en la segunda ecuaci�on de (5.79):

F0L 1
d
d�

�
�

d�
d�

�
� F 0

�
1 + 2(b1�� 1

2 + �b2� 1
2)

� d�
d�

+ O
�

�
dW
d�

+ ( W + � )
d�
d�

�

=
F0

2

"

(1 � � (� 0
1)2)

�
d�
d�

� 2

� 2(1 � � 0
1(b2 � �b1))

d�
d�

+ R

#

+ O(� 2)

Luego,

2L 1
d2

d� 2 (� 2) � 2[1 + 2(b1�� 1
2 + �b2� 1

2)]
d�
d�

+ O
�

�
dW
d�

+ ( W + � )
d�
d�

�

= (1 � � (� 0
1)2)

�
d�
d�

� 2

� 2(1 � � 0
1(b2 � �b1))

d�
d�

+ R + O(� 2);

entonces

L 1
d2

d� 2 (� 2) = (1 � � (� 0
1)2)

�
d�
d�

� 2

+
�
� 2(1 � � 0

1(b2 � �b1)) + 2(1 + 2( b1�� 1
2 + �b2� 1

2))
� d�

d�

+ R + O(� 2) + O
�

�
dW
d�

+ ( W + � )
d�
d�

�
;

as��

L 1
d2

d� 2 (� 2) = (1 + � (� 0
1)2)

�
d�
d�

� 2

+
�
2� 0

1(b2 � �b1) + 4( b1�� 1
2 + �b2� 1

2)
� d�

d�

+ R + O(� 2) + O
�

�
dW
d�

+ ( W + � )
d�
d�

�
;
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teniendo en cuenta que�� 2 = � (�� 1 + �� 2) encontramos que

�� 1
2 =

�� 2

�
+ O(� 2) =

� (�� 1 + �� 2)
�

+ O(� 2)

= �� 1(� ) + � 2 � 2(� )
�

+ O(� 2)

= �� 1(� ) + � 2� 1
2 + O(� 2)

= �� 0
1 + � 2� 1

2 + O(� 2)

= � (� 0
1 + �� 1

2) + O(� 2)

entonces,

2� 0
1(b2 � �b1) + 4( b1�� 1

2 + �b2� 1
2) = 2 � 0

1(b2 � �b1) + 4 b1� (� 0
1 + �� 1

2) + 4 �b2� 1
2 + O(� 2)

= 2b2� 0
1 � 2�b1� 0

1 + 4 �b1� 0
1 + 4 � 2b1� 1

2 + 4 �b2� 1
2 + O(� 2)

= 2b2� 0
1 + 2 �b1� 0

1 + 4 � 2b1� 1
2 + 4 �b2� 1

2 + O(� 2)

= 2( � 0
1 + 2 �� 1

2)(b2 + �b1) + O(� 2)

= 2N + O(� 2):

donde, se toma
N = ( � 0

1 + 2 �� 1
2)(b2 + �b1): (5.81)

De aqu�� que,

L 1
d2

d� 2 (� 2) = (1 � � (� 0
1)2)

�
d�
d�

� 2

+ 2N
d�
d�

+ R + O(� 2) + O
�

�
dW
d�

+ ( W + � )
d�
d�

�
: (5.82)

Ahora, aplicando el m�etodo de Cauchy-Kovalevskaya y tomando en cuenta que� = � (� ) es
impar, escribimos:

� = a1� + a3� 3 + a5� 5 + � � � (5.83)

con coe�cientes arbitrarios ai .

El m�etodo de Cauchy-Kovalevskaya es un m�etodo por medio delcual podemos encontrar la
soluci�on de una ecuaci�on diferencial parcial num�ericamente.

Para nuestro problema, primeramente escribimos la ecuaci�on (5.82) de la siguiente manera:

L 1
d2

d� 2 (� 2) � (1 � � (� 0
1)2)

�
d�
d�

� 2

� 2N
d�
d�

� R = 0

Entonces, para orden de� 0:

(2L 1 � 1 + � (� 0
1)2)a2

1 � 2Na1 � R = 0 :

Denotemos comoM = 2L 1 � 1 + � (� 0
1)2.
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La ecuaci�on obtenida para orden de� 0 tiene soluci�on si y s�olo si N 2 + MR > 0: Supongamos
que esto se satisface.
En orden � 2 :

[2L 1 + M ]a � Na3 = 0 :

En orden � 4 :

(4L 1 + M )a1 � Na5 =
1
10

[9(1 � � (� 0
1))2 � 30L 1]a2

3 = f 5(a1; a3):

En orden � 6 :

[6L 1 + M ]a1 � Na7 =
1
14

a3a5[30(1 � � (� 0
1)2) � 112L 1] = f 7(a1; a3; a5):

En orden � 2n :
f [2nL 1 + M ]a1 � N ga2n+1 = f 2n+1 (a1; a2; a5; : : : ; a2n� 1)

De este procedimiento se sigue que la ecuaci�on (5.82) y algebra simple implican las siguientes
ecuaciones:

Ma2
1 � 2Na1 � R = 0 (5.84)

[(M + 2nL 1)a1 � N ] a2n+1 = f 2n+1 (a1; : : : ; a2n� 1); n > 1; (5.85)

donde
M = 2L 1 � (1 � � (� 0

1)2): (5.86)

Si M 6= 0, para a1 obtenemos dos ra��ces

a�
1 =

1
M

�
N �

p
N 2 + MR

�
(5.87)

Consecuentemente, la funci�on� (� ) tiene la representaci�on (5.83) �unicamente bajo las condi-
ciones

N 2 + MR > 0; y (M + 2nL 1)a�
1 � N 6= 0 8n = 1 ; 2; : : : (5.88)

La primera desigualdad en la ecuaci�on (5.88) garantiza la existencia de las ra��ces y la segunda
de no ser v�alida los coe�cientesai en (5.85) se anular��an.

Sin embargo, M puede ser arbitraria (incluyendo el casoM = 0 ya que � (� 0
1)2 < 1 para

� < 1 y � (� 0
1)2 > 1 para � > 1) y tenemos que investigar todas las posibles situaciones.

SeaM > 0. Entonces,

a�
1 < 0; a+

1 > 0 y Ma �
1 < N < Ma +

1

SeaR > 0. Entonces ambas condiciones (5.88) se satisfacen ya que

(M + 2nL 0
1)a+

1 � N > 2nL 0
1a+

1 > 0 y (M + 2nL 0
1)a�

1 � N < 2nL 0
1a�

1 < 0
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Luego, siR < 0, entonces necesitamos suponer la validez de la primera condici�on en (5.88).
M�as a�un, la segunda condici�on (5.88) puede ser transformada a la siguiente forma:

N 6=
p

N 2 + MR (1 + qn ) para toda n = 1 ; 2; : : : ; (5.89)

donde los n�umerosqn de�nidos de la siguiente manera,

qn :=
M

2nL 1
=

1
n

�
1 �

1 � � (� 0
1)2

2L 1

�
;

son positivos. Para M > 0 y R < 0 ambas ra��ces a�
1 son positivas si y s�olo si N > 0, pues

de lo contrario, de (5.87) N 2 + MR > 0 lo cual implica que 0 < N 2 + MR < N 2 entoncesp
N 2 + MR <

p
N 2 = N . As��, si M > 0, R < 0 y N < 0 entoncesa+

1 < 0 y a�
1 < 0: Si R = 0

entonces existena+
1 > 0 si y s�olo si N > 0:

Considerando de la misma manera el casoM < 0 obtenemos la condici�on:

E2) Sea M 6= 0. M�as a�un, sean la funci�on F y las velocidadesVi tales que las siguientes
hip�otesis se valen:

E2a) Si M > 0 entoncesR > 0 o R < 0 y se satisfacen las condiciones (5.89),N > 0 y

N 2 + MR > 0; (5.90)

o R = 0 y N > 0.

E2b) Si M < 0 entoncesR < 0 y se satisface (5.89) oR > 0 y se satisfacen (5.89), (5.90) y
N < 0 o R = 0 y N < 0 y

1 � � (� 0
1) 6= 2L 1(1 + 2n) para toda n = 1 ; 2; : : : :

Observaci�on 5.2. Te�oricamente, tambi�en existe un caso especi�co cuandoM = 0 . Sin em-
bargo, en este trabajo no lo consideraremos.

Calculando la coordenadaW de las trayectorias en la forma similar a (5.83), esto es

W = ! 1� + ! 3� 3 + � � � ; (5.91)

pasamos al siguiente resultado:

Lema 5.5. Supongamos que las hip�otesisA-E2 se satisfacen. Entonces, existe al menos una
trayectoria 
 s = f (� = � s(� ); W = Ws(� ))g del sistema (5.70), (5.72), (5.73) la cual pasa del
semiplano izquierdo(W; � ) al semiplano derecho cuando� crece desde� � 0 hasta � 0, para � 0

su�cientemente peque~na.

Observemos lo siguiente:

1. a�
1 y a+

2 signi�ca que hay dos posibles curvas en el diagrama de 
ujo las cuales pueden
ser ambas positivas.
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2. ! i y ai nos dan las pendientes de cada una de tales curvas,m =
! i

ai
.

El siguiente paso en el an�alisis es la consideraci�on del sistema (5.70), (5.72), (5.73) para
� ! �1 : Ya que las convoluciones se anulan cuando� ! �1 , tenemos:

Q = 1 + (1 + � )
W
�

+ O
�

1
� 2

�
1 +

W
�

��
; P =

1
2(1 + � )

(Q � 1)2 + O
�

1
� 2

�
: (5.92)

Ahora, procedemos a resolver el sistema (5.70), (5.92) en sus t�erminos principales para j� j
grande. Resolveremos el sistema (5.70) por separaci�on de variables se sigue que:

De lo anterior tenemos:

d�
dW

=
2(1 + � )[� + (1 + � )W ]

� [(1 + � )2
� W

�

� 2
]

=
2� [� + (1 + � )W ]

(1 + � )2W 2

=
2� 2

(1 + � )W 2 +
2�
W

Esta es una ecuaci�on diferencial homog�enea. Ahora, haciendo el cambio de variables� = uW
se sigue qued� = udW + Wdu dividiendo esta igualdad por dW tenemos que udW + W du

dW =
2

(1+ � ) u2 + 2u entoncesudW + W du =
h

2
(1+ � )u2+2 u

i
dW , as�� W du =

�
2

(1+ � ) u2 + u
�

dW . Luego,

du
2

(1+ � ) u2 + u
=

dW
W

;

denotemos por� = 2
1+ � entonces du

au2+ u = dW
W :

Ahora, integrando Z 1

�1

du
�u 2 + u

=
Z 1

�1

dW
W

:

Utilizaremos el m�etodo de integraci�on en fracciones parciales:

1
�u 2 + u

=
1

u(�u + 1)
=

A
u

+
B

�u + 1
=

A(�u + 1) + Bu
u(�u + 1)

=
(A� + B )u + A

�u 2 + u
;

entonces 1� (A� + B )u + A. As��, A� + B � 0 y A = 1 entonces B � � �:

De aqu�� que,
Z 1

�1

du
�u 2 + u

=
Z 1

�1

�
1
u

�
�

�u + 1

�
du = ln( u) � �

Z 1

�1

du
�u + 1

= ln( u) � ln( �u + 1) = ln(
u

�u + 1
);
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donde hicimos uso del cambio de variables,x = �u + 1.

Ahora, ln( u
�u +1 ) = ln( W ) + ln( � ), donde ln(� ) es una constante, de aqu�� que u

�u +1 = �W .

Luego, de� = uW tenemosu = �
W : As��,

�
W

� �
W + 1

= �W; (5.93)

entonces� = �W 2

1� ��W :

Buscamos la soluci�on que pase por el punto (� 0; W0); as�� de (5.93) se sigue que� =
� 0

W0 (�� 0+ W0 ) : Luego,

� =
�W 2

1 � ��W
=

W 2

� � �W
=

W 2

� � 2
1+ � W

=
W 2

2
1+ �

� 1+ �
2 � � W

� =
1 + �

2
W 2

C � W
; (5.94)

de aqu�� que � = 1+ �
2

W 2

C� W ; en estas igualdades se denotaron como� = 1
� y por C = 1+ �

2 � , de
donde

C = W0

�
1 +

1 + �
2

W0

� 0

�
: (5.95)

Como � es grande concluimos que1
� es peque~no,1� = 2

1+ �
c� W
W 2 : As��, si j� j � 1 entonces

W � C. En otro caso, siW es muy grande es un caso que no nos preocupa ya que buscamos
que W ! 0.

De este procedimiento concluimos que la soluci�on del sistema (5.70), (5.92) esta dada por

las ecuaciones (5.94) y (5.95), dondeW0 = W
�
�
�
� = � 0

. Por lo tanto,

W = C + O
�

1
j� j

�
cuando j� j � 1:

M�as a�un,

W = C �
1 + �

2�
+ O

�
1

j� j2

�
:

La �ultima f�ormula, implica la estabilizaci�on de las coor denadasW de cualquier trayectoria
para � ! �1 , si jW0j = jW (� 0)j es acotada por una constante yj� 0j = j� (� 0)j es su�cientemente
grande.

De aqu�� se sigue que la curva
 s buscada no existe, pues hemos mostrado que las hip�otesis
ya establecidas en (5.71) no se satisfacen.

El �ultimo paso del an�alisis del sistema (5.70), (5.72), (5.73) es la consideraci�on de las isocli-
nas.

Recordemos que las isoclinas se obtienen haciendoQ � 0 y P � 0 es decir,d�
d� = 0 y dW

d� = 0;
luego la pendiente en el plano� � W es dW

d� = P
Q . Si P = 0 obtenemos la curva en el plano� � W

que es atravesada por las trayectorias en forma horizontal.Si Q = 0 entonces dW
d� = 1 as�� Q es
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la curva en el plano� � W que es atravesada por las trayectorias en el sistema din�amico en forma
vertical. Es otras palabras, las isoclinas son curvas que son atravesadas por las trayectorias del
retrato fase con una pendiente constante.

La isoclina 
 Q = f (�; W ); Q(�; W ) = 0 g es la curva

WQ = �F (� + 2( b1�� 2 + �b2� 2)) ;

la cual para j� j su�cientemente grande es la rectaW 1
Q = WQ = � �

1+ � cuandoj� j ! 1 : Hacemos
hincapi�e en que la curva WQ = WQ(� ) intersecta a la trayectoria 
 s en el origen. De hecho, si
Ws denota a 
 s como la funci�on Ws(� ); entonces de (5.80) tenemos

Ws = F0�
�

L 1
d�
d�

� �
�

;

con � = 1 + 2( b1�
1
2 + �b2� 1

2): As�� que

dWs

d�
= F0L 1

d
d�

�
�

d�
d�

�
� F 0�

= F0L 1
d

d�

�
� (a1 + 3a3� 2 + � � � )

�
� F 0�

= F0L 1a1� � F 0�;

pues j� j � 1 si j� j � 1:

Ahora, si j� j � 1; por el lema 5.4 tenemos que

WQ = �F � (1 + 2( b1�
1
2 + �b2� 1

2)) = �F ��:

De modo que �
dWs

d�
�

dWQ

d�

� �
�
�
� =0

= F0L 1a1 > 0:

Para encontrar la isoclina 
 P = f (�; W ); P(�; W ) = 0 g necesitamos resolver primeramente la
ecuaci�on

(1 � �� 2
1)Q2 � 2D1Q + D2 = 0 ; (5.96)

donde

D1 = 1 � � 1(b2 � �b1); D2 = 1 � 2� 1(b2
2 + �b2

1) �
2

� 2F

�
� 1 +

B �

2� 1� 2

�
:

Denotemos porQ� (� ) a las ra��ces de (5.96).

Q� =
D1 �

p
D 2

1 � (1 � �� 2
1)D2

(1 � �� 2
1)

;

(5.96) tiene soluciones si y s�olo si el discriminante

D = D 2
1 � (1 � �� 2

1)D2

= [1 � � 1(b2 � �b1)]2 � (1 � �� 2
1)

�
1 � 2� 1(b2

2 + �b2
1) �

1
F � 2

�
� 1 +

B �

2� 1� 2

��
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es positivo.

Entonces, obtenemos las siguientes expresiones paraW �
P = W �

P (� ) de la isoclina 
 P :

W �
P = F

�
LQ � (� ) � � � 2(b1�� 2 + �b2� 2)

�
:

Para j� j su�cientemente grande (5.96) tiene como �unica ra��z Q� = 1 ; pues cuandoj� j ! �1
sabemos que� i ! 0 y B � ! 0.

Un an�alisis asint�otico de las convoluciones implica el siguiente resultado (ver [12]):

Lema 5.6. Bajo las hip�otesis A)-D)

DP ! +0 cuando j� j ! 1 :

Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado

Corolario 5.3. La isoclina 
 P consiste en dos ramasW �
P los cuales est�an de�nidos al menos

para j� j su�cientemente grande y tienden a juntarse cuandoj� j ! 1 . Si DP > 0 para toda
� 2 R, entonces los brazosW �

P pasan a trav�es del punto(0; 0):

La �gura 5.9 muestra las isoclinas que hemos calculado anteriormente para � = 0, y N = 100
las cuales obtuvimos por medio de un programa de simulaci�onen Maple.


 +
P


 �
P


 Q

2 4 6 8 10

1

-1

0 �

W

Figura 5.9: Gr�a�ca de las isoclinas del
 �
P y 
 Q con � = 0; � � = 0:1, N = 100:

Como un resultado de este an�alisis obtenemos el siguiente:

Lema 5.7. Supongamos que las hip�otesisA)-E2) se satisfacen. Entonces el sistema din�amico
(5.70), (5.72), (5.73) tiene al menos una trayectoria 
 s la cual se encuentra en la franja
f � 2 R; jW j 6 cteg y pasa del semiplano(� W 1

s ; �1 ) al semiplano(W 1
s ; 1 ) a trav�es del punto

(0; 0).

5.5 Consideraciones gr�a�cas

Ilustraremos todo esto con el ejemplo que presentamos a continuaci�on.
Las �guras 5.10 y 5.11 representan resultados de la simulaci�on num�erica para la ecuaci�on de
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sine-Gordon F (z) = 1� cos(2�z )
4� 2 ; ! = 2

� arctan(e� ); ya mencionada anteriormente en (5.4) en el

casoV1 = �
p

3
2 ; y V2 =

p
15
4 :

Como se mencion�o anteriormente, existen dos curvas para este problema cuyas pendientes
est�an dadas por dW

d� = m� = ! i
ai

; para el caso en que� = :1, a+
1 = 1 :088 y m+ = :041 se

sigue queW = �m + = :0041 conL 1 = 0 :1754. Para estas condiciones iniciales, este resul-
tado es representado por la �gura 5.10. Esta �gura con�rma todos los resultados mencionados

1 2 3 4 5

-2

1

-1

0

2

�

W

Figura 5.10: La curva (5.83), (5.91) obtenida con el m�etodode Cauchy-Kovalevskaya para
� = :1, W = �m + = :0041, dondem+ = :041

anteriormente, pues para el caso en que� = 1 la �gura corta el eje � como era de esperarse.

Ahora para el caso en quea�
1 = � :300, m� = 0 :7008 para los mismos valores de� y L 1 se

sigue queW = �m � = :07008 y obtenemos la �gura 5.11. Con estas simulaciones mostramos

2 4 6
0

2

4

6

�

W

Figura 5.11: La curva (5.83), (5.91) obtenida con el m�etodode Cauchy-Kovalevskaya para
� = :1, W = �m � = :7008, dondem� = :07008

nuevamente que las trayectorias que atraviesan del semiplano izquierdo al derecho se estabilizan
en una constante, con lo que con�rmamos una vez m�as que la curva 
 s que hemos buscado no
existe.

Como R < 0 para las velocidades analizadas en el ejemplo anterior aparecen dos puntos
sillas los cuales son aproximadamente (� �

� ; W �
� ) = ( � 1:19; � 0:84).
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Apliquemos ahora los resultados obtenidos para los c�alculos de los cambios de fases' i 1.
Pasando a�1 a lo largo de las trayectorias
 �

s y usando las formulas (5.66), (5.67), (5.70),
(5.72) obtenemos que

d' 11

d�
= �

�
G1

�G 2

d' 21

d�

�
= �

� 0
� � 1

� (� 0
� � 1)

d' 21

d�

= �
1
�

d' 21

d�
= �

W 1
s

� s

cuando j� j � 1:

SeaW 1
s 6= 0. Como � s(� ) = � + O(1) para tal � , esto implica un comportamiento tipo

logar��tmico para ' i 1 cuando� ! �1 . Obviamente, obtenemos una contradicci�on con la segunda
hip�otesis (5.16). Por otro lado, el t�ermino principal en ( 5.14) de la soluci�on asint�otica no contiene
ning�un par�ametro para cambiar el valor de W 1

s .

La gr�a�ca 5.12 nos muestra el retrato fase del sistema para la ecuaci�on de sine-Gordon.


 Q


 +
P


 �
P2 4 6 8 10

1

� 1

0 �

W

Figura 5.12: Retrato fase del sistema, para la ecuaci�on de sine-Gordon. Las curvas
punteadas son las isoclinas y las restantes son trayectorias, dadas condiciones iniciales.
Las 
echas muestran la direcci�on del movimiento de las trayectorias.

De hecho, en el vemos que las trayectorias efectivamente cortan a las as��ntotas de forma
vertical en el caso de
 Q y de forma horizontal en el caso de
 P como se mencion�o anteriormente.

Para el caso de la funci�onF (z) = sen 4(�z ), con ! = 1
� arccot

�
�

p
2��

�
, encontramos que

la isoclina 
 P existe para valores grandes de� , pero no existe para el caso en que� es peque~na,
pues el discriminanteD 2

1 � (1 � �� 2
1)2D 2

2 es negativo.

Por lo tanto, necesitamos cambiar el anzatz.

5.6 El anzatz modi�cado

En lo que sigue escribiremos� y � en vez de� 1� y � 1� , para simpli�car las f�ormulas.
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Como escribimos en la secci�on 5.1, la idea principal es la correcci�on del anzatz con el objetivo
de rotar las trayectorias fase cerca del origen de tal maneraque los valores limitesW 1

s sean los
que se requieren. Para hacer esto agregamos al t�ermino principal (5.14) una correcci�on peque~na,
localizada cerca del origen. La construcci�on de la correcci�on depende del signo del coe�ciente
M en la ecuaci�on (5.85). Consideraremos el caso en el que la trayectoria 
 s = f W = Ws(� )g

satisface dWs
d�

�
�
�
� !�1

> 0. Entonces necesitamos rotar
 s en la direcci�on del sentido del reloj.

El resultado principal de esta secci�on es el siguiente:

Lema 5.8. Bajo las hip�otesis del lema 5.7 existen correcciones del t�ermino principal de la
ecuaci�on 5.14 tal que ambas condiciones 5.16 se satisfacen.

Demostraci �on: Buscamos una soluci�on asint�otica de la siguiente forma:

u =
2X

i =1

(

!
�

Si � i
x � � i (t; �; " )

"

�
+

A ip
a0

2

U
�

Si �� i
x � � i (t; �; " )

"

� )

: (5.97)

Aqu�� las funciones ! , � i y la notaci�on � , � , Si son los mismos que para la ecuaci�on (5.14),
A i = A i (�� i � ), donde A i (z) 2 C1 son funciones que se anulan exponencialmente cuando
jzj ! 1 , � es un par�ametro su�cientemente peque~no," < � < 1, y

U(� ) =
dm U0(� )

d� m ; a0
2 =

1
a2

Z 1

�1
(U(� ))2d�;

dondem > 1 es un n�umero arbitrario y U0(� ) 2 C1 es una funci�on que se anula su�cientemente
r�apido cuando � ! 1 . M�as a�un, asumiremos que U(� ) es una funci�on impar.

En el sentido de C la funci�on U es del orden deO(1): Sin embargo, es arbitrariamente
peque~na en el sentido deD0:

Z 1

�1
U

�
��

x � �
"

�
 (x)dx =

�
�

"
��

� m Z 1

�1

�
U0

�
��

x � �
"

�
dm  (x)

dxm

�
dx = O

��
"
�

� m �
:

Analicemos que evidentemente el nuevo anzatz nos da correcciones cerca del origen para la
soluci�on del problema.

En el instante de tiempo inicial t = 0 obtenemos que las correcciones �i = ' i 0(t) + "' i 1(� ),
que incluimos en el anzatz viejo y que ahora nuevamente consideramos para las nuevas correc-
ciones, nos da la siguiente informaci�on:

Ya que � = ' 20 (t )� ' 10 (t )
" en t = 0 es � = x �

2 � x �
1

" � 1, esto es' i 1(� ) � ' 1
i 1 por la segunda

hip�otesis en (5.16).

De aqu�� que � i � ' i 0(0) + "' 1
i 1 = x0

i :

As��, x� x0
i

" � 1 luego�� � 1, esto esU(Si � i �
x� � i (t;�;" )

" ) � 1 y A i � 1.

Por lo tanto, hemos visto que el comportamiento de la soluci�on sigue siendo una onda de
choque. Las hip�otesis de estas nuevas funciones que anexamos al anzatz nos garantizan que la
curva 
 s que buscamos tiende a cero cuando� ! �1 , lo cual mostraremos m�as adelante.
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Iniciemos ahora con la prueba de este lema:

Para probar el lema necesitamos construir nuevamente la soluci�on asint�otica. Sin embargo,
aparecen obst�aculos t�ecnicos no triviales al calcular los t�erminos de la relaci�on (5.9) para el anzatz
(5.97), ya que el t�ermino principal de la expansi�on asint�otica tiene una estructura algebraica
extremadamente grande. Debido a estas complicaciones y a lodif��cil del an�alisis de las ecuaciones
que van surgiendo, se propone considerar t�erminos con precisi�on O("2 + "� ): Nos limitaremos
a mostrar s�olo los resultados principales y a comentar c�omo �estos se utilizan para alcanzar el
objetivo deseado. Los detalles se pueden consultar en [12].

Para calcular los t�erminos de la ecuaci�on (5.9) tomamos encuenta las siguientes relaciones:

! 0i Uj � ! 0i U0
j = OD 0(" ); considerando que! 0i Uj � ! 0i U0

j y Ui Uj � Ui U0
j = OD 0("� � 1); i 6= j:

El t�ermino ( "u x )2 tiene la misma forma que (5.28), modO("� ):

Para el t�ermino F (u) se tiene

2F (u) = "a2

(
2X

i =1

1
� i

� (x � � i ) +
1
� 2

B � A � (x � x � )

)

; B � A =
1
�

(B + �B � ); (5.98)

donde B � esta de�nido en (5.52) y

B =
2
a2

Z 1

�1
F

 

!
�

�
�

� + �
�

� !
�

�
�

�
+

A1p
a0

2

U(�� + �� ) �
A2p

a0
2

U(� )

!

� F
�

!
�

�
�

� + �
�

� !
�

�
�

��
d�:

Adem�as

("u t )2 = ( "u t )2
�
�
�
A i =0

+ a2� 2 "
�

(
2X

i =1

� i A02
i � 2� 1A0

1A0
2� 1

)

(1 + O(� )) � (x � x � );

@
@t

("2ut ux ) = � a2� 2 dK 2

d�
� (x � x � ) + "a2� 2 d

d�

 
2X

i =1

� i bi ' i 1 + WA

!

� 0(x � x � )

+ "a2� 2
2X

i =1

� i b2
i � 0(x � � i ) + OD 0("2);

donde

A0
i =

dA i (z)
dz

�
�
�
z= � i �

� 1

; K 2A = K 2 + r0;

WA = � 2K 2A + W � � 2K 2 +
r1

�
+ r11 � r2

2X

i =1

� it ;
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las funcionesK 2, W est�an de�nidas en, (5.58),

r0 = A0
2(� 01 + A1� 3) + A0

1(� 02 + A2� 4); r11 = � (A0
2
�� 01 + A0

1
�� 02) � �

2X

i =1

A0
i ;

r1 = �
�
A1A0

2
�� 3 + A2A0

1
�� 4

�
+

1
2

2X

i =1

A i A0
i ; r2 = a3�A 1A2 �� 2:

Aqu�� se est�a usando la siguiente notaci�on

� 1 =
1

a2a0
2

Z 1

�1
U(� )U(�� + �� )d�; � 3 =

1
a2a0

2

Z 1

�1
U(� )U0(�� + �� )d�;

� 4 =
1

a2a0
2

Z 1

�1
U0(� )U(�� + �� )d�; �� 2 =

1
a2a0

2a3

Z 1

�1
�U 0(� )U0(�� + �� )d�;

� 01 =
1

a2
p

a0
2a3

Z 1

�1
! 0(�� + � )U(�� )d�;

� 02 =
1

a2
p

a0
2

Z 1

�1
! 0(� )U(� (�� + � ))d�;

a3 =
1

a2a0
2

Z 1

�1
(U0(� ))2d�; � =

1

a2
p

a0
2

Z 1

�1
�! 0(� )U(�� )d�;

y �� 3; �� 4; �� 0i denotan convoluciones similares a �3; � 4, � 0i respectivamente pero con el factor
adicional � en el integrando.

Sustituyendo estas asint�oticas en (5.7) obtenemos las relaciones (5.62) y las siguientes ecua-
ciones an�alogas a (5.66),(5.70):

d' 11

d�
= �F G1A ;

d' 21

d�
= � F G2A ; (5.99)

d�
d�

= QA ;
dW
d�

= PA ; (5.100)

donde
G1A = G1 + �r 0; G2A = G2 � r0; L A = L + (1 � � )r2;

QA =
1

L A

�
W + r1

F
+ � + 2( b1 �� 2 + �b2� 2) � �r 0(� + 2 �� 2) � 2r2(b2 + �b1 � �r 0)

�
;

PA =
F
2

�
(1 � �� 2

1)Q2
A � 2l1QA + l0

	
+

1
2�

�
A02

2 +
1
�

A02
2 � 2A0

1A0
2� 1

�
�

1
� 2

�
� 1 +

B � A

2� 1� 2

�

y

l1 = 1 � � 1(b2 � �b1) + (1 � �� 1)A0
2� 01 � � (1 � �� 1)A0

1� 02;

l0 = 1 � 2� 1(�b2
1 + b2

2) + �r 2
0 + ( b2 + �b1 � �r 0)(A0

2� 01 + A0
1� 02):
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Elijamos el signo de los coe�cientesA i . Denotemos porz0 la primera ra��z positiva de la
ecuaci�on � 2(z)

�
�
�
� =1

= 0 y sea � 0 tal que � (� 0) = z0
� . Supongamos que

(1 � � ) A1(� )A2(� ) �� 2 (� (� )) > 0 para 0< � < � 0: (5.101)

Como � = O(� ) para j� j � 1 y A i se anula con raz�on exponencial,r2 = O(� 1 ) para � > � 0.

As��, bajo la hip�otesis E1) , L A > 0 para � > 0 y L 0
A := dL A

d�

�
�
�
� = � =0

> 0

Bajo la hip�otesis adicional
A0

i (0) = 0 ; i = 1 ; 2; (5.102)

existen isoclinas
 Q ; 
 P que pasan a trav�es del punto (0; 0):

El �ultimo paso es la construcci�on de la trayectoria 
 s. Para j� j obtenemos nuevamente la
ecuaci�on de la forma (5.84), esto es,

M A a2
1 � NA a1 � RA ; (5.103)

donde M A y NA coinciden modO(� ) con M y N en (5.86), (5.81) y con la siguienteRA :

RA = R �
2�

� F0
(� A + � B );

donde

� A =

(

A1A00
2

�� 3 + A00
1A2 �� 4 +

1
2

2X

i =1

A i A00
i

) �
�
�
� = � =0

; � B =
B

� 2� 2

�
�
�
� =0

:

La elecci�on de las amplitudes A i (� ) depende del signo del coe�cienteM en (5.84). Sea
M > 0, la hip�otesis � A + � B < 0 implica la existencia de la soluci�on real

a1 =
1

p
�

 r
2�

M F0
j� A + � B j + O(

p
� )

!

;

de (5.103). M�as a�un, la condici�on (5.88) se satisface para cualquier n.

Finalmente, la segunda ecuaci�on en (5.100) nos ayuda a de�nir la coordenada W de la
trayectoria 
 s. �Algebra simple implica la siguiente f�ormula para el t�ermi no principal de la
expansi�on (5.91):

! 1 = �
�

�M

��
M A + (1 � � (� 0

1)2)
�

� B + (1 � � (� 0
1)2)� A + O(

p
� )

	
:

! 1 ser�a negativa bajo alguna elecci�on especial de� A , � B �unicamente. Como aparece una segunda
hip�otesis para las derivadas de segundo orden deA i , necesitamos resumir ambas de ellas:

� B < j� A j < q� B ; donde q =
M A + 1 � � (� 0

1)2

1 � � (� 0
1)2 : (5.104)

Notemos que la igualdadM > 0 implica que q > 1. As��, la validez de las condiciones (5.101),
(5.102) y (5.104) se puede veri�car f�acilmente.
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Por lo tanto, la derivada

dWs

d�

�
�
�
� =0

=
! 1

a1
= �

1
p

�
f (A1(0); A2(0)) ; f > 0;

puede ser un valor arbitrario. La variaci�on de las amplitudesA i (0) y del par�ametro � implica la

variaci�on de los valores limites W 1
s = lim

� !�1
Ws(� ) del n�umero positivo W 1

s

�
�
�
A i (0)=0

a cualquier

n�umero negativo. Esto y la estructura del retrato fase implican la existencia de tales valores de
A i (0) y � tal que W 1

s = 0 :

SeaM < 0, entonces la hip�otesis� A + � B > 0 implica la existencia de la soluci�on real

a1 =
1

p
�

 s
2�

jM j F 0
(� A + � B ) + O(

p
� )

!

:

de (5.103). Por lo tanto,

! 1 = �
�

�q 1
f ((q1 � 1) � B � � A ) + O (

p
� )g ;

donde

q1 =
jM j

1 � � (� 0
1)2 > 0:

As��, en vez de (5.104) obtenemos las siguientes hip�otesis

� � B < � A < (q1 � 1)� B : (5.105)

Como q1 > 0, la validez de las condiciones (5.101), (5.102) y (5.105) se cumple. En conse-
cuencia, existen tales valores deA i (0) y � tal que W 1

s = 0.

Esto nos lleva a considerar los valores limites de' i 1. Elijamos � = � s(� ) y W = Ws(� ). En-

tonces
�
� W

�

�
� = o

�
1

j� j

�
cuando � ! �1 : Luego, seaM < 0. Entonces, integrando las ecuaciones

de la forma (5.99), obtenemos que' 1
i 1 son acotadas por una constante para cualquier elecci�on

del par�ametro � 2 [0; 1). Sea M > 0. Entonces los lados derechos de las igualdades (5.99)
contienen los t�erminos de tipo A1(� )A0

2( �
� )� 3(�� ): Sin embargo,A i se anula cuando� ! �1

con raz�on exponencial. Por lo tanto, la integral de este t�ermino es acotado por una constante
uniformemente en� > 0: Esto implica la validez de la hip�otesis (5.16) y completamos la prueba
del Lema5.8. �

En consecuencia obtenemos nuestro resultado principal:

Teorema 5.2. Sean las hip�otesisA)-E2) validas. Entonces el kink y el antikink preservan su
forma despu�es de la interacci�on mod OD 0("2). La soluci�on asint�otica d�ebil del problema (5.1),
(5.13) tiene la forma (5.97) con la elecci�on especial de lasamplitudes A i y del par�ametro � .
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Finalmente, deseamos presentar un resultado el cual muestra que nuestra de�nici�on de
las soluciones d�ebiles para el problema (5.1), (5.13) es equivalente a la validez de la ley de
conservaci�on

d
dt

Z 1

�1
ut uxdx = 0 (5.106)

y la relaci�on de la energ��a

2
d
dt

Z 1

�1
x" 2ut uxdx +

Z 1

�1

n
("u t )

2 + ( "u x )2 � 2F (u)
o

dx = 0 : (5.107)

Teorema 5.3. Sean las hip�otesis del Teorema 5.2. Entonces la funci�on (5.97) es la soluci�on
asint�otica mod OD 0("2) del problema (5.1), (5.13) si y s�olo si las relaciones (5.106), (5.107)
se satisfacen.

Demostraci �on: Para probar este resultado es su�ciente sustituir el anzatz(5.97) en las leyes
de balance (5.106) y (5.107).

Por simplicidad calcularemos el productout ux para la funci�on de la forma (5.14). Integrando
esta expresi�on sobrex y cambiando variables� 1(x � � 1) = "� o � 2(x � � 2) = "� obtenemos la
f�ormula:

Z 1

�1
ut uxdx = � a2

�
"

2X

i =1

f � i � � 1� 1g(bi + ' 0
i 1) = � a2

�
"

 

K 2 +
2X

i =1

� i bi

!

; (5.108)

donde se utiliza la notaci�on dada en las ecuaciones (5.23),(5.58) y (5.59). Como el lado derecho
en (5.108) es una funci�on de argumento� �unicamente, volvemos a calcular la derivada con
respecto del tiempo usando la f�ormula d

dt = " � 1� d
d� :

Ahora, es claro que la ley de conservaci�on (5.106) es precisamente la ecuaci�on (5.61).
C�alculos similares pero m�as complicados demuestra que larelaci�on de la energ��a (5.107) im-
plica las igualdades (5.62) y (5.63) para el anzatz (5.13). Rec��procamente, reescribiendo las
ecuaciones (5.61)-(5.63) en t�erminos deut , ux , F (u) para u de la forma (5.14), tenemos las
relaciones de energ��a (5.106) y (5.107). Calculando los lados izquierdos de (5.106), (5.107) para
el anzatz (5.97), llegamos nuevamente a las igualdades similares a (5.61)-(5.63). �
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Conclusiones

El objetivo de la primera mitad de este trabajo de tesis es el de establecer las bases necesarias
para discutir en el �ultimo cap��tulo una aplicaci�on inter esante a ecuaciones diferenciales parciales,
cuyas propiedades son v�alidas en el sentido de distribuciones.

La idea de una distribuci�on es la de generalizar la noci�on de funci�on que conocemos enRn

y discutir sus principales propiedades, pues cient���cos como Heaviside encontraron soluciones a
ciertos problemas utilizando� , H (x) entre otras, las cuales s�olo pueden ser entendidas con gran
detalle mediante la Teor��a de Distribuciones establecida por Schwartz en 1950.

Mostramos como podemos llegar a la de�nici�on de los operadores de Distribuciones una vez
que conocemos su de�nici�on en el sentido cl�asico.

Estos resultados los llevamos a la pr�actica resolviendo cierto tipo de problemas y principal-
mente en el cap��tulo 5 el cual es la parte central de esta tesis.

En el cap��tulo 5 abordamos un problema de interacci�on de Ondas donde la forma de las
soluciones de tipo kink (5.2) de la onda semilineal (5.1) es similar a una onda de choque, pero
tienen distintas propiedades, por lo que requieren un anzatz especial en el t�ermino principal
relacionado con la no linealidad. Dicho anzatz esta compuesto de algunas correcciones especiales
cerca del origen en la suma del kink y el antikink ya que la ecuaci�on de sine-Gordon es m�as
sensitiva que otras y requiere de aproximar la soluci�on real mucho mejor que simplemente con
la suma de kinks.

Si la funci�on F de (5.1) satisface las condicionesA), B) existe una soluci�on u(x; t; " ) en
la forma (5.2) y tiende a los valores l��mites su�cientemente r�apido. Impusimos la condici�on de
periodicidad D) para considerar la superposici�on de las ondas con distancias grandes entre sus
frentes.

Iniciamos este estudio conociendo que los kinks de la ecuaci�on de sine-Gordon siguen el
escenario anteriormente mencionado y la pregunta inicial fue >Es la ecuaci�on de sine-Gordon la
�unica de la clase (5.1) para la cual tal escenario es v�alido? en caso de no ser la �unica nuestro
objetivo fue encontrar condiciones enF bajo las cuales los kinks y los antikinks de (5.1) colapsen
siguiendo el escenario de sine-Gordon.

Nos encontramos con problemas como el siguiente: No podemosusar los m�etodos tradi-
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cionales para describir el escenario de colisi�on de ondas ya que la ecuaci�on de sine-Gordon es la
�unica de la clase (5.1) que puede ser integrada exactamente. Por lo que construimos una soluci�on
asint�otica con un par�ametro peque~no " . Adem�as las asint�oticas tradicionales no responden esta
pregunta por existir problemas a�un no resueltos. Por talesdi�cultades utilizamos el m�etodo
asint�otico d�ebil , cuya ventaja principal es: reducir el problema de describir la interacci�on de
ondas no lineales a un an�alisis cualitativo de alguna ecuaci�on diferencial ordinaria.

Por la propiedad que tienen las soluciones de este tipo de problemas es natural usarD0

para una de�nici�on de una soluci�on asint�otica como en (5. 6) pero est�a de�nici�on presenta una
inconsistencia, pues analizamos que el lado izquierdo de (5.6) es O("2) mientras que el lado
derecho es 0.

Por tal raz�on utilizamos funciones de prueba que son r�apidamente variantes donde la soluci�on
var��a r�apidamente, obteniendo as�� una de�nici�on de sol uci�on asint�otica d�ebil mod OD 0("2)
en (5.7) la cual no presenta irregularidades, adem�as nos garantiza la existencia de la primera
correcci�on y nos ayuda a encontrar una ecuaci�on para el movimiento distorcionado de frentes de
kinks.

Presentamos el t�ermino principal de la soluci�on asint�ot ica d�ebil para el problema (5.1),
(5.13) en la ecuaci�on (5.14) en el cual intervienen algunascorrecciones las cuales nos garantizan
que los kinks no pierden su forma durante la interacci�on.

Para la construcci�on de la soluci�on asint�otica d�ebil, c alculamos asint�oticas d�ebiles con dis-
crepanciaOD 0("2) para las expresiones que aparecen en el lado izquierdo de (5.7), para lo cual
hacemos uso de los conceptos establecidos en los cap��tulosanteriores sobre teor��a de distribu-
ciones tales como la de�nici�on de distribuci�on � , funciones de Schwartz, convoluciones, diferen-
ciaci�on; tambi�en utilizamos el Lema 5.1, la f�ormula de Ta ylor de primer orden y algunos cambios
de variables para llevar las asint�oticas a su expresi�on m�as simpli�cada en el sentido d�ebil; obte-
niendo con ello las expresiones presentadas en (5.28), (5.55)-(5.59); las cuales satisfacen las
condicionesA)-D) y (5.16).

Calculando las asint�oticas d�ebiles para los t�erminos del lado izquierdo de (5.7) obtuvimos al-
gunas convoluciones que presentamos en (5.23), (5.51), (5.52) las cuales existen bajo las hip�otesis
A)-D) y cumplen las propiedades de ser funciones de Schwartz.

Utilizando las f�ormulas (5.28) y (5.55)-(5.59) el lado izquierdo de (5.9) es una combinaci�on
lineal de � (x � x � ), � 0(x � x � ) y � 0(x � � i ) las cuales son linealmente independientes entonces sus
coe�cientes son cero, obteniendo con esto un sistema de ecuaciones que presentamos en (5.61)-
(5.63), el cual por medio de algunas manipulaciones �algebraicas lo llevamos al sistema aut�onomo
en (5.70) con condici�on inicial (5.71).

Para un an�alisis del sistema din�amico utilizamos las propiedades de las convoluciones pre-
sentadas en el Lema 5.4 obteniendo con ello que nuestro sistema (5.70) es invariante con respecto
al cambio de variables presentado en el Corolario 5.1 y bajo las hip�otesis del Lema 5.2 mostramos
que el sistema (5.70), (5.72), (5.73) tiene una singularidad en la recta (0; W ) en el plano (�; W )
de tipo 1

� , raz�on por la cual elegimos la hip�otesis E1) .

Esta singularidad nos llev�o a investigar cuando una trayectoria puede pasar del semi-plano
izquierdo al derecho y como todo el ejeW es una singularidad del sistema esto �unicamente puede
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pasar a trav�es del punto (0; 0), por lo que consideramos una vecindad peque~na del origende
coordenadas.

De est�a manera paraj� j 6 1 por el Lema 5.4 el sistema esta dado por (5.79) el cual mediante
algunos c�alculos t�ecnicos lo llevamos a la expresi�on dada en (5.82).

Aplicando el m�etodo de Cauchy-Kovalevskaya, tomando en cuenta que � = � (� ) es impar,
despues de simples c�alculos algebraicos obtenemos las ecuaciones (5.84), (5.85) paraM; N y
R. Encontramos que� tiene la representaci�on (5.83) �unicamente bajo las condiciones (5.88) las
cuales garantizan la existencia de las ra��ces en (5.87) y lano anulaci�on de los coe�cientes ai

en (5.85). Ya queM puede ser arbitraria estudiamos las posibles situaciones yobtenemos la
condici�on E2) . Calculando lasW coordenadas de las trayectorias en la forma similar a (5.83),
encontramos que existe al menos una trayectoria
 s = f (� = � s(� ); W = Ws(� ))g del sistema
(5.70), (5.72), (5.73) la cual pasa del semiplano izquierdoal derecho cuando� crece desde� � 0

hasta � 0, para � 0 su�cientemente peque~na.

Por (5.84) observamos que hay dos posibles curvas en el diagrama de 
ujo las cuales pueden
ser ambas positivas y que las pendientes est�an dadas porm = ! i

ai
.

El siguiente paso fue la consideraci�on del sistema (5.70),(5.72), (5.73) para � ! �1 .
Resolviendo el sistema (5.70), (5.92) en sus t�erminos principales paraj� j grande y buscando que
la soluci�on pase por el punto (� 0; W0) tenemos la expresi�on (5.94) para� y (5.95) para C que
nos dan la soluci�on del sistema. Concluyendo que

W = C �
1 + �

2�
+ O

�
1

j� j2

�

lo que implica la estabilizaci�on de las coordenadasW de cualquier trayectoria para � ! �1 ,
si jW0j = jW (� 0)j es acotada por una constante yj� 0j = j� (� 0)j es su�cientemente grande. De
aqu�� se sigue que la curva
 s buscada no existe, pues las hip�otesis establecidas en (5.71) no se
satisfacen.

Como �ultimo paso del an�alisis del sistema se considero a las isoclinas. La isoclina
 Q es
WQ = �F

�
� + 2( b1�� 2 + �b2� 2)

�
. Para 
 P = f (�; W ); P(�; W ) = 0 g resolvimos (5.96) cuyas

ra��ces est�an dadas por Q� (� ). La ecuaci�on (5.90) tiene soluciones si y s�olo si el discriminante
en Q� (� ) es positivo, obteniendo as�� las expresiones

W �
P = F

�
LQ � (� ) � � � 2(b1�� 2 + �b2� 2)

�
:

Mediante un an�alisis asint�otico de las convoluciones obtuvimos el Lema 5.6 el cual implica
que la isoclina 
 P consiste en dos brazosW �

P los cuales est�an de�nidos al menos paraj� j
su�cientemente grande y tienden a juntarse cuandoj� j ! 1 . Si el discriminante es no negativo
para toda � 2 R, entonces los brazosW �

P pasan a trav�es del punto (0; 0).

De esta manera bajo las hip�otesisA)-E2) el sistema din�amico (5.70), (5.72), (5.73) tiene
al menos una trayectoria 
 s la cual se encuentra en la franjaf � 2 R; jW j 6 cteg y pasa del
semiplano (� W 1

s ; �1 ) al semiplano (W 1
s ; 1 ) a trav�es del punto (0 ; 0).

En la secci�on 5.5 presentamos los resultados gr�a�camentemediante programas realizados
en Maple para los resultados anteriormente descritos.
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En la �ultima secci�on presentamos el anzatz modi�cado (5.97), la idea es la correcci�on del
anzatz con el objetivo de rotar las trayectorias fase cerca del origen de tal manera que los valores
l��mites W 1

s sean los que se requieren. Para hacer esto agregamos al t�ermino principal (5.14)
una correcci�on peque~na localizada cerca del origen.

El resultado referente a esta correcci�on lo presentamos enel Lema 5.8 cuya demostraci�on
se basa nuevamente en el c�alculo para las asint�oticas d�ebiles, en donde encontramos obst�aculos
t�ecnicos no triviales ya que el t�ermino principal de la expresi�on tiene una estructura algebraica
extremadamente grande. Obteniendo despu�es de esto, los resultados an�alogos a los ya discutidos
para el primer anzatz.

Finalmente, ya que los t�erminos A i que aparecen en el nuevo anzatz (5.97) se anulan cuando
� ! �1 con raz�on exponencial. La integral de los t�erminos de la forma A1(� )A0

2

� �
�

�
� 3(�� ) es

acotado por una constante uniformemente en� > 0. Lo que implica la validez de (5.16).

Obteniendo as�� el resultado principal siguiente bajo las hip�otesis A)-E2) : el kink y el
antikink preservan su forma despu�es de la interacci�on modOD 0("2). La soluci�on asint�otica
d�ebil del problema (5.1), (5.13) tiene la forma (5.97) con la elecci�on especial de las amplitudes
A i y del par�ametro � .

Por �ultimo, presentamos un resultado el cual muestra que nuestra de�nici�on de las soluciones
d�ebiles para el problema (5.1), (5.13) es equivalente a la validez de la ley de conservaci�on y la
relaci�on de la energ��a.
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