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Introduccbn

El objetivo de este trabajo es dar una presentacon rigurosa yethllada de una apli-
cacon de la teora de distribuciones en ecuaciones difereiales parciales.

La primera mitad de este trabajo la dedicamos al estudio de retados kasicos de la
teora de distribuciones, la cual fue creada, hacia 1950, pdaurent Schwartz y por la
escuela rusa I. M. Gelfand, G. E. Shilov, Sergei Sobolev parardaistento matemnatico
a varios resultados fsicos que fueron utilizados con exitor los fsicos a pesar de su
inconsistencia matematica inicial.

Estos resultados iniciaron con la funcon de Heaviside y culmémon con la creacon
de la delta de Dirac, (x); cuya de nicon, como funcon de densidad, no tiene sentido
matematico. Esta situacbn creaba una situacon contradidoria, por un lado fecundidad
de su empleo, por el otro careca de sentido matematico. Schwiz deca que cuando estas
situaciones se presentan es muy raro que no resulte una nueva depratematica que
justi que el lenguaje de los fsicos y que hay en ello una fuemtimportante de progreso
para la matematica y la fsica.

Por otro lado, es muy conmun que se presenten situaciones cormretorias. Por
ejemplo, la creacon de los rumeros complejos la cual comgnde a los ya conocidos.
Aralogamente, las distribuciones generalizan a las funcies en un sentido similar al que
los rumeros complejos generalizan a los reales; se obtiensneates nas generales, que
tienen propiedades nuevas. Por ejemplo las distribuciones siempre derivables y forman
un nuevo campo de estudio nas rico y armonioso que el de las fiomes en el sentido
chsico.

La teora de distribuciones ha tenido sus precursores, como lonslas generalizaciones
del concepto de funciones de Bochner y Sobolev, pero puederarse que la de Schwartz
es la primera teora completa que ha podido englobar y presar diversos conceptos de
diversas ramas de las matematicas los cuales en muchas oaassofueron formulados
incorrectamente, razon por la cual esta teora es de graniaes en el ambiente matemnatico.

Un estudio riguroso y profundo de la teora de distribuciones éye conocimientos
avanzados de topologa , aralisis funcional y de la teorantegral de Lebesgue. En este
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Vi Introduccon

trabajo de tesis, lo presentaremos las herramientas neceaarpara abordar un estudio
de feromenos de ondas utilizando el netodo asinbtico dbil.

Este trabajo est dividido en cinco captulos y la lectura y @mprenson deeste supone
del lector un bagaje mnimo de aralisis,algebra lineal y egaciones diferenciales.

En el captulo 1 de esta tesis, presentamos a la ya mencionada ¢on de Heaviside,
algunas de sus propiedades, la de nicon y propiedades de leela de Dirac por medio
de sucesiones de Dirac, tamben presentamos algunos ejempulessucesiones delta.

En el captulo 2 se presentan las herramientas y terminolog necesaria para abor-
dar los conceptos kasicos de la teora de distribuciones; eh @stablecemos las bases del
espacio de funciones de pruelda, del cual, una vez que conocemos las propiedades de
los elementos que podemos encontrar enel, construimos algs elementos para asegurar
gue no estamos trabajando en un espacio trivial, ilustrando comrios ejemplos de dis-
tribuciones y porultimo damos a conocer el concepto de relgmizacon para prolongar el
concepto de distribuciones en un entorno de un punto singulae ella.

En el captulo 3 presentamos algunas propiedades que exttm el concepto de funcon
a distribuciones por medio de operadores lineales, tales cowmmeraciones algebraicas,
operaciones analticas, adenas de dar a conocer el conceple soporte y soporte singular
de una distribucon y porultimo el concepto de convergena en el sentido distribucional.

En el captulo 4 presentamos algunas propiedades adicioraltales como la transfor-
mada de Fourier para lo que necesitamos introducir el conceptle funciones de prueba
de apido decaimiento, lo que nos lleva a la nocon de distoucon temperada; tamben
analizaremos los conceptos de producto directo y convolmees, as como sus propiedades
mas importantes.

El captulo 5 es la parte central de este trabajo. Presentamasna aplicacon intere-
sante de la teora de distribuciones: la interaccon kink-atikink en ecuaciones semilineales
con un paametro pequefo. Se hace uso del netodo asinbtiakbil, que ha sido desarro-
llado recientemente por los profesores G.Omelyanev. al. ([4]), cuya ventaja principal
consiste en reducir el problema de describir la interaccon dmeal de ondas al aralisis de
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se estudiamdiciones para la parte no
lineal bajo las cuales el resultado de la interaccon consist® un pequeno desplazamiento
de los frentes de onda, sin alterar la forma de las mismas, sitoacque se conoce como
escenario de sine-Gordon.

La forma de la solucon de tipo kink de la ecuacon de onda setimeal, que presentamos
en este trabajo, es similar a una onda de choque suave. Sin embaggtas ondas tienen
propiedades diferentes. El nmetodo asinbtico cebil toma @ cuenta el hecho de que los
kinks y antikinks no se deforman despwes del momento de la imgecon al igual que
los solitones pero toman la forma de funciones de Heaviside, esidson suaves cuando
"> 0 pero en el paso al Imite cuandd ! 0 se vuelven no suaves, por lo cual de nimos
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Introduccon vii

el concepto de solucon cebil. Por esta raon este tipo de sobibnes es tratada como
un mapeoC! para" > 0 yunicamente comoC uniformemente en" > 0. Por lo cual
las soluciones asinbticas de tipo kink requieren un anzatspecial relacionado con la no
linealidad.

La ecuacbn de sine-Gordon apareco en geometra difereral y en la teora de campos
relativistas. Esta ecuacon , as como tambgen algunas eaicas de solucon, fue conocida
en el siglo XIX, la ecuacon creco en importancia cuando se eaoto que tiene solu-
ciones de tipo \kink-antikink" con las propiedades de col@i que tienen los solitones. La
ecuacbn de sine-Gordon tamben aparece en un gran rumerae otras aplicaciones fsicas,
incluyendo la propagacon de uxones, el movimiento del pdulo rgido, etc.

Uno de los logros mas notables que se han conseguido en la segunidad del siglo
XXy que adenmas ilustra con claridad la unidad subyacente de laBlatenaticas y la
Fsica No Lineal es la teora de Solitones. Los solitones son oasl nolineales que exhiben
un comportamiento extremadamente inesperado e interesantendas solitarias que se
propagan sin deformarse.

Tradicionalmente, hablamos de dos tipos de ondas. Las primasr las ondas lineales,
son las ondas familiares de la vida diaria, como, por ejemplas ondas de luz y las
ondas de sonido. Estas ondas tienen velocidad constante, sed sea su forma: un Do
sostenido viaja a la misma velocidad que un Fa bemol. Y, ademasetien longitud de
onda constante: un Do sostenido sigue siendo un Do sostenido si se oy@& anatro o
a 100 metros de distancia. Las ondas lineales tamben obedacl llamadoprincipio de
superposiconque, en el caso de las ondas sonoras, si se tocan varias notas same#tmente
en un piano, se escuchara la \suma" de todas esas notas a la vezstoees lo que produce
armona. Por muy complicado que sea un sonido se puede descongroen los arnonicos
kasicos que lo constituyen.

Las ondas no lineales son menos familiares. Una ola en el mar aprandose hacia
la orilla es un buen ejemplo de onda no lineal (en el supuesto desda ola es solucon, en
algun sentido, de una ecuacon diferencial no lineal ). Obsvese que ahora la amplitud,
la longitud de onda y la velocidad, van variando segun avanzk ola, mientras que en
las ondas linealesestas son constantes. La distancia entre lasstas va decreciendo, la
altura de las olas va creciendo mientras van percibiendo ehfio, y la velocidad cambia;
la parte superior de la ola se adelanta sobre la inferior, cae selalla y la ola rompe.

Como veremos a lo largo del trabajo, el estudio de cada uno deosstasos particulares
lleva consigo el manejo de herramienta matenatica que inda por s misma reviste un
gran intees, adenas de su trascendencia.

Esperamos que este trabajo de tesis pueda servir como referepaia los estudiantes
y profesores tanto de Matenaticas como de otras disciplinaseat cas que se interesen
en el estudio de feromenos no lineales.

Tesis de Maestra
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Captulo

La delta de Dirac.

Este captulo tiene como objetivo principal presentar las ppiedades lasicas de la
delta de Dirac, la cual juega un papel muy importante en las &paciones fsicas, tec-
nobgicas y en diversasareas de las matemnaticas, como lo stas ecuaciones diferenciales
parciales y el aralisis funcional, por mencionar algunas. Euana primera presentacbon
podramos decir que la delta de Dirac se describe de maneraditiva como aquella funcon
gue se anula en todos los rumeros reales excepto en uno y tienparticularidad de que el
area" comprendida entre su \ga ca" y el eje de las abscisas g@le uno. Esta descripcon
es muy precaria, pues se hace referencia alarea de una ragpe no existe (basta intentar
dibujarla para darnos cuenta de ello); ni siquiera se ha adjudido un valor a la funcon
en el punto donde no se anula. Parece como si estuvesemos asigoamnarea unitaria
a un lo punto.

La funcon delta de Dirac represenb durante la primera mitad del sigloXX un reto de
la fsica a las matenaticas. Haba algunas disciplinas dondse necesitaba de una funcon
gue tuviera las propiedades mencionadas; por ejemplo, enanéza cuantica necesitada de
una \funcon impulso” con propiedades muy espec cas y con pco sustento matenmatico.

Recordemos la historia de la funcon delta de Dirac o d-furmei. La idea de usarla
fue primero dada por Paul Hertz en su artculo \Mea@nica Estadtica para el Retorno de
la Fsica de Weber y Ganz". Sin embargo, fue un fsico matentaco Briinico de 25 anos
llamado Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) quien presemtsu artculo \Principios
de Meanica Cuwantica" en el cual introdujo de nitivamente \su funcon delta", ahora
conocida como \delta de Dirac" y simbolizada como(t ).

Este objeto matenatico fue manejado con gran habilidad por I@er Heaviside (1850-
1925) a nales del sigloX1X vy ha sido usado sistermaticamente por los fsicos desde 1920,
pero para los matematicos careca de sustento. Hasta mediaddsl sigloXX , con la teora
de distribuciones o de las funciones generalizadas de LatrSohwartz (1917-2001) y de
la escuela rusa (I. M. Gelfand, G. E. Shilov, S. L. Sobolev ) no seglo un entendimiento
correcto: la delta de Dirac no es una funcon, sino undistribucon. Pero los fsicos la
usaban y la siguen usando exitosamente, Heaviside nunca cometd error cuando la
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2 1.1. La funcon de Heaviside

manipulaban en su @alculo operacional. Sin embargo, Heavisidue atacado y muchos de
sus trabajos no fueron aceptados para su publicacon por logitres de revistas, alegando
falta de rigor matematico.

Hubo que esperar hasta 1950 para que el joven de 35 anos Laurefitw@rtz re-
solviera la cueston formulando, ademas, con ello léeora de distribuciones, proveyendo
de netodos e cientes y novedosos al aralisis matemnatico.

Antes de abordar a la delta de Dirac, hablaremos de la funcode Heaviside, cuyo
intees matemnatico resaltaa mas adelante.

1.1 La funcon de Heaviside

La funcon de Heavisidese denota corH (x) y se de ne como

1 six>0 |

HX) = o six<o

Notese queH( x)=1 H(x)yqueH(a x)=1 H(x a):Enla gural.1lse muestran
las funcionesH (x), H(x a)y H(a x).
Yy y Yy

| a a

(a) (b) ()

Figura 1.1: @) H(x); (b H(x a); (c) H(a x)
De la de nicon de H(x) se deduce que
H(ax+ b=H x+£ H(a)+ H X g H( a);

paraa;b2 R:

Siy = f (x) es una funcon, la ga ca de la funcon g(x) = H(x a)f (x a)se obtiene
trasladando la ga ca de f (x) como se muestra en la gura 1.2.

La funcon H(x) es muyutil en el estudio de funciones con discontinuidadesdalto.
Por ejemplo, podemos escribir la funcon
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1. La delta de Dirac. 3

Yy Yy

/ f(x) I/

(a) (b
Figura1.2: @) f(x); (h H(x af(x a)

8 :
3 X2 si 0<x< 1
F(x) = 2 si 1<x< 2
T3 x+3 si 2<x< 4
’ 0 para otros valores de;
como

f(x)= x2H(X) H((x 1Xx*> 2) HKx 2)(x 1+HX 4)x 3)
Ver gura 1.3.
f(x)

X

AN
AN

Figura 1.3: f (x)

De manera similar podemos escribir funciones con un rumero nito de discon-
tinuidades de salto. As, por ejemplo,

0 si(r 1) <x< 2n;
1 sih <x< (2n+1);
X

H (senx)

[H(x 2n) H(xx ((2n+1) )]

n=1

La funcon H (senx) se muestra en la gura 1.4.
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11

Figura 1.4: H(senx)

1.2 Sucesiones delta

En esta seccon la de nicon y propiedades de la delta de Diase establecen a partir del
concepto de suceson delta. La idea de una suceson delta es gaenque una funcon
delta no puede existir, podemos encontrar una suceson de fumgesf S,(x)g que en el

Imite cuando n!1 satisface Iazecuac'on
1

lim Sa(X)f (x)dx = f (0) (1.1)
n! 1

para toda funcon f (x) su cientemente suave enl <x< 1 . Notese que la de nicon
de S, (x) de ninguna manera implica que el Imite IIlim Sh(X) exista, pues, en general, no
n

es permitido intercambiar los procesos de Imite y de integcon.
No obstante, cuando esto ocurre escribimos
mIllrln Sn(x) = (X):
De rz'cdl)n 1.1. Una suceson de funcione$ S, (x)g que satisfaga la ecuacon (1.1) y tal

que Sh(x)dx =1 se llamasuceson delta
1

En los ejemplos siguientes consideramos algunas sucesionda.del

Ejemplo 1.1. Consideremos
senmx

Sn(x) = v m=1;2;::: (1.2)
Claramente param jo, cuando jxj 1;jSn(X)] 1; pues
senmx 6 1 ' 0 cuando jxj!1 para m jo:
X X

En la gura 1.5 se muestran las gia cas deSz(x) y de Sg(X).

Recordemos (ver [18]) que > )

SeMax = 1 (1.3)
1 X
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1. La delta de Dirac. 5

Figura 1.5: S, (x) = w
Cambiandox por mx en (1.3) resulta:
1
Snm(x)dx =1 (1.4)

1

Ahora veamos queS,, (X) es una_suceson delta. Para esto analicemos la integral
= senmx

f (x)dx

1
dondef (x) es diferenciable corf {x) continua y acotada.

Obsrvese que [%ara cualqweb >a>0

Z bm
S, (x)dx = = b sen ¢nx) senfy) dy
a a am y
y
Z bm
im £ W _g
m!l am
De manera similar, paraa<b < 0
bm
im £ S0 _g
m!l am
As, para cualquier " > 0;
Z.
1
im  Sn()f()dx = lm o (mx)f( x)dx
m!l 1 ml!l

v
= f0) fim SN,
m!l . X

Z 1
m!l

= £(0)

donde utilizamos la relacon (1.3) y el teorema del valor nti#o para integrales.
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6 1.2. Sucesiones delta

Ejemplo 1.2. Un ejemplo muy importante de suceson delta es

1 m

)= T e

m=1;2::: (1.5)
Con frecuencia se interpreta (1.5) como una distribucon deatga continua en una
Inea. ver la gura 1.6.

Yy

m

Figura 1.6: Sm (X) = m

Es claro que param 1, Sn(x) 1, excepto por una cima de altura™ en una
vecindad dex = 0.

La carga total r,(x) a la izqu}erda del puntox es

X 1 1 1
rm(X) = Sn(u)du = > + —tan “(mx);
1
de donde se obtiene que
YA 1
Sm(u)du = li&n rn(x)=1 paratoda m2 N: (1.6)

1

La gl ca de la distribucon de carga acumulativa se muestra e la gura 1.7.

__

. 1 1
Figura 1.7: rpn(X) = 5+ —tan Y(mx)

Mas aun,

0 six60;

m“{n Sm(X) = 1 six=0;
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1. La delta de Dirac.

0 six< O
lim rm(x)= . 3, six=0
1 six>0

Esto signi ca que, a medida de quen crece, la carga se acumula en el origen. As, el
comportamiento deS,,(x) cuandom ! 1 \se asemeja” a la delta de Dirac y no es una

funcon ordinaria.
La distribucon acumulativa de carga correspondiente, la @l viene

de limrg,(x),
m!l

es la funcon de HeavisideH (x). La sucesbn Sy, (X) seml una suceson delta si podemos

probar que satisface la propiedad
Z 1
1im f (X)Sm(x)dx = f (0);

1

para una funcon f (x) la cual es acotada, integrable y continua er = 0.

La prueba se sigue al escribir la ecuacon (1.7) como:
Z 1 Z 1 Z 1
f (X)Sm(X)dx = f (0)Sy(x)dx + g(X) S (x)dx
1 1 1
dondeg(x) = f(x) f(0). Por (1.6) tenemos
z 1 Z 1
f (X)Sm(x)dx = f (0) + g(X)Sm(x)dx

1

As, la propiedad se satisface si probamos que
Z 1
lim g(x)Spdx =0
1

m!l

Para ello, seaA un rumero positivo; entonces
Z 1 YA A Z 1 z A
9(X) Sm(x)dx

1 1 A
l1+ 12+ 13

(1.7)

(1.8)

(1.9)

9(X)Sm (x)dx + 9(X)Sm (x)dx + 9(x) Sm (x)dx
A

Para | 3 denotamos porM (A) al maximo de jgjen A 6 x 6 A. Entonces,

. AL A madx
jls) 6 AJ£31(><)JSm(><)0|X6 M (A) @+ M)

= M(A) Ztan Y‘mA) 6 M(A):
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8 1.3. Sucesiones de Heaviside

Comog(0) =0y g(x) es continua enx = 0, Li[no M (A) = 0. Consecuentemente, para

cualquier" > 0 existe un rumero realA su cientemente pequeno tal qué 3j < 5 lo cual
es \alido independientemente déV .

Con el rumero A como lo elegimos, resta mostrar qug; + |,j es pequeno paran
su cientemente grande. Comd (x) es acotada yjg(x)j < jf (x)j + jf (0)j, se sigue que
jg(x)j esta acotada enl <x< 1 ,digamosjg(x)j <b. Entonces

Z A Z 1

jlit 156 Db Sm(Xx)dx + Sn(x)dx =b 1 Etan Y(mA)
1 A

: . 2 I
Con A jo, |II’T1’| Ztan Y(mA) = 1. Lo que signi ca que podemos encontraN tal
m!
que

2
b1 =tan *(mA) 6 > m > N:

Con esta eleccon deN, tenemos
Z 1

g(X)Sm(X)dx 6 jly+ Io+ 136 jli+ 1)+ jlgj <"
1

y se sigue (1.9). Lo cual completa la prueba.

1.3 Sucesiones de Heaviside

Finalmente, mencionaremos que tamben podemos de nir unsuceson de Heaviside.

De nicon 1.2. Una suceson hy,(X) es llamada una suceson de Heaviside si
Z 1 YA 1
lim hm (X)f (x)dx = f (x)dx = hH (x); f (X)i
m!l 1 0
para todaf (x) su cientemenge suave enl <x< 1 yelsmboloh (x);" (x)i se utiliza

para denotarh (x);" (x)i = | (x)" (x)dx.

Ejemplo 1.3. Consideremos la_suceson

8
% 1 Si x>%
B 11 1
hm(x)—E mX+§ Sl %GXG%
. 0 Si X < 1
2m

En la gura 1.8 se muestra la ga ca dehy(x):
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1. La delta de Dirac. 9

Figura 1.8: hy(x) param =2

Para probar que es una sucesbn de Heaviside, obsrvese que gapa) su cientemente
suave

Z, 4 = z oy
hm (X)f (X)dx = hm (X)f (X)dx + hm (X)f (X)dx
1 1 1
Z 1 2m
+ hm (X)f (X)dx
2m
Z L 1 Z,
= mx + > f (x)dx + f (x)dx
Cuandom!1l tenemgs:
2 1 Z 1
lim hm (X)f (X)dx = f(x)dx = H(x);f (X)i :
mll 1 0

Finalmente, haciendo aluson al tema que desarrollaremos éws siguientes captulos
exploraremos algunas propiedades de la delta de Dirac y emitaremos que es una valiosa
herramienta, por ejemplo, en aralisis de Fourier. Su descubiiento, como ya men-
cionamos, estimub a los matemnaticos a investigar qe es loug tal expreson, que en
teora contiene in nita energa, realmente signi ca. Ra pidamente fue notorio que existan
otras, tales como las funciones signo, la ya conocida funcescabn de Heaviside, entre
otras, con propiedades similares. Algunas operaciones de laxfanes no son inmediatas,
por ejemplo no podemos encontrar una derivada directamenten las herramientas ya
conocidas; as, todas ellas tienen derivada bien de nida ssta se de ne apropiadamente.

Ejemplo 1.4. La derivada de la delta de Dirac , la cual analizaremos mas adelante.
Comenzaremos planteandonos la siguiente pregunta: >la tom tiene una derivada?
Claramente, intentando encontrar su derivada, apidamerd entramos en con icto; para
empezar >omo debemos entender a este objeto?; pues, comoa@amos anteriormente,
no se satisfacen las propiedades de una funcon. As, la pregamjue dejamos abierta por
un momento es:

>La funcon tiene una derivada en algun sentido de nida en todo punto?

Si a la funcon la vemos como una funcon en el sentido ordinario con su de roo
analtica ya dada, entonces no podemos encontrar una desida para ella. Existe, sin
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10 1.3. Sucesiones de Heaviside

embargo, una manera totalmente diferente de ver a la funco , la cual es llamadguncon
generalizadao distribucon. Estos conceptos sean expuestos en los siguientes captulos,
donde daremos respuesta a esta pregunta.
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Captulo

Introduccon a la Teora de
Distribuciones

Este captulo tiene como principal objetivo el presentar lasiociones lasicas de la
teora de distribuciones, adenas de establecer la notacoy terminologa que utilizaremos
en el resto de este trabajo.

La idea es la de generalizar la nocon de funcon que conaues enR" y discutir sus
principales propiedades.

2.1 Notacon y terminologa

Xn 2
P 2 R"; entonces, su norma Euclidiana sera denotada pdxk = X2

]
j=1

cual es llamado multi-ndice de ordem; entonces de nimos:

JJ= 1+ 2+ o X = XNXE X
Si , son multi-ndices de nimos + =( 1+ g; ; nt n):Lanotacon 6
signicaque 6 ;; 16 )6 n. Ademas, != 4! n!, @ como tamben

— ! — 1 2 n
I( )! 1 2 n
Six 2 R"y es un multi-ndice entonces un polinomio em variables 1;:::;Xn),
de grado6 m puede escribirse como

(x) = ax:
j i6m
Los coe cientesa pueden ser rumeros complejos, en cuyo casae dice un polinomio con
coe cientes constantes; o funciones a valores complejos, egccoaso ser un polinomio

11



12 2.1. Notacon y terminologa

con coe cientes variables.
Las derivadas parciales selan denotadas usando el operador

@J @1+ 2t +

T @x@x @y 0yrex @y
@r

. . . d
donde Djkr = @ j =1;2;:::;n. Para el caso 1-dimensiondD se reduce ad— Mas
aun, si cualquier componente de es cero, la diferenciacon con respecto a la correspon-
diente variable es omitida.

D,'D,> D, (2.1)

n

Ejemplo 2.1. EnR3 con =(3;0;4), tenemos

@ 3n4
D = ——=D;D3:
@X@g 1+3
De acuerdo a estas notaciones, un operador diferencial parcla orden6 m puede
ser escrito como sigue: X
L = a (X)D . (22)
j i6m

Ejemplo 2.2. Cuandon =1, tenemos el operador diferencial ordinario

Q@ @'

L=a (X)@+ a 1(X)@¥ Tt a(X):
Ejemplo)%.:%. El operad>(<)r diferencial p)a(trcial de segun)czlo orden &7 es:
L = a (x)D = a (x)D + a (x)D + a (x)D
ji<2 j i=0 jj=1 i j=2
= az;o(X)@g}( + al;l(x)&é@% + ao;z(X)@g; + 611;0()()@—@X + aO;l(X)@_Cz + apo(X):

De nicon 2.1. Sea un conjunto abierto enR". Denotamos porC™() , dondem es un
entero no-negativo, al espacio vectorial sobfe de todas las funciones a valores complejos
de nidas en que tienen derivadas parciales continuas de ordénm. Denotamos por
C! () al espacio de todas las funciones a valores complejos deasicen que tienen
derivadas parciales de todos los ordenes.

Claramente, \
ct()= C™()

m>0

Los elementos deC! () son llamadas funciones continuas in nitamente diferencia
bles o funcionesC! en
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2. Introduccon a la Teora de Distribuciones 13

Ahora, podemos establecer las brmulas de Taylor y de Leibniz

Formula de Taylor: Para f 2 CK*1(U), con U abierto, x 2 U, n > 1, multi-ndice,
Xo 2 U tenemos:

X
=" Y@ (x)+ Ra);

j j6m
donde R, (x) es el ermino residual.
Formula de Leibniz: Sea@ un operador diferencial parcialy y v dos funciones tales que
u;v 2 C! (). Entonces:

X !
@ (uv) = W@u@ V:
. Ll
Usaremos la siguiente notacon para la integral (en el sentidoedLebesgue) de una
funcon f (x) = f(Xy;:::;X,) sobre una regonn-dimensionalR:
Z
f(Xq;:i0Xp)dxdx,  dx, = f(X)dx (2.3)
R R

dondedx = dx;dx, dx,. Generalmente, las funciones que consideraremos sean fun-
ciones con valores escalares (reales o complejosih dariables reales, es decir, aplicaciones
deR" enR (0 enC); en otro caso se indicaa en su momento.

Las integrales se entienden en el sentido de Lebesgue, de mageeg en particular, son
iguales para dos funciones iguales casi donde quiera (esrd@piales salvo, posiblemente,
en un conjunto de medida cero).

R
De nicon 2.2.  Una funcon f (x) es localmente integrable eR" si _ jf (x)jdx existe
para toda regon acotadaR en R".

Sif es integrable erR" decimos que 2 L 1(R”),Zdonde
LYR" = [f]:f esmedibley jf(x)jd < 1
Aqu, [f]=fg:f = g -casien todas partegy
kf k, = jifjd:
R

Sif es localmente integrable elR" escribimosf 2 L} (R"):

La clase de funciones localmente integrables es bastante exte Todas las funciones
continuas a pedazos son localmente integrables. Algunas fuum@s que son in nitas, tales

1 ) . .
como =, m <n, donder = (x2+  + x2)¥ son tamben localmente integrables.

Es claro que una funcon integrable es localmente integrédy pero la recproca no
es cierta. De hecho, por ejemplo, la funcorii (x) = x? es localmente integrable pero
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14 2.2. Funciones de prueba

no integrable. Tamben, la funcon f (x) = x ! no es localmente integrable, pues no es
integrable en ningun intervalo que contenga el origen.

Otro concepto que juega un papel crucial en la teora de disbuciones es el soporte
de una funcon, de nido como sigue:

De nicon 2.3.  El soporte de una funconf (x) es la cerradura del conjunto de todos los
puntos x tales quef (x) 6 O:

Denotaremos el soporte de una funcof por sop § ).

Ejemplo 2.4. Paraf (x) =senx, x 2 R, el soporte def (x) consiste de toda la recta real,
no obstante que ser se anula enx = n . Si sop ) es un conjunto acotado, entonces se
dice quef tiene soporte compacto.

Ejemplo 2.5. El soporte de

8

3 0 si 1 6x6 1
F(x) = Xx+1 si l<x< 0

31 x si 06x<1 ’

0 si 16 x<1
es compacto. (ver gura 2.1).

Figura 2.1: f (x)

El conjunto complementario del soporte dé (x) es el conjunto de los puntox del
espacio tales qué (x) es ienticamente nula en un entorno del punto, el cual es &bto.

Si K es el soporte, la pertenencig, 2 K signi ca que todo entorno dexo contiene
un punto x en el cualf (x) 6 O.

SiF es un conjunto cerrado la inclusorK  F equivale a la a rmacon \f (x) es nulo
fuera deF".

2.2 Funciones de prueba

De niremos ahora los espacios kasicos de la teora:
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2. Introduccon a la Teora de Distribuciones 15

EspacioD? : Es el espacio de las funciones complejagx) de nidas en el espacio real
n-dimensionalR", continuas y de soporte compacto.

EspacioD™ : Es el espacio de funciones complejaéx) de nidas en R" con derivadas
parciales continuas hasta ordem y de soporte compacto.

Observemos que una cantidad operacional tal com@x) adquiere sentido lo si es
multiplicada por una funcon auxiliar su cientemente suavey despLes es integrada sobre
todo el espacio. Este punto de vista tamben se toma como la baserpda de nicon
de una funcon generalizada arbitraria. De acuerdo a estoonsideremos el espaciD

siguiente:

1. ' (x) es una funcon in nitamente diferenciable de nida en tod punto deR". Esto
signica que D ' existe para todos los multi-ndices . Tal funcon es tamben
llamada una funcon C* .

2. Existe un rumero A tal que' (x) se anula parar > A . Esto signi ca que' (x) tiene
soporte compacto.

De nicon 2.4.  Las funciones del espaci® se llaman funciones de prueba.

Si 'y son dos escalares y;, ' , 2 D es claro que' ; + >, 2 D es decir, el

conjunto D de las funciones de base es un espacio vectorial sdbre
A continuacon, y con el objetivo de mostrar que el espaciD es no trivial, mostrare-
mos algunas funciones ebD:
Ejemplo 2.6. (a) Sean=1y f :R! R tal que
1 .
et sit>0
f(t)= ) ;
® 0 sit60
La gaca de f (t) se muestra en la gura 2.2.
f (1)
\

Figura 2.2: f (t)

Claramentef esC! , ademasf y todas sus derivadas esain acotadas.
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16 2.2. Funciones de prueba

En efecto,
et . 1
lim = lim —
ot t! 0" tet
Pero,
te%—t1+1+1+1+ —t+1+1+1+
t 212 3413 2t 312

1

, et
y esto tiende al cuandot! 0. As, I!ng Tt = 0. Por lo que
tl o*

1 .
Fet sit>0 .

fot) = . :
0 0 sit6 0
P _
De hecho todas las derivadas de son de la forma szl fT!e ¢ paraN < 1 : Como para
toda x se tiene que
2 n n
=1+ x+ Xy s X > X
2! n! n!

entonces,
n

X
m<eX 8n2N;x>0, o e*x"<n! 8n2N; x>0

Tomando x = tl se sigue quqﬁ—e t<n!8t>0,8n2N.
Por lo tanto f y todas sus derivadas estn acotadas.

Ahora, denamos' :R! Rtalque' (x)=f(1+ x)f (1 x): Entonces' (x) =0,
jxj> 1

As,
> (

‘= &7 sik<1,
0 sijxj> 1
ysop' (x)=[ 1;1]: Entonces," 2D:
De estas mismas consideraciones se sigue que si de nilps a) mediante

( a2

(@)= & slixj<a (2.4)
0 Sijxj > a

entonces sop (x;a)=[ a;ay!(x;a)2D

(b) Tamben podemos tomar R(! R tal que
(X) — e 1jzxj Si jXJ <1.
0 sijxj>1 '
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2. Introduccon a la Teora de Distribuciones 17

y, entonces, sop() = B1(0); porloque 2D:
Entonces, para la funcon : R"! R tal que

C

)= f(l jxH= €77 sijxj<1’
(%) (1) 0 sijxj> 1
tenemos que 2D:

Toi'nando a=1 en la funcon ! (x;a) y multiplicando por el factor de normalizacon
1 1

1

c= e i x7dx ; podemos construir la funcon
1
( )
()= tey = C8 T SIS

0 sijxj > 1,
Nbtese que en un punto de la frontera del soporte , por ejempio= 1, son nulas todas

las derivadas dd (x); la serie de Taylor enx 1, tiene todos sus erminos nulos pero no
representa a la funcon en ningun entorno dea.

Este hecho, es evidentemente general: todas las derivadasmsaas en todo punto de
la frontera puesto que son continuas y nulas en el exterior delpgote, pero la serie de
Taylor tiene todos sus £rminos nulos y no representa a la fuon en ningun entorno de
este punto (puesto que todo entorno contiene un punto en el cdalfuncon es no nula).

A partir de la funcon !; podemos con(struir, para cadd > O; la funcon ! - dada por

w2

()=l X = O 77 sijxj<
0 Sijxj>"
con las proEiedades: 2
R! «()dx=1; sop(-)=A=fixj6"g ct= LG T dx:
xj6"

Tamben podemos formar una suceson delta a partir de esta funon. Claramente la
sucesbn (
1
Im(g= TSI <
0 Sijxj > =,

donde 7

1
le = e 1 m2j><j2 dX

jxj6 X
es una sucesbn delta y se puede mostrar usando los netodos ddserien la primera
seccon.
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18 2.2. Funciones de prueba

Las siguientes propiedades de las funciones de prueba soirlescde probar; algunas
de ellas ya han sido mencionadas:

1. Si' 1 y' > sonelementos d®, entoncess;' 1+ C,' , pertenece &, dondecy, ¢, 2 R.
As, D es un espacio vectorial.

2. Si' 2D entoncesDX' 2D
3. Paraf(x)2Ct y' 2D,f 2D

4. Si ' (X1;X2;::7; Xm) €s una funcon de pruebam-dimensional y (Xm+1;:::;Xn) €S
una funcon de prueba i m)-dimensional, entonce$ es una funcon de prueba
en las variables<q;:::; X,

La de nicon de D no requiere que todos sus elementos tengan el mismo soporte.

Ejemplo 2.7. Las funciones erR, de(nidas mediante

a2

L= e siea
0 Sijxj > a;
y
( .
I (x 3)= e a%i x 3 Si‘j:X 3J:<a;
0 sijx 3> a;

ambas son miembros d® sin embargo, sus soportes son:
sop! (X)=( L;1) y sop!'(x 3)=(2;4):

A continuacon revisamos las nociones kasicas de convergén que necesitaremos en
este espacio.

De nicon 2.5. Una sucesonf' g, m =1;2;::: donde' ,, 2 D, converge a' ¢ Si se
satisfacen las siguientes condiciones:

1. Las' , Y ' o se anulan fuera de una regbn conun.

2.D "' n! D ' uniformemente cuandan!1 para todo multi-ndice

Claramente' ¢ 2 D y por tanto D es cerrado (0 es completo ) con respecto a esta
de nicon de convergencia. Para el caso especialy = 0, la suceson f' g se llama
suceson nula.

Ejemplo 2.8. La sucesbn
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dondef! (x;a)g se de ne en (2.4), es una sucesbn nula. Sin embargo, la sucesbn

1 x.
m - m’a

no es una suceson convergente, porque el soporte de la funcb(-;a) es la esfera con
radio ma, el cual es diferente para diferentes valores de.

Adenas del espacioD de funciones de prueba, usaremos ciertos subespacioDde
Para una regon R enR", el espacidDr contiene a todas aquellas funciones cuyo soporte
se encuentra erR, esto es,

Dr=f":" 2D;sop() Rg
Claramente es un subespacio da.

Ejemplo 2.9. Dy y Dy son dos subespacios uno-dimensionales de funciones de prueba
' (x), ' (y) y estn contenidos enD,y, el cual es el subespacio de funciones de prueba
L (xy) 2 RA

La convergencia erDr se de ne de la misma manera que eD.

2.3 Funcionales lineales

De nicon 2.6. Un funcional lineal T en D es una operacon por medio de la cual
asignaremos a toda funcon de prueba(x) un rumero real que denotaremogil;' i, tal
que

hT;C]_' 1+ ' 2i = ClhT;' 1i + Cth;' zi (25)
para' 1,'22D yC]_;C22 R.
* +
x xn
Se sigue quéiT;0 =0y T, ¢'; = g hr;'i; dondeg 2 R.
j=1 j=1

El siguiente concepto es referente a la continuidad de los @ionales lineales.

De nicon 2.7.  Un funcional lineal enD es continuo si y solamente si, para cada suceson

f' mg 2 D; la suceson de rumeroshr;' i converge ahT;' i cuando' ,, ! " As,
D E
lim hr;' wi= T;Ilm ", : (2.6)
m!l m!l

Ahora, tenemos las herramientas necesarias para de nir unasttibucon.

De nicon 2.8.  Una distribucon en U es una funcional lineal continual : D(U)! C;
con la continuidad de nida enD(U).
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20 2.4. Distribuciones regulares

2.4 Distribuciones regulares

Un tipo de distribuciones es aquel que consiste de las generadasfpnciones localmente
integrables, como se establece en el siguiente resultado.

Teorema 2.1. SeaU R" abierto yf 2 L% _(U). Entoncesf se puede identi car con
la distribucon en U

f:DWU)! C
mediante la brmula

Z

H;' 0= f(x)" (x)dx: (2.7)
RN

Demostraci on: Claramente If;' i es lineal. Ahora, probemos la continuidad. En
efecto, para cade&K U tal que K es compactoy cadd' jg! ', enD(K) tendremos:

Z Y4

jf;t 51 h ;' ool = f(x)";(x)dx f(X)' o(x)dx
ZR" Rn
= FONj(x) " o(x)]dX
zZR
6 JFOI " o(x)jdx
RN 7
6 k'j(x) "o(X)k, ) jf (x)jdx ! 0;

cuandoj !'1  (puesk@'; @' ok, ! O, cuandoj !l ).

As, si la suceson f' ,,g converge a cero, entoncds;’' i converge a cero. De aqu
gue sea continua. Por lo tantoff;' i es una distribucon.

Una distribucon de nida mediante (2.7) se llamaregular. Si una distribucon no es
regular, se llamasingular.

Dos casos particulares de distribuciones regulares son los ®gtes:

a) La distribucon cero en D tiene la siguiente propiedad:
ho;"i=0; ' 2D:
b) Si c es constante entonces 2 L%C(U) y genera IZa distribucon:

he;"i = c' (x)dx=c " (x)dx:

RN R
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2. Introduccon a la Teora de Distribuciones 21

Las distribuciones regulares tamben pueden de nirse por nig de operadores diferen-

ciales parciales. Sf (x) 2 L%, podergos de nir una distribucon como:

H;' 1= f(x)D ' (x)dx;" 2D:
RN

2.5 El Espacio D°

El conjunto de todas las distribuciones e se denotaaD°

Cuando U sea un abierto deR" entoncesDYU) ser el espacio de distribuciones en
el abierto U de R" o bienD(U) es el espacio de funciones de prueba sohte

CuandoU = R" entonces lo denotaremos a los espacios co®® D, L, etc.

loc

Las distribucionesT; y T, dan lugar a una nueva distribucon: T = ¢, T, + ¢, T, para
toda ¢;; ¢, 2 R tal que

hr;'i = h:1T1+ cTy! i = Clth;I i + CZhTZ;I i:

As, D%es un espacio lineal D% es el espacio dual d®, es un espacio mas grande
gue D y forma una generalizacon de la clase de funciones localnenntegrables por
gue contiene funciones tales comdx) que no son localmente integrables. Por tal razon
las distribuciones son llamadagunciones generalizada® simiolicas. Utilizaremos los
erminos \distribucon " y \funcon generalizada”, sin di stincon alguna.

Otra idea kasica en la teora de distribuciones se incluye en siguiente teorema.

Teorema 2.2. Dos funciones continuas que producen la misma distribunoregular son
icenticas.

Demostraci on: EIl teorema se sigue de la brmula (2.7). Seahhg 2 C: Para toda
' 2D se tiene que 7 7

f(x) ()dx= g(x)" (x)dx;
Rn RN
0 bien 7
N [f(x) g(x)]" (x)dx =0:

Seah(x) = f(x) g(x) entonces Z

hh;" i = h(x)" (x)dx =0:
Rn
Como launica funcon continua para la cualhh;' i =0 paratoda' 2D esh 0
entoncesf (x) = h(x), x 2 R":

Tesis de Maestra



22 2.5. El Espacio D°

Para funciones localmente integrables este teorema no edida, porque podemos
alterar los valores def (x) en un conjunto de medida cero sin alterar los valores de la
distribucon regular asociada conf . Sin embargo, sf (x) y g(x) son funciones localmente
integrables y son iguales casi en todas partes, entonces gemdaamisma distribucon, y
tenemos:

H;" i =hg;'i ''2D

Mas aun, tenemos el siguiente resultado:

Proposicon 2.1. Seanf;g 2L
sih;gi=hg;"i.

L.. Entonces,f = g casi en todas partes si y solamente

Demostraci on: ZSif = g casi en tgdas partesy 2 D entonces:

H;gi = nf(x)' (x)dx = ) g(x)' (x)dx=hg;"i; paratoda ' 2D:
Ahora, supongamo;s quér;' 1 = kg;'; para toda' 2 D, es decir,
N f(x)' (x)dx = N g(x)' (x)dx paratoda ' 2D
0 bien, 7
N [F(x)  9(x)]" (x)dx =0:
y X :

2 LY R = i ()i
y (x)dx =1, j' (x)j 6

. 1
Consideremos' ((y x) = = 1

t t
C(1+jxj) " ": Entonces, existe' > 0 tal que

(h ") ! h(x); t! 0
dondeh = (f @) (x) 2 LL.(R").
As,

con

Z Z
0= (f 9C) (y xdx="h(x)"«(y xdx! h(y)=(f 9g)(y)

RN R
casi en todas partes. Por lo tantof = g casi en todas partes.

Este resultado nos lleva al siguiente concepto:

De nicon 2.9. SeaU R" abierto y seanF; G 2 DYU): Supongamos qu&/ U,
V abierto. Diremos queF = G enV si y solamente si para todd 2 D (V) se tiene
quehF;"i = hG;"i. SiF;G2L{ . (U)yHh;"i=hG;"i paratoda' 2 D(V) entonces
F = G casi en todas partes sobr¥ .

Lema 2.1. SeaK R"™ un compacto yf jg}‘:l un cubrimiento nito por abiertos de
K. Entonces, existen funcioneg' jg}‘zl D talesqueO6 '; 6 1 8 =1;2:::;k;
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P
sop' | ;i =105 ky }‘Zl'j =1 en una vecindad de&K. La familia f' jg}‘zl se

llama particon C! de la unidad subordinada a la cubiertf jg}‘zl.

S
Demostraci on: Por hiptesis, sabemos qué }‘:1 . Seax 2 K entonces, existe
j 21::ktalquex 2 ;. Existe una vecindad compactK, dex tal que
X 2 KX Kx j 1

o S :
donde K denota el interior de K. Por lo que, K «wk K . Entonces, existen

[¢ [¢

K Kxj j con Kj j-
j=1 i=1
Por el lemaC?! de Urysohn (para una demostracbn de este lema consultar [9]) sten
funcionesf jg}‘:1 D talque 06 ; 6 1;sop iy j=lenK;.
De namos

1 = 1

2= 21 1),

o= 3@ )@ 2 @ 1), 266Kk
Claramente, 06 ' 6 1 j =1;:::5;K

sop() sop(;) i =100k
Ahora,' 1 =1 en Ky, mostremos qué ;+ ', =1en K[ Ky:
Seax 2 K[ Kg:
Six 2 K, entonces

i(x) = 1

"ax) = (X)[1 "i(x)]=0:
Por lo tanto, ' 1(x) + ' 2(x) = 1.
Six 2 K, entonces

"ix) = 0

"a(x) = X[ "i(x)]=1

Supongamos qué ; + ' 5 + +'v=lenKi[ K[ [ Kk
Probaremos que 1+ ' o+  + '+ ' =1en }‘:iK,-.
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S .
Seax 2 Jk:f K;: Entoncesx 2 K; paraalgunj 2f1,2;:::k+1g.

Six 2 Ky, entonces

"1(x) = 0;
"a(X) = X[ " 1(X)]=0;
"a(x) = (X[ a0l " a(X)]=0;

k() = k) I ()] [T Tk 1] =15
' ke (X) ket [ " 10OI T 2(9] [T Tk 1(OIL T k(X)) =0

1 1 1 1 — Sk+1 .
Porlotanto, ' 1+ ' >+ + '+ ki1 =1en j:lK,-.

Para terminar esta seccon, presentamos el siguiente resultadaya demostracon se
sigue del Lema 2.1:

S
Proposicon 2.2. SeafV : 2 Igla familia de abiertos deU y seaV = ,, V : Sean
F;G2DYU) tal queF = GenV paratoda 2 1. Entonces,F = GenV.

2.6 Ejemplos.

En los ejemplos 2.10 y 2.11 se hace referencia a los espdctpgjue consisten de todas
las clases de equivalencias de funciones medilflegara las cualegf j° tiene integral de
Lebesgue nita, siendo dos funciones equivalentes si son iggatasi donde quiera. A este
espacio se le dota de la norma
Z 1
- . p
kf k, = jfj°d

R
Ejemplo 2.10. Todaf 2 LP(U) = [f]: jfjPdx<1 ,16 p6 1 ; Determina un
elemento enDYU): Pues sabemos queP(U) L L _(U) D qu):

loc

Ejemplo 2.11. La convergencia erL.P implica convergencia erD® En efecto, sif, ! f
enLP,16 p< 1, mostremos que

H,;"i'h f;' i; cuando n!1 en D®
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Sea' 2D, as
Z Z
jpf; i h £ 0 = fa(x)" (x)dx f(x)" (x)dx

ZRFI Rn

= [fa(x) F()]" (X)dx
zR

6 ifa(x) )" (x)jdx
sop’

6 kfn(x) f(x)kIo K' (x)kq I Ocuando n!1

Por lo tanto, if,;"i!'h f;' i enD°

Ejemplo 2.12. La distribucon de Heaviside enR.
V4
PHg;"i = ' (X)dx; (2.8)
R

ya estudiada en la seccon 1.1 del captulo 1.
ParaR, (2.8) es: Z,
H;" i = " (x)dx: (2.9
0
ComoH (x) es una funcbon continua a pedazos, es una distribucon redgar.

Ejemplo 2.13. La distribucon delta de Dirac en R" es
hx )" (x)i="(); (2.10)

para jo en R". Claramente esta funcional es lineal. Para probar la contirdad ob-
servemos que

dm s wi = dm ()
Sin embargo, si n(x) ! 0 entonces () ! 0. As, tenemos la continuidad. De aqu
gue sea una distribucon.

Mas generalmente, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.3. Seaxo 2 U, un multi-ndicey , :D(U)! C de nida mediante
xo( )= @' (Xo):

Entonces ,, es una distribucon en U.

X

Demostraci on: Claramente es lineal.

Xo

Veamos que , es continua:
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SiK U estal queK escompactoy ;! ' enD(K) entonces@' ;! @' enK
para toda multi-ndice.
As,

w( )= @ j(X)! @' (Xo)= '
para todo multi-ndice. Por lo tanto, , es una distribucon enU:

A continuacon se prueba que Yy sus derivadas no son localmente integrables. Estas
distribuciones son, por tanto, singulares.

Proposicon 2.3. «, NO proviene de una funcon para ningin multi-ndice . En otras

alabras,
P yi

()86  f(x) (x)dx

Rn
para algunaf 2 L (U).

Demostraci on: Cuando =0 pr0\£iene de una medida :

()= d = ,0)

Rn
donde
_ 1 sixg2 A
x0(A) = 0 sSiXxgZA '’
es la medida concentrada eA.

Veamos que para =0, 30(' ) = ' (Xo), No proviene de una funcon. Supongamos
quexo=0,n=1,astenemos :D! C; (')="(0):

Como vimos en el ejemplo 2.13 y el Teorema 2.3, l&s una funcional lineal y continua
enD. Por el Teorema de Hahn-Banach (ver [9] para su demostraconyiste una extenson

continua de al espacio de funcioneis? , esto es las funciones dn' de soporte compacto;
digamos

T : LI cC
Tjp, =

R
Supongamos que existe 2 L L tal que T(' ) = rf(X)" (X)dx para toda’ 2 LY.

1.1

Para los abiertosU,, = -1 yos compactosKn = el LemaC?! de

n’n 2n 2n
Urysohn (ver [9]) permite construir una familiaf' ngn ., talque', 2D,06 ', 6 1,
n=lenkK, =;s=,consof , U,= 51,
As,
z

1=",0= (()=T(Cn= X' (xX)dx! 0, cuando n!1l esto ya que
R
* f 1 0 casi en todas partes, excepto en=0vy j' .fj6 jfj2L Y[ 1;1].
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Entonces, por el teorema de convergencia dominada de Lebesf(psga una demos-
tracon de este resultado ver [9]) se sigue que 1 =,(0) ! 0O, lo que nos lleva a una
contradiccon.

Similarmente podemos demostrar el resultado para todomulti-ndice.

Ahora, daremos a conocer un poco de notacon: Se&n2 DQU),' 2D (U). En vez
de escribirF (' ) esggibiremoshF;" i : Un caso particular seaF = f 2 L L .(U) entonces
escribimostf;' i = ., f(x)" (x)dx.

La re exon de una funcon ' enU R" es'e(x)="( X):
Siy 2 R" , denotaa la masa puntual eny, es decir,

y - DI C
hy;" i = " (y)

y es la masa puntual en el origen, es decir;' i ="' (0).

R
Proposicon 2.4. Seaf 2 L1(R") tal que ., f = a: Entonces

Rn

fil asit! 0enD®

Demostraci on: Mostremos que para todd 2 D se tiene quelfy;' i h a;' i: En
efecto,
Z Z

Fenft(y)' (y)dy = Rn1‘t(y)'<3(0 y)dy
(fe ©)0)! e0)=a()
ha:' i cuando t! O

o FH

2.7 Regularizacon

Seaf una funcon integrable sobre todo compacto, salvo sobre agled que contienen
ciertos puntos singulares: para simpli car, supondremos un slpunto singular, enx,. El
funcional f tal que 7

H;' 0= f(x)" (x)dx; * 2D

Rn

no es una distribucon sobreR": el lado derecho lo esa de nido, en general, si el soporte
de’ excluye axq; dicho de otro modo, el funcionaf es solamente una distribucon sobre
todo abierto que excluya a.
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El problema de la regularizacon es el siguiente: encontrama distribucon rf sobre
R" que se reduzca a la distribucorf sobre los abiertos que excluyen . Se dia que
esta distribucon (que prolonga, en el entorno dec, la de nicon de la distribucon f
fuera de este entorno ), es uneegularizacon de la funcon f .

Un ejemplo de regularizacon, es el siguiente.

R, .
Ejemplo 2.14. La funcon 1 no de ne una distribucon regular porque ;| ~* no es
convergente para todas las funciones de prueba. Sin embangodemos emplear la nocon
de valor principal de Cauchyy de nimos:

Z L]
PE;' x) = VP 1 ﬂdx
X 1 X
= lim ﬂdx; " 2D: (2.11)

O yje

dondeVPy P% indican el valor principal. Este Imite existe por la siguiene razon. Como
' (x) es diferenciable erx = 0, existe una funcon (x) continua enx =0 tal que

(x)="0)+x (x) (2.12)
Sea | A;ZA] el soporte de la funcon de prueba (x), entonces para' > 0,

—(X)dx = -0 + (x) dx
x> X A X z.
= (x)dx ! (x)dx cuando "! 0O (2.13)
A>jxj>" A

Se puede ver Bcilmente que esh funcional es lineal. Paragbar su continuidad hacemos
referencia a

) Z A
ﬁdx ! (x)dx cuando "! O
xpr X A
donde sop (x) =[ A;A]y encontramos que
Z
1 A L
P;;' = (x)dx 6 2Amaxj (x)j; A6 x6 A
A
por el teorema del valor medio.
As, P1 es una distribucon.
: 1 1 1 o :
Ejemplo 2.15. (x) = > (%) FP; son distribuciones singulares ed; Ilamadas

distribuciones de Heisenberg.

Finalizamos este captulo introductorio de teora de distibuciones para dar paso a las
propiedades kasicas que relacionan esta teora con la tearchsica de funciones, las cuales
nos servian en captulos posteriores para el aralisis de ertos problemas en ecuaciones
diferenciales parciales en el sentido distribucional.
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Captulo

Extenson de Operadores
Lineales de Distribuciones

Este captulo tiene como promsito principal mostrar como pdemos llegar a la de-
nicon de los operadores de Distribuciones una vez que coo®mos su de nicon en el
sentido chsico, de tal manera que estos estn bien de nidos ehsentido de distribuciones.
Adenas mostramos varios ejemplos en los cuales ilustramos aloude tales operadores
para distribuciones que selan de gran importancia en el cdaplo 5 de esta tesis. Tamben
damos a conocer el soporte y el soporte singular de una distribacmostrando varios
resultados de gran importancia y en unaultima seccon hablaos de la convergencia de
Distribuciones.

SeaT : X !'L (V) lineal, dondeX L {.(U), Uy V son abiertos deR" y
supongamos qud®: D(V) ! D Z(U) es lineal yzcontinua, tal que

hrf' i = (Tf)dx = f(TO )dx=H;T%i;
Rn RI’]
paratoda' 2D(V)y f 2 X. Entonces podemos extendef : DYU) ! D {V) tal que
paraF 2 DYU)
hWTF;'i=Hh;T%i donde ' 2D(V):

Claramente T sigue siendo lineal y adenas es continua.

Sea £ ) » una red (para una de nicon de este concepto ver [9]) eDYU) tal que
F ! FenDYU):

Antes de continuar trataremos de explicar un poco este conceptEs una generaliza-
con de la nocon de suceson, la idea clave es utilizar coaptos indexados mas general que
N. La de nicon precisa es como sigue: Una red en un conjuntd es un mapeo 7! x
de un conjunto directoA en X . Donde un conjunto directo es un conjunto equipado con
una relacon binaria.

Entonces
hF;'i'h F;'i  paratoda ' 2D(U);

29
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de aqu que,

W ;T%ith F;TO | para toda 2D (V):
As,

hTF ; i'h TF; i para toda 2D (V):
Entonces,

TF ! TF  en DYV):
Por lo tanto T es continua.

3.1 Operadores algebraicos

Ya hemos de nido la suma de dos distribuciones y la multiplicaén por un escalar. Ahora
de niremos otras operaciones algebraicas.

3.1.1 Cambio de variables

Conociendo como actia una distribuconF; nos interesa saber que ed=(x + b);" (x)i si
F(x) 2Dy "' (x) es una funcon de prueba.

Sealf;' i una distribucbn regular generada por una funconf (x) 2 L t.(R"): Sea
X = Ay a, dondeA es una matrizden n con detA 6 0y a un vector constante, una
transformacon lineal de R" en R". Entonces, tenemos:

Z
H(Ay a);' (y)i = f(Ay &' (y)dy
R”l Z
= SdetA Fenf(x)' A Y(x+ a) dx
— 1 ! .
= detA] f(x);" A Yx+a) ; (3.1)

dondeA 1! es la inversa de la matrizA.

Afortunadamente, la misma de nicon se aplica a una distribuoin singular, porque
[A 1(x + a)] es una operacon \alida en' (x). De acuerdo a esto, tenemos:

o — A H(x+ a)
hT(Ay a);" (V)i = T(x); [detA] (3.2)
De nicon 3.1. SiF 2D detA 6 0 entoncesF (Ay + b) 2D?°
' 1
FE(Ay + B ()i = F): - de(tXA b) paratoda’ 2D:  (3.3)
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Observacon 3.1. Para una traslacon simple, es decir para el caso en el que=1; la
matriz unidad, tenemos:

hE(y @), (V)i = FX);" (x+a)i: (3.4)

Observacon 3.2. Para una expanson escalar simpleA = cl, b=0, (3.3) es
. 1 D X E
hF(cy);" (y)i = JFJ F(x); c (3.5)
Ejemplo 3.1. Consideremos la delta de Dirac. Sabemos gdx);"' (x)i = ' (0). Ahora,
h(y a);" (y)i =h(x);" (x+a)i="(a):
La distribucon (y a) se denota ,(Yy), la cual como ya mencionamos en el captulo 2,
se interpreta como una distribucon de masa unitaria conceraida ena.

3.1.2 Traslacon por y2R" jo

Sif 2L{.(U)conU R"; consideremos el operador deaslacon

y:L|JE)C(U) bL |]EJC(V)
(yO)Xx) = f(x y)

dondeV = U + y abierto.

Observamos que para todd 2 L (U)," 2D (V)
Z Z
(yH)(x)" (x)dx = f(x y) (x)dx
R" ZR”
f(2)" (z+ y)dz;

ZR

f(2 (z ( y)dz
Zr

= f(z) ' (2)dz:
Rn
Entonces, es natural de nir

T%:D(V) ! D (U)
T =

As, tenemos la siguiente de nicon

Tesis de Maestra



32 3.1. Operadores algebraicos

De nicon 3.2. De nimos la traslacon por y de una distribucon como:

y:DYU) ' D V)
hyF;"i = hF, i

para todaF 2DYU) y' 2D (V).

De nicon 3.3.  Una distribucon F es homognea de grado si
F(cx) = ¢ F(x);

parac > 0.

Si F es homogenea de gradg

D E
E(cy);' (i=c" F(x);" — =chFi
y
D E
F(x);' % =c™"hF;"i:
Ejemplo 3.2 h(c)"()i:iD(x)" EE:ih(x)"(x)i'o
Jemplio S.<. Y)Yy i CG i , ,
(cx) = i (x): (3.6)

As, (X)= (X1;::;Xn) €s una distribucon homogenea de grado n.

De nicon 3.4. SeaF una distribucon. La reexon [ de F es aquella distribucon
de nida mediante D E

E,' =hF'ei; 8 2D(V): (3.7)
Ejemplo 3.3. Para la %stribuciE)n tenemos
€ () =hy" ( x)i="(0)=h(x);" (X)i
o bien, ( x) = (x): En este sentido se dice que la distribucon delta es una distribon

par.

Similarmente una distribucon con la propiedad
hE(C x);" (X)i = HE(x);" ( x)i= hF"i
es llamada una distribuconimpar.
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3.1.3 Producto de una distribucon y una funcon

En general, es difcil de nir el producto de dos funcionesaneralizadas. Esta di cultad se

presenta aun en el caso de que las distribuciones esen asocia@dafunciones localmente

integrables. Consicerese, por ejempld,(x) = g(x) = —15; es claro quef;g 2 L%, pero
X

f (x)g(x) = 1=x ZL.. Sin embargo, es posible asignar un signi cado al producto de
una funcon generalizadaF (x) y una funcon in nitamente diferenciable (x); como lo
exponemaos a continuacon.

Sea 2 C!(U),U R"; U abierto. SeaT :L}.(U)!L L.(U) de nida mediante
Tf =

As, Eara toda' 2D (V) tzenemos: 2

. (TH)(X)" (x)dx = Rn(f )(x)" (x)dx = Rnf(X)(' )(x)dx:
Entonces,
T:DU) ! D (U)
L
De aqu, podemos de nir el operador
T:DYU) !' D qU)

TF = F
como:
hF," i=h; " i 8 2D(V) (3.8)
pues' 2D
Ejemplo 3.4. h;" i=h;" i= (0 @©)= @Oh;"i=h(@Q);"i
o]
(x) (x)=(0) (x): (3.9)
Mas generalmente,
x) x )= ()& ) (3.10)

Ejemplo 3.5. Mostremos que, paran 2 Z*;

x"P = =x"1 (3.11)
X
Si' 2 D; entonces - ~
1 1 ns 1
x"P = ;' (x) =VP X709 gy = x" M (x)dx = x" 1
X 1 X 1
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3.1.4 Composicon con transformaciones lineales

SeanS 2 L (R";R") invertible, U R"yV = S (U) abiertos.
Consideremos el mapeo

T iLi(U) ! L (V)
Tf = f S

Claramente T es lineal. Adenas, para toda 2 D (V); se sigue, del teorema de cambio
de variables, que:

Z Z Z

(TH)(X)' (X) f S )= F(S(x)" (x)dx
Rn ZR" Rn Z

FSONC S HS)dx= (F( S H(S(x)dx
Rn Z R"
jdetSj * jdetSj  (f( S YH)(S(X))dx

ya R"

jdetsj * (F( S Y)(z)dz:

RN

As, Tf=1f S i
s, para , S se sigue que .

(TF)(x)' (x)dx = jdetSj *  f( S H(X)dx;

R R"

entonces, igual que antes, se sigue que:

T°:D(V) ! D (U)
T = jdetSj ' S

Finalmente, podemos de nir, paraF 2 D {U);

T:DYU) ' D qV)
TF = F S:

As,
hF S;'i=jdetSj* F;' S?
para toda' 2 D (V):

Un caso particular es el siguiente: Seéa: R" ! R" tal que S(x) = X, claramenteS
es invertible,S ' = SyjdetSj=1ysif 2L{L (U)entonces{ S)(x)=f( x)= f&x):
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3.2 Operaciones analticas

En esta seccon presentamos la operacon de diferenciacaae distribuciones, las de ni-
ciones de soporte de una distribucon y de convergencia de dibticiones.

La de nicon de derivada de una distribucon que desarrollaemos aqu nos lleva a
resultados consistentes cuando diferenciamos una distribmcique tamben es una funcon
chsica. Por lo tanto, consideraremos primero una distribum regular generada por una

3.2.1 Diferenciacon

SeanU R" abierto, y
T:CiU) ' L .U
Tf = ©@©f:
donde es un multi-ndice.

Notemos que para todad 2 D (V
10S que p Z( ) 2

(THX) (dx = (@F)(x)' ()dx=( 1)) f(x)(@" )()dx
Rn Rn RN
laultima igualdad se obtiene al integrar por partes.

Entonces, para toda 2 D (U)
Z Z Z

(@F)(x) ()dx=( 1)) fx)(@ )x¥dx= f(x) ( )'@ (x)dx:
RO Rn

RN
En este casar°=( 1) ! Tipw)-
As, podemos extenderT = @ a todo DYU) de la siguiente manera:
@ :DYU) ! D qVv)
h@F;"i = ( 1)'HF@'i; (3.12)
paraF 2 DYU)y paratoda' 2 D(V): Esta es la derivada en el sentido de distribuciones.

Notese que este resultado transforma el problema de derivar unanton generalizada
al problema de derivar una funcon de prueba que tiene deadas de todos los ordenes.

Propiedades de las derivadas generalizadas

1. De la de nicon de diferenciacon en la ecuacon (3.12 se sigue que una funcon
generalizada es in nitamente diferenciable.
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2. LaigualdadF qx) = 0 es \alida si y solamente si la distribucbn F (x) es constante.
De hecho, si suponemos que{x) = 0, entonces

0=Hqx):' X)i= hFX);" {x)i= FX) Ax)dx:

sop

R
Como' °2D(U) y op’ F(x)' {x)dx = 0 entoncesF (x) es constante.
Por otro lado, siF (x) es constante,

hFS' i =h0"i=0;

S

entoncesF{x) =0:

De esta relacon se sigue que &= FJ2, entoncesF; y F, di eren por una funcon
constante.

3. La derivada generalizada coincide con la derivada chaisiempre que la derivada
chsica exista. Seaf 2 C,(U), una funcbn continua con derivadas parciales conti-
nuas hasta orden y de soporte compacto, entonce®f en DYU) coincide con la
derivada chsica@f para multi-ndice tal que 6

Sif 2 C.(U) entoncesf 2 L1 (U), U R" abierto. Entonces,f se puede iden-

loc
ti car con la distribucon en U de nida en el teorema 2.1 del captulo 2, ecuacon

2.7).

Mostremos que
que v

@f (x)' xX)dx=( 1) f(x)@"' (x)dx
RN RN
para toda' 2 D (U):
Supongamos qua =1, =1, U=[a;Hh. Integrando por partes se obtiene
b b b
fAx)" (x)dx = f (x)' (X) ’ f(x)" {x)dx = f(x)" {x)dx:

Ahora, si =2 se tiene que
Z, z

o) (x)dx = FI%)" (x) ’ bfo(x)' Ax)dx
a X a Z b
= f(x)" {x) f(x)" °¢x)dx
z,

( 1)  f(x) {x)dx:

Supongamos que se vale para= k, es decir,
z Z,

bf ®x) (x)dx=( 1)* fx) “x)dx:

a a
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Mostremos que se vale para= k+1
Z b Z b
f D (x)' (x)dx ( D¢ 9% ®Ox)dx
a a Z
b b
(D fFx) M) f(x)" <" (x)dx
a a
Zy
( D f(x) T (x)dx:

a

Similarmente lo podemos hacer por induccon para > 1, utilizando el teorema de
Fubini e integracon por partes.

4. Como
@ @F , _ @ . L. @ _ @ @F ., |
@x @ ' " oxex Feaex - @x ex @ Y

el resultado de la diferenciacon no depende del orden de l#etenciacon, pues'
esC? .

5. La derivada del producto de una distribuconF y una funcon f (x) 2 C es

@—@?((fF ) = @Q;F + f g—; (3.14)
Claramente, para’ 2D,
%’;);' = fF; @%( = F; f @@?(
= g—;(:f + @Q;F;' = fg—;(: + @Q;F;'
fg—;(:+ @Q;F;'
Similarmente podemos de nir el producto de derivadas de ced superior y tenemos:
@(fF )= X @ 1er (3.15)
donde la suma es desde=(0;0;:::;0)a =( 1; 2;:::; n)

A continuacon presentaremos las derivadas de algunas fuones generalizadas.
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Ejemplo 3.6. Para la delta tenemos, primero

@x ). . @ _ @O
@x " @x @x
y enR",
D E ne na
M. n d _ AT (x )
= 1)dx”X:_ ' d
Segundo, para una funconf (x) 2 C! ; tenemos
@ @ Q@f' ) @' @f,
f —_— = _,f = ——L = ,f — -
@x @x @x &) @}(+ @x
_ @  ef
= () @x . @x, ()
@ @f
= f —' — h;
Dexr ex,. !
0 bien
@ @ @f
f—=f()=— —
ox 'Vex o,
Ejemplo 3.7. (a) Encontremos la derivada distribucional de la funcon:
X six>0
T 0 six60
Para ello, observemos que para 2 D, tenemos:
Z 1 z 1
X% = hxe;'9= X" {x)dx = X" qx)dx
. 7 L 1 7 L 0
= X + " (X)dx = "(x)dx = HH(X);" (X)i:
0 0 0

d
Entonces&m (x) = H(x).

(b) Para la funcon de Heaviside tenemzos:
1
H% i= hH;' 9= "Yx)dx="(0)= h;" i

0

o bien
Dirac.

= (x); es decir, la derivada de la distribucon de Heaviside es la k& de

dH (x)
dx

Observese que la funcon de Heavisidél (x) es discontinua en el origen y que el salto
de discontinuidad es igual a uno. As, podemos decir que su dexila en el sentido de
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distribuciones es el \salto"de discontinuidad en el origen miplicado por la medida de
dirac, .

Ejemplo 3.8. Ahora, estudiaremos la distribuconjxj

1 1 0
hixj;' i1 = IXj' (x)dx = X' (x)dx X' (x)dx:
1 0 1
Entonces,
YA 1 YA 0 Z 1
hxj%' i= hjxj;" 4= jixj' qx)dx = X' 9x)dx x' Ax)dx
1 1 0
Integrando por partes se sigue que:
g por p g Zqo z, z
hixj%"' i = " (x)dx + " (x)dx = sgrxdx;
1 0 1

donde sgix denota a la funcon signo:
< 1 six>0

sgx=_ 0 six=0 ;
-1 six< 0
As,
hixj%' i = hsgrnx;' i 0jxj°= sgnx:
Notese que
sgrx = H(x) H( x); (3.16)

por lo tanto la segunda derivada se obtiene como sigue:
Xi%= sgnk = H{x) HY x)= )+ ( x)=2 (%)
Estas y sus funciones asociadas juegan una parte muyutil en nmas campos del aralisis.

Por ejemplo, podemos evaluar:
1

| = jxjf %x)dx:
1
Usando los resultados anteriores:
- . l Z 1 . .
= [jxif )] JXj % qx)dx
1 1
1 Z 1
= f90) Y 1) X% X] t ixj°f (x)dx

121

fq1) Y 1) [sgrxf (X)] 11+2 (x)f (x)dx

1

fq1) fq 1) f(@) f( 1)+2f(0):
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De (3.16) observamos que
H(x)=sgnx+ H( x)= %(1+ sgnx) :
Mas aun, podemos escribir (3.16) como:
sgnx = H(X) KB (X):

Ejemplo 3.9. Sea un intervalo abierto (; ) en R, seaa 2 . Supongamos que
f 2 C'( f ag)y ademas supongamos que los Imites laterale(a+) = I|m )y

f(a )= I|m f (x) existen y son nitos. Sea {9 la derivada chsica def en f ag

y supongamos quef)] es acotada en f ag: Denotemos comalf (a) a la diferencia
f (@) f (a):Silafuncon f tiene una discontinuidad simple (o una discontinuidad de
tipo uno) en a; Jf (a) denota \el salto"de f en el puntoa.

De nuestras hiptesis, se sigue quey [f 9 de nen distribuciones en . Encontremos
la derivada def en el sentido de distribuciones.

Tenemos, que paratoda 2D ()

K%' i= hf' 9= af(x)' ox)dx ’ f(x)" {x)dx:
Integrando por partes obtenemos: 5 )
f(X) Cdx = ) (0 a[f(fI(X)' (x)dx
= Jm 1) @+ 1) ( )+Za[f(1(><)' (x)dx
! z.

= ‘@f@)+ I (dx:
Similarmente,
Z Z

f(x) Podx="@f @)+  [FIx)" (x)dx:

a

AS,
Z

Sri=r@lfar) f@a )+ [FI00° (0
Reescribiendo laultima expreson tenemos
HS i=nif(a) o' i+Hf9;" i
para toda' 2D () : Por lo tanto,
fO=Jf (@) a+[f;

es decir, la derivada chsica dé en el sentido de distribuciones es la suma de la derivada
chsica [f 9 mas una medida de masalf (a) concentrada en el puntoa.
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Finalmente presentamos un resultado en el que utilizamos logmplos anteriores y
gue nos servia mas adelante en las aplicaciones:

Teorema 3.1. Seaf (x) una funcon n veces continuamente diferenciable; entonces
fO) ") = ( DO (x)+( 1" nf" D0) )

+( 1) 2)—n(n2. Dre 20) R+ 410 O 37)

Dem%straci on: Nbtese que

Z
1 f(x) M(x) " (x)dx = ' ff(x)" (x)g ™(x)dx
1 1
Z
= ff(x) (g " Y(x) 11 11 ff(x) (x)g” ™ Y(x)dx
Z 1

= ff(x) (x)g° ™ V(x)dx:
1

DespLes de gna suceson de integraciones p%r partes, obtenemo
1 1

fFfx) (g M) =( D™ ff(x) x)g" (x)dx:

1 1
Ahora, usamos la brmula

FE) )g™ = F™(x) (x)+ nf ™ D (x)+ nf ™ D(x)" {x)

2D 26 o)+ 4 10 (o)
en la relacon anterior tenemos:
Z
1 fx) M) " )dx = ( D™ ) )+ D'nf " D(x) (%) (x)
+( 0N Dre 2601 %0y (1
+ o+ 1)”f(0) ™ (x) (x)dx
= (Y™ (0)+( 1)"nf " D(0) Y0)
+( 0N Dre 20y o)
+  +( 1)"f(0) ™M(0): (3.18)
Como z, z,
00 Pedx=( DF W0 eodx=( 1F 0(0):
1 1
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La relacon (3.18) puede escribirse como:

100 M09 (0 = (DO (0: (i +( 1" Inf " D) ;" ()
+( 1) z%f " 20)h %x);" (x)i

+ o+ (”)(x).;' x) ; (3.19)

la cual es equivalente a (3.17).

Orden de una distribucon

Del ejemplo 3.7(b) encontramos que(x) es la derivada de una distribucon regularH (x):
Por esta razon, la distribucon delta es llamada una distribwcon de ordenl. En general,
una distribucon se dicede ordenn si puede ser expresada como tesima derivada de
una distribucon regular.

Esto signi ca que mientras nmas alto sea el orden de una distribba, mas \singular”
es.

Una distribucbon de orden ceroes una distribucon regular.
Para generalizar y resumir estas ideas tenemos:

F es una distribucon deorden nito , si existe una funcon localmente integrable
f y un multi-ndice  tal que

F=Df:

3.2.2 El Soporte y el soporte singular de una distribucon

Antes de dar la de nicon de soporte de una distribucbn, necsitamos discutir elteorema
del encolado de trozos.

La cuestbn de intees es la siguiente: >se puede reconstruardie nicon global de una
distribucon sobre R" a partir de sus de niciones locales sobre abiertos que recubra
R"?. Esto es lo que Schwartz llama el problema del \encolado dezos" (ver [10], [13]).

La respuesta, positiva, la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Sea R" abierto, ysea( ) , ,donde esun conjunto de ndices, una
cubierta de . Supongamos que, para cada2 , existe una distribuconF 2DY ),y
que

F=Fen \ si \ 6 ; (3.20)

Entonces, existe unaunicaF 2D ) talqueF = F en ; paracada 2

Para demostrar este teorema, haremos uso del Lema 2.1 y del sigigieesultado:
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Lema 3.1. Designemos poDk al conjunto de los elementos de D cuyo soporteS es
estrictamente interior a K. Haciendo, entonces

)= (x)(x);

P
de donde (x) = }‘zl i(x); y las' j son las funciones encontradas en el Lema 2.1, se
tiene que ; 2 Dk, para toda]j .

Demostraci on: Esh funcon, con soporte contenido enS, es, en efecto, para toda de
la claseC! (puesto que es de esta clase sobitee icknticamente nula fuera deS). Luego,
cualquiera que sea el recubrimiento del compactd por una unon nita de abiertos
acotados |, todo elemento deDx es la suma de igual rumero de elementog del mismo
espacio, estando el soporte dg en ;:

Ahora, podemos demostrar el teorema del encolado de trozos.

Demostraci on (del Teorema 3.2): Sea 2 D(), con soporte S. Por el Lema 3.1
tomando paraK compacto tal que S sea interior. Al estar recubierto por los
tamben lo esa K, por un rumero nito de ellos.

P
Denoemosle por (1);::: (m): setiene, = j’":l i (x) siendo cada ; de la clase
C! y estando su soporte el \  y,j =1;:::;m.

Entonces podemos elegir,

bEio= e i = SNH
i=1 j=1
= Fay (0 (3.21)
i=1
donde las' ; son las funciones encontradas en el Lema2.4.
Consideremos otra cubierta abierta 0(1) ..... %) del sop , y un conjunto correspon-

diente de funciones  tales que se satisface el Lema 3.1. Entonces,

X X X
Fay () = Fay ' ik
j=1 j=1 k=1
X X 0
= F (k); ' j' K ; (322)
j=1 k=1
por (3.20). Sumando sobre lag% tenemos:
X X 0
Fay' i = Fa: " k-
i=1 k=1
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Por lo tanto, (3.21) de ne hF; i no ambiguamente. Mas aun, si sop para algunos
2 entonces podemos tomarl =1 y concluirqueF = F en

Finalmente, mostremos que (3.21) es una distribucon:
Claramente (3.21) es lineal.

Probemos que es continua; en efecto para ca#la tal que K es compacto y

( ,-)jl:1 una suceson enD() tal que ;! en D(K) tendremos:
- . e Xﬂ XT]
JhF, il h F: ] = F(,), i F(,), i
i=1 i=1
= Fay'ij Fay '
i=1
6 Faoii Fa'
i=1
= FaoiCip ) v 0
i=1
cuandoj !'1

Por lo tanto, hF; i es una distribucon. Quedando as completamente mostradol e
teorema.

Por ahora, no podemos hablar acerca de propiedades de distdgiones, lo podemos
considerar su accon en la clase de funciones de prueba.

Las funciones generalizadas no pueden ser evaluadas en pgjyjaeden ser restringidas
a conjuntos abiertos. SiG es un subconjunto de , entoncesD(G) esh naturalmente
incluido en D(), y por lo tanto toda funcon generalizada en dene una f uncon
generalizada erG por restriccon. Consecuentemente, podemos de nir:

De nicon 3.5. Decimos queF 2 DY) se anula enG R" abierto sihF;" i =0
para toda' 2 D. Una distribucon F se anula en una regon deR" si se anula en una
vecindad de toda parte d&. De acuerdo a esto, las distribucionels; y F, son iguales en
GsiF; F,=0 paratodax 2 G.

De nicon 3.6.  Un puntox se llama un punto esencial de una distribucoR si no existe
una vecindad dex en la cualF se anula.

Ahora, como una consecuencia del Teorema del Encolado de Tz® niremos el
soporte de una distribucon.

Por los resultados anteriormente expuestos, sabemos que cuamta distribucon
esh de nida sobre diversos abiertos (por de niciones no cordadictoras sobre las partes
comunes), est de nida sobre su unon.
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En particular, si una distribucon F es nula sobre diversos abiertos es nula sobre su
unon.

Consideremos en tal caso, todos los abiertos en los dgue 0. Entre ellos existe uno
mayor que los denas, que es su unbn. Desigremosle pop; su complementoO = § se
denominasoportede la distribucon F.

Se puede dar a est de nicon varias formas equivalentes:

1. O es el complemento de las uniones de los abiertos en gue 0.
2. x 2 O si, y solamente siF no es nula en ninguna vecindad de.

3. O es el mnimo cerrado tal queF es nula sobre todo abierto exterior ®.

Tecnicamente, podemos describir el soporte como el conjunterrado mas pequefo
fuera del cualF se anula.

Ejemplo 3.10. EIl sopH (x), dondeH (x) es la funcon de Heaviside, es el eje positivo,
es decir,x > 0O

Ejemplo 3.11. El soporte de la delta de Dirac, sop(x), y de cada una de sus derivadas,
es el puntox =0:

Proposicon 3.1. Si la distribucon F se anula enx 2 R entonces tambenD F =0
para x 2 R; entoncessopD F  sopF:

Demostraci on: La prueba se sigue observando que' sk D r, entonces tambenD ' 2
Dr: As,

D F;'i=( 1)'HF:;D "i=0;
de donde se sigue que F =0 para toda x 2 R: Por lo tanto, sopD F  sopF:

Proposicon 3.2. Seaa una funcon. Entonces sopaF sopa\ sopF:

Demostraci on: Notese que six 2 sopaF, entoncesa(x)F (x) 6 0 para toda vecindad
dex. Es decir,a(x) 6 0y F(x) 6 0 para toda vecindad dex. As, x 2 sopay x 2 sopF,
esto esx 2 sopa\ sopF:

Ejemplo 3.12. La distribucon
Fi*=F{+Ff+ +F?
tiene a todo el espacidR" como su soporte, a pesar de qjEj? se anula enF = 0. La

razon es que es el comportamiento de una distribucon sobra ecindad de un punto que
determina si el punto est en el soporte dé:
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Teorema 3.3. SeaF 2DY) y' 2D() . Silos soportes dé y' son ajenos, entonces
hF;'i=0:

Demostraci on: SeaK = sop': Por himptesis, todo punto del compactoK tiene una
vecindad abierta en el cuaF = 0. Esta cubierta abierta deK contiene una subcubierta
10 meCon q;:::; . como en %I Lema 2.1£enemos:
xXn X0
"I =h;1 1= F; = hF, '1=0;
j=1 j=1
yaque ;' 2D( j)yF =0en ; paraj =1;:::;m por hiptesis; lo cual prueba el
teorema.

Corolario 3.1. SiF 2DY) vy todo punto de tiene una vecindad en la cuaF = 0,
entoncesF =0.

Otro concepto importante es el desoporte singular.Este se de ne como la cerradura
del conjunto de puntos dondd- (x) no es una funcon suave. Es el conjunto mas pequeno
fuera del cualF es igual a una funconf (x) que posee derivadas de todos los ordenes.

Ejemplo 3.13. La (x) y la funcon H(x) tienen como soporte singular al puntx = 0.
Similarmente la distribucon jxj tamben tiene al punto x = 0 como soporte singular.

Comoultimo ejemplo consideremos el siguiente.

Ejemplo 3.14. Considere el funcional

1 (senX)" (x)dx
1

Escribendolo como: z, z,
(senX)' (x)dx = f(x)" (x)dx
1 1

donde
senX si 1<x< 1;

F(x)= 0 en otro caso,

es claro que el soporte de este funcional es el intervalo ceadd 1; 1] mientras que su
soporte singular consiste de los puntos -1y 1.

Para terminar esta subseccon estudiaremos dos resultados. Elirpero de ellos se
re ere a la composicon [f (x)] dondef (x) es una funcon, y probaremos que

X (X Xm).

o=

(3.23)

m=1
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dondefx,;m=1;2;:::;ng es el conjunto de ceros simples dgx).

Supongamos qué (x) tiene unicamente un cero simple erx = x; y que f {x;) > 0,

toncesf es uno a uno en una vecindad de,. La sustitucon y = f (x) en el funcional
T IF )] (x)dx nos da

Z 1 ' !

X X

) f[O((Xy))l o= O(( ),

1 1)

Para el casdf {x;) < 0 los Imites de integracbn se invierten y el lado derechoella

" (x1)

relacon anterior es

. Combinando estos dos casos, tenemos:

f Ax1)
(X Xq)
f(X)] = ——-:
el JEAxw)]
Cuando la funconf (x) tiene ceros simples eRry; X»; @ ::; Xn, tenemos la relacon (3.23)

Si f (x) tiene ceros de orden mayor, no se le da signi cado alguno f (x)].

La siguiente aproximacon alternativa es instructiva y util para resolver problemas
espec cos. Para jar ideas, supongamos nuevamente qugXx) tiene un cero simple en
X1 y as f(x;) = 0 pero f{x;) 6 0, lo que asumimos nuevamente positivo. Mas aun,
consideremos primero un intervalo nito <x ; < . As, f(x) crece morotonamente de
f( )af( )cuandox corre de a , entonces

HIf ()] = H(x  xa) (3.24)

dondeH es la funcon de Heaviside. Derivando (3.24) obtenemos:

d _
o EeI= (x x)

i [FOOl=F Xl * (x xa): (3.25)
Para una funcon morotonamente decrecientd
HIF (O] = H(x:  X) (3.26)
cuya diferencial es
[FOOl= [FO)] ' (x xa): (3.27)

Combinando (3.27) con (3.25) nuevamente tenemos (3.23).

La extenson a mas ceros simples e intervalos in nitos ahoras natural.
Claramente, si existern ceros def (x), entonces

X (X Xm).

o=

m=1
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como se quera.

Podemos dar un paso mas y evaluarf (x)], donde f (x) es una funcbn 2 veces
continuamente diferenciable que crece morotonamente d¢ ) af( ). Sif() = 0,
donde < < , entonces

T (x)] = ™ )+ ) x oy (3.28)

1
it 9 )2
De hecho, si (x) es una funcon de prueba y si hacemos el cambic= f (x), tenemos
Z 1 Z 1
Y FeOIdx = f ) Q) f i) it
1 1

H (x); 9f ()]

B d | 0 _ d \ dx

= g f )y f o) i} = g Mg ~
d " 1 _ 1 00 O
A FROTRg - fq) if 40)j®

1 "9) O

f) f4)  jfQ)j?

it x )
i Q)

lo que prueba (3.28).

3.2.3 Convergencia de distribuciones

Hemos discutido algunas de las propiedades nmas importanteg fuinciones que hemos
generalizado a distribuciones; hasta el momento ®lo hemos tedo de la convergencia de
las funciones de prueba en el sentido chsico. En esta seccoesarrollaremos el concepto
de convergencia de distribuciones.

Como comentbamos al inicio de la seccbn 2.5 (mgina 21kl espacioD tiene como
dual al espacioD y le asociamos la siguiente de nicon de convergencia.

De nicon 3.7. Una sucesbn de distribuciones,, 2 D® m = 1;2;:::; se dice que con-
verge a una distribuconF 2 D9 si

im WFm:' i = HF;' | (3.29)

m!l

para toda' 2D:
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3. Extenson de Operadores Lineales de Distribuciones 49

Cuando la suceson de distribuciones consiste de funciones looante integrables
fm(X); existe la siguiente relacon entre convergencia chsica y neergencia distribucional
tamben conocida como convergencia cebil.

Proposicon 3.3.  Seanfy, 2 L. Sifm(x) I f (x) sobre cada intervalo nito, entonces

Hyn:"ith £ 0
Demostraci on: En efecto,
Z 1
lim W' 1 = lim fm(X)" (X)dx
m!l m!l 1
1
= f(x)" (x)dx
1
= Hh;' i

para' 2D, yaquefnm(x)!" f(X):
Teorema 3.4. Si la suceson F, de distribuciones converge &, entonces la suceson
D Fn, converge ab F .

Demostraci on: En efecto, para’ 2D

lim D Fri®i = lim ( 1) ;D "i=( 1y 'HF;D'i=m F;"i;
m!

m!l

ya queF, ! F en el sentido cebil.

De nido el concepto de Imite de una suceson de distribucioas tenemos el siguiente
concepto para la convergencia de series de distribuciones:

P
De nicon 3.8.  Una serie de disfibuciones ! _ Sm converge aT si la sucesbn de
sumas parcialed T,,g = ':nzl Sm converge ar.

o P,
Escribimos S,=T.

m=1 ~m

Como consecuencia del Teorema 3.4 tenemos el siguiente redolta

Corolario 3.2. Toda suceson convergente o serie de distribuciones puedediéerenciada
ermino por ermino las veces que sea necesario.

Hemos visto en la Proposicon 3.3 que si una suceson de funciorlesalmente inte-
grables converge uniformemente a una funcoh, entonces tamben converge d& en el
sentido de distribuciones.
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50 3.2. Operaciones analticas

Ahora, extenderemos la de nicon de convergencia cebil ana suceson de distribu-
cionesF (x) que depende de un paametro real . Esto es,

F! F cuando ! 4 si IiimH:;'i:H:;'i; "' 2D: (3.30)
oo

El teorema de diferenciacon en este caso nos da:
im D F;" =lim ( 1) 'JHE:D 'i=( 1Y'HF;D 'i=HD F;"i:
! 0 : 0
Un resultado importante es la completez dBY).

Teorema 3.5. Seaf, una suceson enDY) tal quehf ;' i converge paratoda 2D() :
Entonces existd 2 DY) tal quef,! f. En otras palabras,D°es completo con respecto
a la convergencia cebil.

Demostraci on: De namos
b 1= lim Ho;t i (3.31)
n!l
Claramente,f es un mapeo lineal d®() a R.

Para veri carquef 2 DY) ;tenemos que establecer su continuidad, es decir, debemos
mostrar que si' , ! 0enD() ; entoncesh;" ,i! O.

Supongamos lo contrario.

Entonces, desples de elegir una subsuceson que nuevamenteataremos coma ,,
supondremos que , ! 0 perojhf;' »ij > ¢c>0:

Ahora, recordemos que convergencia a 0 &) signi ca que los soportes de todas
las' , esan en un compacto jo de y que todas las derivadas de la$ ,, convergen a
cero uniformemente.

Desples de elegir nuevamente una subsucesbn, asumiremos que
jD "n(x)j6 4 "paraj j6 n:
Sea ahora , =2"" ,: Entonces las , convergen a 0 e (), pero jhf;" Hij!1l

Ahora, recursivamente construiremos una subsucesiif °g def f,,g y una subsuceson
f %gdef ,g:

Primero elijamos ? tal que jhf; %j > 1
Comotf,; fith f; Ji;debemos elegif { tal que jhfp; 0ij > 1: Ahora, elijamosf?
y jo paraj < n . Entonces, elegimos ¢ de la sucesonf g tal que
1 .
f& 5 < oy ) =1:2;:un 1 (3.32)

Xl
jnf;  Oij > f: 9 +n (3.33)
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Esto es posible por que, por un lado, ! 0, y por otro ladojhf; ,ij!'1 . Como,
., ith f, i, podemos elegif ° tal que

Xl

jf % Ojj > £ 0 +n: (3.34)

n j

Ahora, elegimos

|
S o

(3.35)

Se sigue de la construccon de las? que las series de la derecha convergen[2().

Por lo tanto,
X 1

X
i = fO. 0 + 1% O+ £9, 0 (3.36)

n'oj n n' o j
i=1 j=n+l

De (3.32) encontramos que

3 .
£ 0 < 2" 1 =1 (3.37)

n» j
j=n+1 j=n+1

y esto junto con (3.36) y (3.34) implica qughf %; ij >n 1.
Por lo tanto, el Imite de
HO i
cuandon!1 no existe, lo cual es una contradiccon.
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Captulo

Propiedades Adicionales de
Distribuciones.

En este captulo desarrollaremos tres propiedades muy impgantes de las distribu-
ciones que son: la transformada de Fourier, el producto directle distribuciones y la
convolucon. Estas propiedades son de gran utilidad para rdser algunos problemas
kasicos de ecuaciones diferenciales en el sentido distritar@l, llevaremos a la pactica
estos resultados para analizar cierto tipo de problemas al hdel captulo.

4.1 Distribuciones temperadas y transformadas de
Fourier

En esta seccon, nuestro objetivo sela extender la de niconde transformada de Fourier
a las distribuciones. Primero recordemos que la de nicon deansformada de Fourier es,

Z
)= F (f (x)) = ' e f (x)dx: (4.1)

1

Claramente, sig(x) = f (x) casi en todas partes entoncely( ) = fb( ). La funcon 1b( )
de nida en (4.1) es una funcon continua, luego es localmésn integrable. Podemos en-
tonces considerarla como unazdistribucbn % Si (x) es una funcon de prueba, se tiene:
D E 1 1 1
Y= fix = () €*f(x)dxd:
1 1 1
Pero, dado quée (x)e€* f (x) es integrable en el espacio producto de las , por el teorema
de Fubini (ver [9]) se puede intezrcambiar el orden de integrac para obtener:
D 1 1
= f(x) €X' ()ddx = If; bi:

1 1
Esta relacon sugiere que la extenson de la transformada de &der a las distribuciones
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54 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

se puede de nir mediante la relacon
D E

B = hi: (4.2)

Para dar sentido a esta brmula haba que ver las propiedadegue tienen las funciones
gue son transformadas de Fourier de una funcon(x) del espacioD.

La existencia y la derivabilidad de la transformada de Fouriedependen de que las
funcionese* ' (x) y €* x' (x) sean integrables. Si es real {inico caso considerado hasta
ahora), tenemos quge * j = 1, por lo que este factor no in uye en la integrabilidad, pero
si = 1+iycon 1; 2 C;entoncege”j= e ?*y este factor altera las propiedades de
integrabilidad (por ser el intervalo de integracon in nito). Pero si' 2 D la integracon
se hace sobre un intervalo nito y, por lo tanto, las funcioneg*' (x) y €* x' (x) son
integrables para 2 C: La brmula (4.1) de ne en este caso una funcbnib( ) de nida
y derivable enC; es decir, una funcon entera; se tiene entonces que la transfmada de
Fourier de una funcon' (x) de soporte acotado es una funcbI*P( ) que se puede prolongar
al campo complejo y dicha prolongacon nos da una funconrgera.

La funcon entera 1b( ) no puede ser nula en un segmento del ejX Gsin ser icentica-
mente nula. Mas aun tenemos el siguiente resultado:

Proposicon 4.1. Sea' 2 D entoncesb=2 D si' no es icenticamente cero. De hecho,
'b no puede anularse en un abierto no vaco a menos que= 0.

Demostraci on: Supongamos qué se anula en una vecindad de un puntg 2 R":

Sin perdida de generalidad supongamos qug= 0. (En otro caso, si o & 0 substitu-
imos' por la funcon € ' (x) y as F (¢ ' )= b la cual se anula en una vecindad
de 0). As,

. ‘o 2R (ix)K, X s
b() = e’ (x)dx = i (x)dx = Ml (x)*" (x)dx
Rn Rn k:o . k:0 . Rn
ps ikZ X ki
= 7 —( X1+ + nXp) " (X)dx
Ko 1
k=0 j i=k
X x £ X x £
= — % " (x)dx = —  (ix) " (x)dx
I I
k=0 j j=k ~ R" k=0 j j=k ~ R"
XX _ X X X
= —F 0 ) = —@b0)=" —@b0)=0
k=0 j j=k B k=0 j j=k '

donde hemos usado la brmula multinomial,

(Xi+Xe+  +xn)'= X
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Entonces'd( ) =0 paratoda 2 R". Porlotanto,’ O:

Por lo tanto, si para mantener la de nicon chsica de la transformada de Fourier de
una funcon, queremos de nir la transformada de una distribgon por la brmula (4.2),
tenemos que sacar de las funciones de prueba la restricconsde de soporte acotado.

A primera vista podra pensarse en considerar las distribuciosele soporte compacto,
pero acabamos de ver que si nos limitamos a ellas sus transforasde Fourier no son ya
de soporte compacto y no se poda reiterar la transformada de &oer.

La posibilidad de la extensbn fue conseguida por Schwartz, a@litar estas di cultades
enriqueciendo la clase de funciones de prueba creando un uespacio de prueba, el de
las funciones inde nidamente derivables de crecimient@apido en el in nito, en el que se
reemplaza la condicon de ser nulas en un entorno del in nitopor la condicon de que
las funciones en el in nito sean in niesimas de un orden mayoque cualquier in nito
potencial, en otras palabras las funciones en este espacio sdes que ella y sus derivadas
se anulan en in nito mas apido que el recproco de cualquer potencia dejx;.

4.1.1 Funciones de Prueba de Rapido Decaimiento

De nicon 4.1.  El espacioS de funciones de prueba de apido decaimiento contiene a las

1. ' (x) es in nitamente diferenciable; es decir, (x) 2 C! (R"):
2. ' (x), as como sus derivadas de todos los ordenes, se anulan emito mas apido
gue el recproco de cualquier polinomio.

Este espacio de funciones tamben se conoce como espacidgsdbwartz y a sus elementos
se les llama funciones de Schwartz.

La propiedad 2 puede expresarse por la desigualdad
jXPD ' (x)j <Cyp ; (4.3)

es una constante que depende g y ' (x).

Es evidente queD  S; porque todas las funciones de prueba &nse anulan fuera de
un intervalo nito, mientras que todas las funciones de prum enS decrecen apidamente
en in nito.

Convergencia en S

Una sucesbn de funciones de prueba & f' ,(x)g se dice que converge'ay(x) siy 2lo si
las funciones ., (x) y todas sus derivadas convergen'a y las correspondientes derivadas
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56 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

de' o convergen uniformemente con respectoxaen toda regon acotadaR de R". Esto
signi ca que los rumerosC, que ocurren en (4.3) pueden elegirse independientemente
de x de tal forma que
(D '"m D "gj<C, 8m:
Una funcon ' 2 C! (R") es de mpido decaimiento si
k' ky, y=sup x"D ' <1 8N;8: (4.4)

x2R"

Una suceson ( j)jlzl 2 S se dice que converge a cero éhsi k' jk 0 cuando
jr1

La ran de esta terminologa es que, si 2 S, entonces cadd ' tiende a cero nas
apido que jxj " paratodaN > 0 cuandojxj! 1

|
(N; ) -

Las seminormas en (4.4) generan una topologa; mas aun t@mos el siguiente resul-
tado:

Proposicon 4.2. S es completo.

Demostraci on: Sea ( k)iz1 una sucesbn de Cauchy ers: Entonces

K' 'jk(N;)! 0 cuando k;j!1 8 N;8 ;
es decir, dadd’' > 0 existeM 2 N tal que 8k;j > M
supjxi" j@' k() @' (x)j <" (4.5)
Debemos hallar una funcon o 2 Stal que k' okn: y! Ocuandoj 118 N;8:

De (4.5) se tiene que para toda 2 R"
j@ «(x) @ j(x)j<" 8kj>N; 8
Como esto signi ca convergencia uniforme d@' ¢ enR", para cada existe continua
tal que
@' ! cuando k!'1 uniformemente en R":
Veamos que = @ oYyquek x  oky.,! Ocuandok!1l ;8N;8:
Notemos que para =0 ' ! uniformemente.

Sea =¢ =(0;:::;0;1,0;:::;0) con un 1 en ej esimo lugar; entonces
t

"k(x+tg) Tk(X)= @ «k(x+ sg)ds:
0

Tomamos Imite cuandok !'1  (y dividiendo por '2:
t

}[ o(x +tgj)  o(X)]= 1 e (X + sg)ds:
t t , ©
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Tomando Imite cuandot! 0O obtenemos

@ ofX) = ¢(X):
Inductivamente, tenemos qued o = 8:
Basta ver quek Ok(N; ) I Ocuandok!18 N; 8: Parak;j > M se tiene

xVj@ «(x) @ j(x)j<" 8x2 R":
Mantenemos jak > M y tomamos Imite cuandoj !'1

xi"j@' «(x) @ o(x)j6 "; 8x 2 R"™
As, para toda k > M tenemosk’ ok(N; ) 6 ": Por lo tanto, S es completo.
Un resultado no menos importante que el anterior es el siguiente

Proposicon 4.3. i.- D es denso erS. Mas precisamente: dada’ 2 Sy dada 2D
tal que
_ 1 si jxj<1 .
=" 0 s jxj>2°
entonces, las funciones
X
"m(X) = o m=1;2:::

son funciones de prueba eD y la sucesonf' ,,(x)g converge a (x) en el sentido
de S, y veri ca que

"m(X)! " (x); cuando m!1l en S
i.- S L !,ylainyeccbn es continua.

La demostracon de este resultado se basa en las normas de nidas(4.5) y la con-
vergencia de nida ensS.

Funciones de Lento Crecimiento

todas sus derivadas, crecen en in nito mas lento que algun pmomio. Es decir, existen
constantes,C, m y A tal que

iD f(X)j6 Cjxj™; jxj>A: (4.6)
4.1.2 Distribuciones Temperadas
Un funcional lineal y continuo T sobre S se llamadistribucon de lento crecimiento o

distribucon temperada, si a cada’ 2 S, se le asigna un rumero complejdT;' i con las
propiedades:
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58 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

1. hT;C]_I 1+ C2I 2i = C]_hT;' 1i + Cth;' 2|,

2. I||£n hT;' ni =0; para toda suceson nulaf' (x)g 2 S
m:
Denotaremos comd® al conjunto de distribuciones temperadas, o bien al dual d&

Se sigue de la de nicon de convergencia €@ y en S que una sucesornt' ,(xX)g que
converge a (x) en el sentido deD tamben converge a' (x) en el sentido deS, pues al
estar todas contenidas en un compacto jo la convergencia @mime de las' ., hacia'
implica la convergencia uniforme de lagN' ., haciaxN' , puesto que la potencia esa
acotada en el compacto jo.

As, todo funcional lineal y continuo enS tambén lo es enD v, por lo tanto S° D °©

En efecto, siT 2 S comoD S, HhT;'i esta de nida para toda' 2 D. Adenas,
Si Iilm "n =0 en D, se tiene que lIim' n =0ens§S, luego I}m hT;' i = 0. Por otra
n! n! n!

parte, siT es temperada, el conocimiento que se tiene dE; i 8 2D nos permite, por
continuidad, de nir hT;"i 8' 2 S

De hecho, tenemos el siguiente resultado:

Proposicon 4.4. DadaF 2 SoentoncestD 2D°

Para mostrar la validez de este resultado basta probar que'si! ' enD entonces
" hith Fphi
As, si = fF 2D°: F se extiende continuamente &g, entoncess’ D °.

Afortunadamente, muchas de las distribuciones @b ya discutidas son distribuciones
en S. Slo aquellas distribuciones erD que crecen muy rapido al in nito no pueden ser
extendidas aS.

Diremos que una funcon localmente integrable es temperadi como distribucon lo
es. De hecho, as como las funciones ér},. forman un subconjunto especial d®° las
funciones de lento crecimiento juegan ese papel gh

El resultado correspondiente es:

Teorema 4.1. Toda funcon f (x) de lento crecimiento genera una distribucon a trawes
de la brmula: 7

H;' 0= f(x) (x)dx; ' 28S 4.7)
Rn

Demostraci on: Claramente, es un funcional lineal. Para probar la contindad, debe-
mos mostrar que sf' ,g es una sucesbn nula ers, entoncesif;' i! 0, m!1l

Ahora, para cadam,
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Z Z

f(X)" m(X)dx = ) 1+ X" m(x) dx;

R re (1+ jxj?)

dondel > 0 es un entero.

. f(x .
Cuandol es su cientemente grande,(—)_2| es absolutamente integrable, y tene-

1+
mos 1+ %%
z z £ (x)
f(X)' m(x)dx 6 sup (1+jxj*)" m(X) —
; R (1+jx]%)!
El lado derecho se aproxima a cero cuandg, ! 0 para toda' ., nula, lo cual prueba la
continuidad.

R

Ahora presentamos algunos ejemplos de distribuciones $h

Ejemplo 4.1. SeaU R" abierto y de namos
EYU) = fF 2 DYU)jsopF es compactg
Entoncese® S
SeanF 2E%y (' ,)i,, Stalque',! 0enS, es decir,
K' nkin: ) = ngpanij@l n(X)j! O; cuandon!l 8 N;8:
Entonces,' , converge enC! a 0. As,
h=:' hi'h F;0i cuando n!1
Por lo tanto, F 2 S

Ejemplo 4.2. LP Sparal6 p6 1. Seanf 2LPy( k)ﬁz1 Stal que' !
0; cuandok!1 enS, entoncesk’ kk(N; y 10 cuandok !l paratodaN y para toda

Luego,
g Z Z

jhf;" ij = f ()" k(x)dx 6
Rn
dondep y q son exponentes conjugados.

I COI k(¥)jdx 6 kf k K kg ;
RI’]

Sig= 1, es decirp =1 ya terminamos puesk’ yk, = K' kk; = K' kkgq.p:
Supongamos que ¥ p6 1,as16 g<1,tenemos:
Z Z

. L NG onig OX
Kokd= Jifdx = N 0
RN RN Z JXJ
dx
6 k' k% T
kB(N;0) anqu
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60 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

De aqu que jhf;" «ij 6 kfk k' kg ! O cuandok!1
Por lo tanto, f 2 S

Ejemplo 4.3. Seaf (x)= &,x2R:f2C! L i

loc?

as f 2D%perof 2 S,

Construiremos una suceson (; )jl=1 Stalque ;! O peroHlf; ;i no converja a

cero.

R
Sea 2D talque , =1.

Sea j(x)=e* (x j), j2Sporque j2C'y
X
xht@e* (x j)N6ixi" C @e* @ (x j)
X 6
R \ X .
= X Ce* @ (x j)
6

ixi" @( )

sop ( B;B), para algun B > 0.

Sij>2B,x j6 B j< Bentonces (x j)=0 paratodax 2 sop:
Por lo tanto, k jk. ;!
As, ;! 0enS Pero

O cuandoj !'1 paratodaN y para toda

Z
H, ji= €e” (x j)dx= (x j)dx=1;

R R
es decir,if; i no converge a 0.

Por lo tanto, f 2 S*

Ejemplo 4.4. Sea ahoraf (x) = € cose; f 2 S
f (x) = g4x) donde g(x) = sene*.
Si( k)i, Stalque'y! 0enS, esdecirk k. ! O
Z Z

e ki = g k(x)dx g(x)" {(x)dx
R

ZR
6 jsenegjj' L (x)jdx
ZR
X
6 i 2(x)j (1 + jX)) P ——=
J" k( )JZ( jXj) @+ x))?
6 K kkp.) (ljﬁl 0 cuando k!'1

As, S puede contener ciertas funciones dri,. que no son de lento crecimiento.
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Como en el caso d®° de nimos convergencia ens® como convergencia cebil. La
de nicbn exacta es:

De nicon 4.2.  La suceson f F,g de distribuciones ers’ converge aF 2 Ssi para toda
' 2 S setiene queF,;"ith F;"i cuandom!1

De esta de nicon y ya que S D © se sigue que una sucesbn de distribucion&s,
que converge ers’ a una distribucon F 2 S tambéen converge enD®a una distribucbn
F.

Resumamos los resultados anteriores en el siguiente teorema:

Teorema 4.2. D Sy S D% Mas ain, convergencia enD implica convergencia en
S, y convergencia cebil enS° implica convergencia cebil enD°.

Las operaciones que fueron de nidas para distribuciones Bison \alidas enS’porque
S es un subespacio db°.

Finalmente, tenemos las herramientas necesarias para de ra transformada de
Fourier.

4.1.3 Transformada de Fourier

Transformada de Fourier de Funciones de Prueba

Consideremos primero la transformada de Fourier de las funces de prueba

Z
b()=F[ x)]= €* xX)dx; ' 28S (4.8)
donde X = X1+ Xo+ + oXn Y 1;:::; n SONn rumeros reales.
La transformada inversa es
Z
1 .

] —_ 1m —_ I X .

(xX)=F *[b()]= 2 e "“'b()d: (4.9)

Teorema 4.3. Si' 2 S, entoncesb( ) existe y tambén esta enS.

Demostraci on: Por el %oido decaimiento de' (x) enjxj = 1 , la integral
1
(ix)ke* " (x)dx; k=0;1,2:::
1

converge absolutamente. Esta integral es el resultado de déeciark veces, bajo el signo
de integral, la expreson parab. Por lo tanto, representa lak-esima derivada de'b,
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62 4.1. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

z
d“b b i ke b
5 f( ) - ) (ix)ke* ' (x)dx = (ix)* "():
De esta relacbn se sigue que .
d“b( ) Yk 4
qx 6 ) X odx;
la cantidad del lado IZ%UIel’dO es acotada para toda Tamben,
d" ( ) 21 d? ;
()P T 1 (ix)<' (x) e' dx=( 1) 1 dXp(ix)"' (x) €*dx;
donde hicimos uso de integracon por partes. Como el erminentre corchetes est en
P g«
S, la funcon d ' (x) €* es absolutamente integrable, y por lo tanto P b )

dxP
acotado para toda . Los multi-ndices k y p son arbitrarios. As, b( ) 2 S

d k

As, los miembros deS son mapeados por la transformada de Fourier en miembros de
S. La operacon transformada inversaF ! tiene propiedades aralogas. Mas aun, por la

brmula de inverson, tenemos
1

e2b(z)dz=2" ( x)

1
[bf=2" ( x): (4.10)

Esto muestra que toda funcon erSS es una transformada de Fourier de alguna funcon
en S. Tamben, si b = 0, entonces' = 0O; es decir, la transformada de Fourier esunica.
As, la transformada de Fourier es un mapeo lineal d€ en S.

Este mapeo tamben es continuo. De hecho, séa, ! cuandom!1 enS.

Entonces, del aralisis previo encontramos que

Z
dk 1 1 l dk 1 1
I (OB~ A LN
6 sup bt ] (1+x2)'Z o
P axk DU m @+ %9

De esta desigualdad se sigue que
dk

dk
P—b,! P—
dxk dxk
con lo que queda probado el teorema.

b

El resultado aralogo es \alido para la transformada de Fouer inversa. Podemos
resumir estos resultados en el siguiente
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Teorema 4.4. La transformada de Fourier y su inversa son mapeos linealegntinuos
y 1-1 deSenS.

Para obtener la transformada de Fourier de una distribuconémperada, necesitamos
algunas brmulas especi cas para la transformada de Fouriele' , las cuales discutiremos
enseguida.

Usando integracon por partes, tenemos que

dk- b Z 1 ]
o O=C ) e dx=( i )b(); (4.11)
1
° " id “ k
™ ()= k'b( ): (4.12)
De la relacon
1 , gk Z4 .
(ix) (x)e* dx = — ' (x)€* dx;
1 d 1

tenemos lakesima derivada de la transformada de Fourier,

k

)F "O= B0 (413)

Sk
X< Py = ('j—d b( ): (4.14)

Una traslacon de ' (x) a ' (X) en Snos lleva a un factor de multiplicacone? , el
cual se puede ver apidamente sustituyenda a por x en (4.8).

Claramente,
Z 1 Z 1

2 (X)€% dx = €? ' (y)eY dy;

1 1

[ (x af()= ¢ b(): (4.15)

Por otro lado, la traslacon de la transformada de Fourier es
[P +a)= € °(); (4.16)

lo cual se veri ca al reemplazar por + aen (4.8).
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En el cason-dimensional es aralogo; las brmulas son las siguientes:

[bP() = @)™ ( )

D "P() = (i) D)
(D) ' P() = b();
[(x) " P() = D B();

x *P() = (D) B();
[b(x af() = €*b();

[P(+a) = & °():

Con estas propiedades de la transformada de Fourier podemoteoler varias brmulas
de transformadas de Fourier, entre ellas tenemos la siguiempee ser utilizada nas ade-
lante:

h zib r— 2
Ejemplo 4.5. e ™ = aeﬂ
En otras palabras, debemos mostrar que
h 2ib r— 2
e™ () = e ()
Entonces tenemos que,
h iy D E £ i
e® "(x) = e¥bkx) = e ¥ 'b(x)dx
YA 1 YA 1 !
= e & &X' ()ddx
le 7 11
= () e Xdxd:
1 1
R . — :
Analicemos la integral i e ®**ix dx. Haciendo el cambio = P ax se sigue que:
Z Z
! ax?+ix 1 ! 24ips o
e dx = p= e a 4
1 a 7
1 2T 1 240 | i 2
= p=em el PPy
a 71
1.4 (+ipg)?
= p—e @ e 22’ d
a 1
R
Ahora, sea = + iz y analicemos qie sucede con e ’d : SeaC el

Im (= R
contorno representado por las echas en la siguiente gura: Emces . e *d =0, pues
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Im
cdta
Cr Cr
Re
R Clg R
Figura 4.1. ContornoC
Z Z Z
e °d= e R*iq = gR%@? 2R 4 | q
C:R
cuandoR !'1 : Entonces,
Z Z
0=Im e ‘d= e °d ezd;
Cr Im()= a
as z, 7
e ‘d = e ‘d
1 Im()= a
De aqu que:
Z Z r _
le*2 1e(”?E)Zd 1e*2 1ezd e*2
— 4a a = — 4a = — Za:
PR " PR " a
As tenemos el resultado deseado, es decir:
h zib r— 2
e ;' (x) = —e @;" (X
| () e @l (x)
h Zlb p _ 2
Por lo tanto, e &° = e @

Transformada de Fourier de Distribuciones Temperadas

Anteriormente, hicimos notar las di cultades que se presentaal tratar de de nir la
transformada de Fourier de una distribucon enD. Cuando utilizamos las funciones de
prueba deS'y distribuciones temperadas estas di cultades desaparecen.

As, tenemos la siguiente de nicon:

De nicon 4.3.  Si F es una distribucon temperada, su transformada de Fourierse
D E
;' = tF;bi; ' 2S (4.17)

La funcional de nida en el lado derecho de (4.17) esta bien ddada porqueb 2 S, lo
cual ya fue mostrado en el Teorema 4.3. Claramente es lineahr® probar la continuidad,
observemos del Teorema 4.3 que,'sk, ! 0 entoncesb,, ! 0 tamben.
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As,si ' ! 0Oparatoda' ,, 2 Sentonceshl;b,i! 0 cuandom!1
h i,
De (4.10) y la De nicon 4.3 tenemos que P =2F ( x). Por lo tanto, toda

distribucon en S’ es una transformada de Fourier de algun miembro d&8”. Mas aun, esta
relacon implica
D E D E
= b(x) = F(x);*é(x) =2 hF(Xx);" ( x)i:
Un resultado que debemos destacar es el siguiente:

Teorema 4.5. Si F 2 S entoncesF (F) 2 S°. En otras palabras,F (F) es una dis-
tribucon temperada cada vez qué& lo sea.

Demostraci on:
La F esta bien de nida para cadd 2 S, por el teorema 4.3.

Como la transformada de Fourier Y 2 S son operadores lineales entoncés(F) es
lineal.

Porultimo, F (F) es continua, ya que sl ;! 0 entoncesky ! 0 enS; de aqu que
hF;bi! 0; ya queF es continua.

El mismo resultado es \alido para la transformada de Fourier rersa, de nida como:
F YF);' = FF () : (4.18)

SeafFn(x)g una sucesbn de distribugiones @rSO que converge cebilmente ers’ a
una distribucon F. Entonces, la sucesbn Ibm( ) tambén converge enS’ y su Imite

distribucional %st( ). CIaraEmente, 5
Jim B00; () = lim W ( )b(O)i = FFO)ib0)i = 005" (9

con lo que queda probada nuestra a rmacon.

E

Es importante que la de nicon (4.17) sea consistente con la ddacon chsica si la
ultima es aplicable, por lo que tenemos el siguiente resultad

Teorema 4.6. La de nicon (4.17) es consistente con la de nicon chsica para la trans-
formada de Fourier de una funcon ordinariaf (x).

Demostraci on:

D E Z, Zy
£ =r b = f(x)dx €Y' (y)dy
le le Z 1
= "(y)dy  f(x)e¥dx= F(y)' (y)dy;
1 1 1
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dondeF (x) es la transformada de Fourier dé (x).

De (4.18) se siguen las ecuaciones (4.11)-(4.16) para distdlmmes temperadas. Las
brmulas correspondientes son:

ac () = (i) POy
id "L .
o O = POy
) FPO) = 5 kO
xFRO) = B,
Fox af() = e P();
FI( +a) = €F°()

Aralogamente se tienen los resultados para el casedimensional.
Finalizaremosesta seccon con unos ejemplos.

Ejemplo 4.6. Analicemos la transformada de Fourier de la delta de Dira® Sea' 2 S,

entonces
D E Z

b = h; bi = b(0) = "(x)dx = ht;" i

er

Por lo tanto, b=1:

Ejemplo 4.7. Analicemos la transformada de Fourier de la distribucon consinte 1: Sea

"2 S, entonces
D E Z
b:' = hl;bi = b(x)dx = [bf(0) = ' (0)= h;" |

R
Por lo tanto, B = :

Ejemplo 4.8. La transformada de Fourier que no puede de nirse de manera siga
como una integral puede determinarse como Imites de regutzaciones. Consideremos la
funcon H(x). Claramente no podemoszde nir su transformada de Fourier cam

1 .
e* dx:
Observe, sin embargo que
H(t) = lim H(x)e b
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68 4.2. Producto Directo

en el sentido de distribuciones temperadas, y

D E D E
ROO: (0 = PH)bO)I = lim H(x)e ™;b(x)
= lim H(x)e *;b(x) =lm H(x);e *b(x)
10 L 7 L 10
= lim e” ')€" ddx
2 z,
= lim () e ™™ dxd:
1oy 0
Haciendo el cambio de variablei = (" i )x tenemos que
Z 1 YA 1 z 1 Z 1
lim () e *" X dxd = Iim L e “dud
1o, 0 " Ozl I o
1
= lim Ld
"I'0 1 |
Para > 0 tenemos:
zZ, z , z , , z
.|.i,”}] l (—|) = #d + Md +Ij'mO L?d
’ 1 Z‘ > | 7 | ' :
= ¥d+ —()i (O)+'(O)
v z ,
_ P Qg 11O "0,
'z z . |
= | Qd + ud + ! (0)
i
= iPT+ ()

por lo tanto, F (H(x))= ( )+ iP%:

4.2 Producto Directo

SeanR™ y R" espacios Euclidianos de dimension@s y n respectivamente, denotemos

Entonces un punto enR™* " = R™ R" tiene la forma &;y) = (X1;:::;Xm;Y1; 55 Yn):
Mas aun, denotemos porD™, D" y D™ ", los espacios de funciones de prueba con soporte
compacto enR™, R" y R™*" respectivamente. Cuandd y g son funciones localmente
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integrables en los espacioR™ y R", entonces la funconfg es tamben una funcon
localmente integrable erR™*". Su distribucon regular se de ne como:

Z Z
i (x)ay);" (xy)i = f(x) a(y) (x;y)dydx
= K (x);hg(y);" (X y)ii (4.19)
(0]
Z Z
ho(y)f (x);' (xy)i = aly) f(x)' (x;y)dxdy
= ho(y); i (x);" (X y)ii (4.20)
para' 2D™*",

Denotemos poiF; F, al producto directo de las distribucione§&, 2D™ yF, 2D,
as por (4.19), se sigue que para 2 Rmyy 2 R"

hEi(x)  Fa(y);" (xy)i = HFa(x);hRa(y);" (y)ii ;' (xgy)2D™*" (4.21)

Para revisar si el lado derecho de esta ecuacon de ne una fuanal lineal y continua
sobreD™*" tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.1. Lafuncon (x)= hF,(y);' (x;y)i, dondeF,2D®y"' (x;y) 2D™* ", es una
funcon de prueba enD™ y

D (x)= HF2( );D" (x;y)i (4.22)
para todo multi-ndice, donde D, denota diferenciacon con respecto aXi;:::;Xm)
unicamente.

Tamben, si la suceson f' |(X;y)g! ' (x;y) cuandol !'1 en D™"", entonces la

suceson ((x) = thF,(y);" 1(X;y)ig! (x) cuandol!'1 enD™:

Demostraci on: Paratodax 2 R™;"' (x;y) 2D™ y esta bien de nida enR™:

Para mostrar que es continua, jemos y seafx;g tal que x; ! x cuandol ! 1
Entonces,

C(xpy)! T (xy) y2R" (4.23)

porque los soportes dé (X;;y) son acotados erR" independientemente de y para toda
g se sigue que

D (xi;y)! DJ (xiy); cuando I!1 ;y2R™
Ahora, apelando a la continuidad de la funciondF,(y) en D" encontramos, de (4.23), que
1(X) = hF2(y);" (i y)ith Fa(y);" (xy)i = (x):
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Esto prueba que (x) es una funcon continua.
Para probar (4.22) nuevamente jamos un puntx enR™ y elegimosh; =(0,0,:::,h,:::,
0), dondeh se localiza en elesimo lugar de la la. Entonces
Q@'(x;y)
@x

cuandoh ! 0, enD™. Tamben, los soportes de ' son acotados eR" independiente-
mente deh, y tenemos, que para toda

W)= ST xHhy) oy (4.22)

i — 1 ' . ' . @( y) .
DY '(y) = n D (x+ hijy) Dy (x;y) ! Dy—+—+ ax cuando h! 0; y2
R":
Utilizando (4.24) y la continuidad deF,(y) observamos que
X + h; X 1 . , .
Gt 09 = Lyt (v hayi h Fa)i’ 6y
"(X+ hi; " (X;
= Ry D) G6Y)
= Fy "1 Fay); @(X y) ; cuando h! O
As, (4.22) es wlido para =(0;:::;0;1,0;:::;0), donde 1 se localiza en laesima

coordenada. Repitiendo las aplicaciones de los pasos awtess, obtenemos (4.22) en toda
su generalidad.

De este modo probamos que 2 C! (R™). Basta probar que tiene soporte com-
pacto, pero esto se sigue del hecho de dqug;y) = 0 para jxj > R ; para estos valores de
X, (X)= hFy(y);0i. As, (x) es una funcon de prueba.

Finalmente, para probar la tercera parte es su ciente con mastr que sif' |(X;y)g es
una suceson nula entonces tamben lo e |(x)g: Ahora, los soportes dé (x;y) esan
acotados enR™*" independientemente dd, entonces los soportes dé (x)g tamben
eshn acotados independientemente de Entonces, ©lo tenemos que probar que

D ((x)! 0 cuando I!'1 ;x2R™: (4.25)
Supongamos que esto no es \alido; entonces podemos encontra rumero "o > 0;
un multi-ndice ¢ y una sucesbn de puntos; tal que
D[ (X)]>"0; 1=1;2::: (4.26)
Como los soportes de (x;y) son acotados erR™ independientemente dé, se sigue

gue la sucesonf x;g tamben es acotada enR™. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass,
podemos elegir una subsucesbn convergentg ! Xo cuandoj !'1 : Entonces,
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D, 1, (x;;y)! O cuando j!'1
Consecuentemente, la distribuconF,(y) satisface la relacon

D ° (%)= Fa(y); Dy 1, (X;;y) hFa(y);0i =0; (4.27)

lo que nos lleva a una contradiccon. Por lo tanto el lema qu&a demostrado.

Regresando a la de nicon (4.21), y usando el Lema 4.1 encoamos que (X) =
o (y);" (x;y)i2D™ 8 2DM™": As, el lado derecho de (4.21), digamobF,; i, se
de ne para cualesquiera distribucioneb; y F, sobreD™*": La linealidad de este funcional
se sigue de la linealidad de las funcional€s y F.

Para probar la continuidad de este funcional, sea la sucesibh;g! ' cuandol !'1
enD™* ", Entonces por el Lema 4.1 tenemos:

hEo(y); (¢ y)ith Fa(y);' (x;y)i cuando |!1 en D™:
Como el funcional es continuo, tenemos

b (x); FR2(y); 1O y)ii bh Fa(X); HRa(y); " (X y)ii cuando It (4.28)

Esto prueba la continuidad del funcional de nido por el lado drecho de (4.21) y
Fi(x) F(y) es una funcon generalizada e®™*".

Es natural preguntarnos mmo operar el producto directo sblcombinamos con otras
operaciones. Ahora mencionaremos algunas de ellas (ver [15])

1. Conmutatividad:  El producto directo es conmutativo.

Para probar este resultado para cualquier funcon de prueba(x;y), se hace uso del
hecho de queD™ D " es denso ed™*": Para una demostracbon de este resultado
consultar [15]

2. Continuidad: SifFig! F cuando I1!'1 enD™, entonces

fR(x) Fuy)g! FX)Fu(y);
enDM*n,

3. Asociatividad: ParaF; 2D, F,2D%, y F32 D® tenemos
Fi(x) [Fa(y) Fs(@]=[Fi(x) Fay)] Fs(2):
4. Soporte:
sop(F. Fz)=(sopFi1) (sopFy):

5. Diferenciacon:

D [Fa(x)  Fa(W)]=[D Fu(x) Fa(y)] (4.29)
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6. Multiplicacon por una Funcon C!. Paraa(x) 2 C! tenemos

a(x) [Fa(x)  Fa(W)]=[a(x)Fi(x)]  Fa(y) (4.30)
7. Traslacon:

(F1 F2)(x+hyy)= Fu(x+ h) Fa(y) (4.31)

Ahora mostraremos algunos ejemplos que ilustren estas propidda del producto
directo.

Ejemplo 4.9. El producto directo de la distribucon Delta en R™ con la distribucon
Delta en R" nos da la funcon delta enR"™™ :

Para' (x;y) 2 R™™ se sigue que

h(x) ()" (xy)i

h (x);h (y);" (x;y)ii

= h(x);" (x;0)i
' (0;0)
= hXxy):" (x;y)i (4.32)

Ejemplo 4.10. SeaH (x) la funcon de Heaviside den variables:
1 sSix;>0%x,>0;::::%X, >0,

H(x) = 0 en otro caso. !
Claramente, H (x) es el producto directo deH (x;) H(X>2) H (x,). Derivando, y
dH (x;)
usando el hecho de quedx— = (X;); tenemos
i
@H
= (X1;X2;::0;Xp): 4.33
@)_E@% @x ( 1 2 n) ( )

4.2.1 EIl Producto Directo de Distribuciones Temperadas

SeanF; 2 S™", x 2 R"yF, 2 S, y 2 R". ComoS D ¢ el producto directo
Fi(x) Fa(y) 2D, (x;y) 2 R™" = R™ R". Nuestro objetivo es probar qué-1(x)
F,(y) 2 S™ ", Por la de nicon del funcional Fi(x) F(y), donde ahora' (x;y) 2 S,

hE1(x)  Fa(y);" (G y)i = RRa(X) HR(y); " (X y)ii (4.34)

Mostraremos que el lado derecho de (4.34) es un funcional fihg continuo enS™"".
Procedemos como antes.
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Lema 4.2. Lafuncon (x) = hF,(y);' (X;y)i, dondeF,2 S",' 2 S™*" es una funcon
de prueba erS", y

D (x) = hFa(y); D" (X0 y)i; (4.35)
es \alido para todos los multi-ndices .
Mas aun, si la suceson en S™""f' |(x;y)g ! ‘'cuandol ! 1 , entonces' (x) =

HEy, (G y)ith Fao(y);' (xy)i enS

La prueba de este resultado es armaloga al Lema 4.1 de la seceb2. Muchas de las
propiedades que son \alidas para el producto directo dn™*" tamben valen para S™*"
y Su prueba es similar.

4.2.2 La Transformada de Fourier del Producto Directo de Dis-
tribuciones Temperadas

SeanF,; 2 S™ y F, 2 S, entonces
[Fi FP=m1 (4.36)

Para 'D(u;v) 2 gntn
[Fi(x)  Fa)P(u;v);' (uv)

E

hEa(x)  Fa(y); bi

hFa(x)  Fa(y);FuF ol Ty

hF1(x); hE2(y); FuF o [ 1O y)ii 5 (4.37)
dondeF , y F, son la transformada de Fourier dé para los argumentox y y respecti-
vamente, entonces - -

FvFul 1(xy) = v % (u;v)dudv:

RmM R"

AS,
D E

[Fi(x)  Fa)P(u;v);' (usv)

D EE
F1(x); Bo(v);F o[ 1(x;V)

E
Fi(x)  B(v);F o[ 10 V)
h i E

Fyx Fi(x) By(v) ;'

By(v); F1(x); F o [ 1(x; V)i
D EE

sz(v); Fbl(u);' (u;v)E

1
o_0O_0O_0O_0O_0O

Biu)  Bv);' (uv)
lo que prueba (4.36).
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Ejemplo 4.11. Para el cason = 2, considere la funconH (x;y),
1 six>0y>0
H(xy) = y '

0 enotrocaso '’
lo que podemos escribir comd (x;y) = H(x) H(y): Cuando usamos (4.36) y el ejemplo
4.8 tenemos:

[H(x) H)P=Rx) ®(y)

(u)+ iP % (v)+ iP %

[H (x; )P

4.3 La Convolucon

La convolucon f g de dos funciones y g, ambas enR", se de ne como
Z

(- 9()=Tlgx ydy: (4.38)

R

Es claro que
z z
f g= f(y)a(x y)dy= gy)f(x ydy=g f (4.39)
n Rn

R

siempre que la convolucon exista. Supongamos que las fumesf, g2 L L :

loc*

Entoncesf g2L{.y porlotanto de ne una distribucon regular f g;'i,

loc

Z z z
Hog'i = (f 9(2) (2dz= ay)f (z y)dy ' (z)dz
" z " R 7 z
= aly) f(z y) (2) dy= ay) f(x)" (x+y)dx dy
Rn RN RN RN
(0]
Z
oog:'i= f(x)gy) (x+y)dxdy=H(x) g(y);" (x+y)i; '2D (4.40)

La ecuacon (4.39) nos lleva a una propiedad de la ecuacmue ser usada para de nir

la convolucon de dos distribuciones. Esto es, la convolucode dos distribuciones; y
F, enD%es

H:l Fz;' i = H:]_ Fz;' (X+ y)l (441)
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Tenemos un pequeno problema; la funcoh (x;y) no tiene soporte compacto; su
soporte es la franjaentrec+y = Ay x+y= A, dondeA es una constante que depende
de los soportes dd-; y F,. Para poder ajustar este detalle, tenemos que hacer ciertas
suposiciones.

Sabemos que sop; F,) =sopF; sopF,. Sequn (4.41), tendia sentido si la inter-
seccon de sopF; F;) ysop' (x + y) es acotado. Claramente, en este caso, cambiando
" (x+y) por una funcon nita ' (X + y) que es igual & (X + y) en esta interseccon y se
anula fuera de ella. En lo que sigue, denotaremos a dicha fongbor ' (X + y).

El acotamiento de la interseccon del sopi; F,) y sop' (X + y) puede obtenerse de
las dos maneras siguientes:

1. El soporte de una distribucbn es acotado.

Sea por ejemplo, el sob, acotado. En este caso el sofgx + y) esta en una franja
horizontal de longitud nita fx;y :jx + yj 6 A; jyj 6 Rg.

As, por virtud de la de nicon de producto directo, tenemos
h(F1 F2);"i=hF1 Fp);" (x+y)i = hry(x);hRo(y);" (x+y)ii 0 (4.42)

Por otro lado, si el soporte dd-; es acotado, entonces el sOfx + y) esta contenido
en una franja vertical de longitud nita. Bajo estas circunstacias, la funcon (x) =
hFo(y);" (X + y)i es un miembro deD™.

2. sopF; y sopF, son acotados en el mismo lugar. Por ejemplo, s€a = 0 para
Xx >R, yseaF, =0 paray > R,. En este caso el sop(x + y) esta contenido en
una cuarta parte del plano bajo alguna linea horizontal y a l&quierda de alguna
linea vertical. Por lo tanto, el lado derecho de (4.41) esta emamente bien de nido.

Propiedades de la Convolucon de Distribuciones

1. Conmutatividad
Fl F2: F2 Fl (443)

Esta propiedad es consecuencia inmediata de la de nicon @R) y la conmutatividad
de los productos directos; F.
2. Asociatividad
(F1 F2) Fa=F1 (F2 F3) (4.44)

si el soporte de dos de las tres distribuciones son acotados o sislpygortes de las
tres son acotados en el mismo lugar.

La prueba de este resultado es una extenson de la prueba dadagé#a validez de
la de nicon (4.42).
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3. Diferenciacon Sila convoluconF; F, existe, entonces las convolucioneB (F;)
FoyF1 (D F,) existeny

(D Fy) F,=D (F1 F)=F: (D Fy): (4.45)

Si L es un operador diferencial con coe cientes constantes, ded@). tenemos que

(LF1) Fo=L(F1 F)=F1 (LF2) (4.46)

Estos resultados implican que, para diferenciar una convolut, es su ciente dife-
renciar cada uno de los factores.

4. Continuidad En ciertos casos la convolucon es un operador continuo. Egtesul-
tado se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.7. Si la sucesbn de distribucionesfFig ! F; cuando!l! 1 , entonces
fF, F,g! F F, bajo cada una de las siguientes condiciones:

1. Todas las distribucioned~; esin concentradas en el mismo conjunto acotado.
2. La distribucon F, esta concentrada en un conjunto acotado.

3. Los soportes de las distribuciones y F, esin acotadas en el mismo lugar por una
constante independiente dé

Demostraci on: Por (4.42) tenemos,

o Fo' i = hFhFy; (x+y)ii ;" 2D (4.47)

Si la condicon 1 es \alida, podemos reemplazalF,;' (x + y)i por una funcon de
prueba (x) que se anula fuera de la regon en la cual |d5 estin concentradas. Entonces

b Fo' i = e Fyt (X+y)i = hFRRy " (X + )i
= hF; (X)ith F; (X)i = bRyt (X + )i
= W Fy' (x+y)i=H Fy'i (4.48)

As, F, F,! F F,cuando I!'1
En el segundo caso, (x) = hF;,;" (X + y)i es una funcon de prueba e igual que antes
obtenemos el resultado deseado.

Porultimo, en el caso 3 supongamos que el soporte de las distrdonesF y F, se
encuentran acotados por la izquierda y que el soporte dé€x) = hF,;" (x + y)i es acotado
por la derecha. Entonces procedemos como antes.
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4.3.1 Convolucon de Distribuciones Temperadas

El aralisis previamente desarrollado puede extenderse par&stiibuciones de lento creci-
miento. Tenemos la misma de nicon (4.41) para la convoluzn de dos distribuciones
de lento crecimiento. Las restricciones son similares. Para dd&xer varias propiedades
hacemos uso del producto directo de distribuciones temperada

4.3.2 La Transformada de Fourier de Convoluciones

Seanf y g dos funciones localmente integrables. Entonces la Transfada de Fourier de
la convoluconf ges

Zl
[ of() = f gé*dx
le ' Z,
= e f(x yay)dy
zY vz,

giy)e¥dy  f(x y)e *Ydx )
1 1
b)) = 1 )b( ):

As, la transformada de Fourier def g es el producto de sus transformadas de Fourier.
Un resultado similar es \alido para la transformada de Fourierriversa.

Ejemplos

Ejemplo 4.12. a) Podemos expresarzla integral

X

f(x)= " (y)dy; ' 2S

1
como una c%nvolucbn. EIigi?do,y =X z, engontramos que
X 1 1

f(x)= " (y)dy = "(x 2)dz= H(z)' (x z)dz=H =

1 0 1
b) SeaF una distribucon arbitraria. La convolucon de (x) y F(x) es
h F;"i=h(2);" (x+2)i=h(x);" X)i; ' 2D:

F=F:
As, la funcon delta es un elemento identidad erD°para la operacon de convolucon.
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Ejemplo 4.13. Uno de los usos nmas importantes de la teora de convoluconseobtener
una solucon particular de una ecuacon diferencial.

Lu = f (4.49)

dondelLu = L(D)u, es un operador diferencial lineal. Esto se encuentra haciendso de
la solucon fundamental E, la cual esta dada de la siguiente manera: Una distribucok
se dice una solucon fundamental para el operador diferentia si

LE = : (4.50)

Claramente nuestra solucon parau es de la forma
u=f E (4.51)
Esto se sigue al aplicar el operaddr a ambos lados de (4.51):
Llu=L(f E)=f LE =f = f:

Ejemplo 4.14. En muchos problemas fsicos la convolucon es natural. Deostraremos
esto considerando el problema de valores iniciales.

@u @u
o et (4.52)
u(x;0) = * (x); %?x; 0= () (4.53)

Este es un problema famoso del movimiento de una partcula elial nos da el desplaza-
miento inicial ' (x) y velocidad inicial (x).

La solucon general de (4.52) es
u(x;t) = f(x+t)+ g(x t); (4.54)

la cual podemos veri car por sustitucon directa.
De (4.53) tenemos que

u(x; 0) = f(x)+ g(x) = * (x) (4.55)
g @
Gr0=1% dw= ® (4.56)
Integrando (4.56) con respecto & tenemos
Z X
f(x) gx) = (s)ds; (4.57)

Jessica Yuniver Santana Bejarano



4. Propiedades Adicionales de Distribuciones. 79

donde la constante de integracon se incorpora bajo el Imé, (4.55) y (4.57) nos permiten
resolver paraf (x) y g(x), entonces

Z Z

X

(=2 (0+; (9o y o= () 5 (93

Sustituyendo estas expresiones en (4.54), obtenemos

YA X+t Z X t
u(x;t) = % (x+t)+ % (s)ds % (s)ds % (x t)
a Z et a
= %[' x+t) "(x )]+ % (s)ds (4.58)

X t
la cual es la brmula de D'Alambert.

Interpretemos esta brmula desde el punto de vista de la presenteora. Para este
proposito, tenemos el caso especial(x) = 0: Entonces (4.58) es

1Z X+t

u(x;t) = > (s)ds (4.59)

Podemos expresarla como una distribucon con ayuda de la funrc generalizada
E (x;t) de nida como

1 oaiivi<
ORI N
1 1 -
= EH(t+x)H(t X) = EH(t ] Xj) (4.60)
entonces (4.59) toma la forma
VA 1
u(x;t) = E(x s;t) (s)ds=E (4.61)

1

Como un segundo caso especial, elegimgx) = 0. Entonces (4.58) es

1

u(x;t) [ x+1) "(x 1]

z
' [(t+x s)+ (x t+9)]' (s)ds: (4.62)

1

NI NI

Ahora, de (4.60) se sigue que

%:%[(t+x SH(t x+S)+ (t x+SH{E+x 9);
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parat> 0, es

@Ex sit) _ 1 :
T—é[(t+x S)+ (t X+S)]. (463)
Combinando (4.62) y (4.63):
z 1 . YA 1
o @Ex  sit), _ @ o _@_ .. _
U(X,t) = . T (S)dS— @t . E(X S,t) (S)dS— @{E ), t> 0
(4.64)
llamada la regla de Stokes. La brmula general se sigue sumandio6(l) y (4.64)
Y = _ @ .
u(x;t)= E = E + @{E ) (4.65)

Ejemplo 4.15. Ahora estudiemos el problema con valores iniciales para la acon de
calor,

@ex;t) | @u(xt) _ ey .
a K a3 =0: u(x: 0) = f (x): (4.66)

parat > 0, dondef (x) es una funcon generalizada k es una constante positiva.

Tomando la transformada de Fourier de ambas partes de la ecoaq4.66) tenemos:
it
% ku?U(u;t) = 0; U(u;0) = F(u)

dondeU = byF:ft:J

Su solucbn es ;
U(u;t) = e KtF (u): (4.67)

Para invertir la ecuacon (4.67) debemos encontrar la furmm v(x;t) cuya transfor-
mada de Fourier es \alida en la regont > 0 y que satisface la ecuacon diferencial (4.66).
Tal relacon la obtenemos de los Ejemplos 4.5y 4.6 la cual es:

(s) sit=0
v(x;t) = o ku?t

P sit> 0

Finalmente, usando la brmula para transformada de Fourier & convoluciones obtenemos
la solucon de (4.66) como: 5
1

u(x;t) = v(x;t) f(x)= p% 1 f(s)e & 9ds:

Con este captulo, terminamos lo referente a la teora de Biribuciones, obteniendo
una teora muy rica la cual aplicaremos en el siguiente caplo a Ecuaciones Diferenciales
Parciales.
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Captulo

Interaccon Kink-Antikink

Para Ecuaciones de Onda
Semilineales con un Paiametro
Pequeno.

En este captulo presentamos una aplicacon interesante da lteora de distribuciones
a las ecuaciones diferenciales parciales, para lo cual hacsmso de los resultados descritos
en los captulos anteriores y del netodo asinbtico cebi. Las soluciones del problema que
describiremos a continuacon son suaves pata> 0 pero en el paso al Imite cuandd ! 0
se vuelven no suaves, raon por la cual debemos de nir el conteple solucon cebil.

Consideremos una clase de ecuaciones de onda semi-linealesrcpaametro pequefo
y no linealidades tales que las ecuaciones tengan solucioagactas del tipo kink. El
objetivo principal consiste en obtener condiciones su ciergepara el rmino no lineal
bajo las cuales la colison kink-antikink ocurre sin cambiosn la forma de las ondas y con
unicamente algunos cambios de las trayectorias de ondasitaias.

5.1 Nociones Basicas
Consideremos una clase de ecuaciones de onda semi-linealesiicggaametro "
"(Ug  Ux)+ Fu)=0 (5.1)
En este trabajo supondremos que la funcon no lined (u) es par y es tal que las

ecuaciones (5.1) tienen soluciones exactas auto-similareslas llamadas de tipo \kink"
(tamben llamados \ uxones"):

X VU . g- 1. =@ v¥ b jvj<1 (5.2)

uix;;")=1 S

l'2CY(R);!'()! Opara !'1 ;!()! 1lpara !1 ;

donde! es la solucon autosimilar para (5.1). La gaca de una funan ! tpica se
muestra en la gura 5.1.
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82 5.1. Nociones Basicas

Figura 5.1: Una funcon! tpica

Mas en detalle, la funcon (5.2) es llamada \kink" si S = 1 y \antikink" si S= 1,

como se muestran en la gura 5.2.

Vo > 0
Frente del Antikink !
1

T T
X2 | | X1

() (b
Figura 5.2: (@) Antikink; ( b) Kink.
Los correspondientes frentes son, i = 1;2:

En (5.2) t es el tiempo,V es la velocidad, es el controlador de la velocidad; es un
paametro pequefo yx V't es la trayectoria que sigue el frente del kink o del antikink.

Sustituyendo (5.2) en (5.1) obtenemos

2
def d

FO(!())=!00()—F!(): (5.3)

Si la funcbn F satisface las condiciones

A) F(2)2 C!(R), F(z) > 0 paraz 2 (0;1);
B) F(z)=0, i=0;1 F(z) > 0, dondezo =00 z5 = 1;

existe una soluconu(x;t;") en la forma (5.2) y tiende a los valores Imites (1 si ! +1 ;
Osi !'1 ;) sucientemente mpido. De hecho, la condiconF*(z,) > 0 enzy =00 1
es equivalente a requerir que la concavidad de la funcdn ) se anule mas apidamente
quelo( )en 1

Bajo la hipotesis adicional

C) F z

1
+z =F ¢
2

NI =
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5. Interaccon Kink-Antikink 83

lafuncon ! () Zseaimpary!()+!( )=1.

con distancias

: - i(x Vvt x0
Para considerar la superposicon de las ondds i€ i )

grandes entre sus frentes = Vit + x? como dos kinks o antikinks no-interactuantes (para
t 1) imponemos la condicon de periodicidad:

D) F(z+1)= F(2):

Ejemplos de funciones que satisfacen tales condiciones sorsigaientes:

F= 1052,

Resolviendo la ecuacon (5.3) para estas funciones encomtras que las correspondientes
funciones! ( ) son

y F(z) =sin*(z): (5.4)

2 1

arccot( P3 ); (5.5)

arctan(exp( )) y I =

respectivamente.

Por ejemplo, para el casd=(z) = sin*(z); resulta que la ecuacon (5.3), que es
equivalgpte a la ecuaconF (! ()) = ! 2=2; es sif(! ( )) = !2=2: Separando variables se
obtiene 2d =csc?(! )d!: Integrando y Lgando la condicon a la frontera{( ! +1 si

' +1 ;) se concluye que ( )= arccot( 2 ):

El primer ejemplo corresponde a la ecuacon de sine-Gordon.s EEonocido que los
kinks de la ecuacbn de sine-Gordon colapsan sin cambiar susnf@as y elunico resultado
de la interaccon es la aparicon de un cambio de fase. Estegeltado se prolo inicial-
mente usando el netodo llamaddnverse Scattering Transform Llamaremos a tal tipo
de interaccon de kinks \escenario de Sine-Gordon". Reap@camente, dependiendo de las
velocidadesV;, la interaccon kink-antikink seguia el escenario de singordon o resultara
un aparente \breather", ver la gura 5.3.

N

Figura 5.3: Un \breather" como resultado de la interaccon.

La pregunta natural que nos podemos hacer aqu es la siguient>Es la ecuacon de
sine-Gordon launica de la clase (5.1) para la cual tal escenarés valido? Si no, >@©mo
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encontramos condiciones eR bajo las cuales los kinks y los antikinks de la ecuacon (5.1
colapsen siguiendo el escenario de sine-Gordon?

No podemos usar netodos tradicionales para describir el escenale colison de on-
das, pues no podemos usar soluciones exactas del problema declBaya que la ecuacbn
de sine-Gordon es la unica representante de la clase (5.1) queede ser integrada e-
xactamente. Por lo tanto, construiremos una solucon asintica tratando a " como un
paametro pequefo. Sin embargo, las aproximaciones agsiitas tradicionales no pueden
responder la pregunta considerada aqu, ya que hoy en da eten problemas no resueltos.

Para evitar estas di cultades, usamos aetetodo asinbtico cebil el cual ha sido desarro-
llado por los profesores G. Omel'yanov y V. Danilov (ver [4]). & ventaja principal de
esta aproximacon es la posibilidad de reducir el problema diéescribir la interaccon de
ondas no lineales a un aralisis cualitativo de alguna ecuacidiferencial ordinaria (en vez
de EDP). Este nmetodo toma en cuenta el hecho de que los kinksslouales son suaves
para" > 0 se vuelven no-suaves en el Imite cuandb! 0. Entonces trataremos a las
soluciones de la ecuacon (5.1) como un map&d (0; T;C? (R,)) para" > 0 yunicamente
como C(0; T; DYRy)) uniformemente en" > 0.

Ahora, para construir una de nicon de una solucon asinbti ca que admita el paso al
Imite cuando " ! 0, es natural usar la construccon esandar del espacib®

Una distribucon u2 DY(0;T) R,) se dice ser una solucbn de la ecuacon (5.1) si
FYu) 2DY(0;T) Ry)Y larelacon

Z.7,
"2u( ¢ )+ F Yu) dxdt=0 (5.6)

0 1

es \alida para cualquier funcon de prueba (x;t) 2D ((0;T) Ry):

La relacon 5.6 se obtiene al usar las propiedades de la dedeadistribucional en la
de nicon usual de solucon cebil:

Z.2,
0= "?(Uux Uxx)+ FYu); = ["*(ux  Ug)+ FYW)] (x)dxdt
ZoT le
= "2u( ¢ )t F Yu)dxdt:
0o 1

Sin embargo, rotese que la relacon (5.6) presenta una incsistencia. De hecho, la
hiptesis B) implica que para cualquier funcon suaveé = ' (t) las siguientes igualdades
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son \alidas:
Z 1 ' VA 1 ' d Z X
(X)FO | X . dx = o X . — (x9dx%x
1 1Zl ) dx
- Cr - LR ()
1 d
" Z 1 d
= ()- d—FO(! ()d +0("?)
= O("%);
RX
donde i(x)= | (x9dx% (x) 2D (Ry):

Esto signi ca que, en (5.6), el lado izquierdo e®("?) mientras que el lado derecho es
0.

La idea principal es usar funciones de prueba especiales, digamaquellas que son
apidamente variantes donde la solucon vara apidamente.

Para la ecuacon (5.1) signi ca la eleccon de las funcioreede pruebau? , 2D (R),
dondeu? es una funcbn que vara mpidamente enx. Transformaciones esandar para la
de nicon cebil para tales funciones nos lleva al siguieng resultado:

De nicon 5.1.  Una funcon u(t;x;"), perteneciente aC*! (0;T;C! (Ry)) para"> 0y
perteneciente aC(0; T; DYRy)) uniformemente en", es llamada una solucon asinbtica
cebil  mod Opo("?) de la relacon (5.1) si la relacon

d z 1 z 1

2 ulcdx o+ ("u)®+("ux)? 2F(u)  xdx= O("? (5.7)
1 1

se satisface para cualquier funcon de prueba= (x) 2 D(R):

El lado izquierdo es una funconC! para" > 0y una funcon uniformemente continua
a pedazos erf > 0. La estimacon se entiende en el sentidG(0; T):
gt;")= 0" ! maxjg(t;")j6 C": (5.8)
t2[0:T]
Notemos que en contraste con la igualdad (5.6), la de nicon.% involucra en el
ermino principal las derivadas deu con argumentos* y L. Mas aun, se requiere la

relacon 2=
1

72 para la solucon de ondas solitaria (5.2). El lado izquierdoal (5.7)
es el resultado de la multiplicacon de la ecuacon (5.1) po (X)uy e integracon por partes
en caso deu suave, por lo tanto, es cero para cualquier solucon kink ex@c Por otro
lado, la relacon (5.7) es la condicon de ortogonalidad ge aparece para fases asinbticas
simples. Esta condicon garantiza la existencia de la primeraotreccon y nos ayuda a

encontrar una ecuacon para el movimiento distorsionado deentes de kinks.
En lo que sigue usaremos la notacb®po("*) para la pequenez en el sentido cebil:
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De nicon 5.2.  Denotamos porv(t;x;") = Opo("¥) a la funcon v(t;x;") la cual perte-
nece aC! (0;T;C?! (Ry)) para" > 0y pertenece aC(0;T;DYR,)) uniformemente en"
tal que la relacon 7

1

v(tx;") (x)dx = O("");

1
es \alida para cualquier funcon de prueba 2 D (Ry). Aqu la estimacon del lado derecho
es tratada de la misma manera que en la de nicon 5.1.

Integrando por partes la segunda integral en el lado izquiesdde (5.7) se obtiene la
relacon:
_||2 @

@t " @x ("ue)®+ ("ux)?  2F(u) = Opo("?): (5.9)

5.1.1 Interaccon de dos kinks

El caso de interaccon de dos kinks fue estudiado en el artbu [17]. Mas en detalle, la
ecuacon (5.1) esta complementada por las condiciones iailes

. x2 x X0 u X2 x X0
G = 1 W@ N, (2 (Ba0)

i=1

donde ; = F’W jVij 2 (0;1), y las posiciones iniciales de los frent&8 son tales que
i

x? x9> 1. Suponemos que las trayectorias= V;t + x? tienen un punto de interseccon
X = X en el instante de tiempa =t .

En [17] se prolo la siguiente concluson:

Teorema 5.1. Supongamos que A-D son walidas. Mas aun, sean la funcorF vy los

rumeros i, i =1;2, tales que la siguiente desigualdad se cumple
Z, Z1n D 0
FO(C)+1( )d 6 FO(N+FC( N+2 5 FO(DFC( ) d;
' ' (5.11)
donde = —i. Entonces la interaccon de kinks en el problema (5.1), (80) preserva el

2
escenario de sine-Gordon con exactitudmod Opo("?) en el sentido de la de nicon 5.1

Simulaciones nunericas nos muestran que este teorema esidal para los ejemplos
mostrados en las ecuaciones (5.4), (5.5).

Observacon 5.1. La hiptesis C) no es esencial. La elegimos ya que la propiedad de
simetra de ! ( ) nos ayuda a simpli car detalles £cnicos en la prueba de losdremas. La
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hiptesis D) se puede cambiar por una nmas cebilf (z) para z 2 (1;2) tiene las mismas
propiedades que paraz 2 (0;1). Sin embargo, la periodicidad dd= tamben implica

simpli caciones de la prueba. Hacemos hincape en que tasldas hiptesis nos facilitan
veri car los teoremas, al menos nunericamente, ya que para cleuier F ja la funcon

I puede encontrarse acilmente como la solucon del probtea de Cauchy

= 2F("); !t o 1 (5.12)

5.2 Interaccon Kink-Antikink

Nuestro objetivo aqu es la consideracon de la colison kinkantikink,

X2 0 X2 0
Ujt=o0 = 'S |u ; "%l:tzoz S Vilo S iX i (5.13)

n 4
i=1 i=1

dondeS; =1, S, = 1,x§ x9> 1y usamos la misma notacbn que en (5.10).
(5.13) es \alida ya que, para el casb= 0 se sigue que

dondex? = x Vit: As

L@u_ x x? X X3

m 2Volo 22—

Para una representacon geonetrica en el tiempo de interaon de las ondas de choque,
ver la gura 5.4

"0 (1) ;20 (1)

Figura 5.4: Evolucon de los frentes no perturbadoso(t)

El resultado principal consiste en obtener condiciones su cies para el £rmino no
lineal bajo las cuales la interaccon kink-antikink ocure sin cambiar las formas de las on-
das. Es muy importante que la condicon principal, la cual agrece en vez de (5.11), sea
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veri cada nunericamente para cualquier no-linealidad esgci ca y para cualesquiera ve-
locidadesV, de las ondas no interactivas. Sin embargo, tienen una forma yncomplicada
y no podemos simpli carlas en alguna manera razonable. Por tanto, presentaremos el
teorema principal al nal de este captulo. Aqu lo notaremos que, aparentemente, no
existen no-linealidades tales que esta condicon se cumplarpdodas las posibles veloci-
dadesV; de ondas solitarias.

Describamos el contenido del presente captulo. En la seced5.3 presentamos el
ermino principal de la solucon asinbtica cebil para el problema (5.1), (5.13). Despies
de algunos @lculos tcnicos obtenemos un sistema de ecuaas diferenciales ordinarias
para los paametros de las asinbticas. Luego, pasamos a un s@sta diramico 2 2 para
funciones auxiliaresw y con una singularidad en la recta = 0. La existencia de la
solucon asinbtica requerida es equivalente a la existergide una trayectoria ¢ tal que:

1. Pase del semi-plano izquierdo al derecho,

2. Su coordenadaV tienda a cero cuando ! 1

La investigacon del sistema diramico, en la seccon 5.4, mstra que la primera pro-
piedad puede ser realizadaunicamente bajo algunas hipsis espec cas. De hecho, esta
es la condicon adicional requerida enA)-D) . Al mismo tiempo la segunda propiedad
falla. Por otro lado el £rmino principal de la solucbn asirbtica no tiene algun paametro
libre adicional para cambiar s. Por esta ramn en la seccon 5.6 suplementamos el ermino
principal de la solucon asinbtica por algunas correccioas pequenas las cuales se localizan
cerca del origert =0; =0. El objetivo de esta transformacon es rotar las trayectoas
preservando las propiedades principales del retrato fase yafiendo la trayectoria ¢ con
las propiedades requeridas. La prueba de la existencia de sat®orrecciones completa la
construccon de la solucon asinbtica. El resultado principal, Teorema 5.2, se formub al
nal de la seccon 5.6. Presentamos tamben el Teorema 5.3 elial muestra que las condi-
ciones requeridas para la no-linealidad pueden obtenerseediamente de dos pequefos
equilibrios en la ecuacon (5.1). En la seccon 5.5 presem#s algunas consideraciones
gl cas, de los resultados obtenidos para el primer ejemplaig presentamos en la ecuacbn
5.4, correspondiente a la ecuacon de sine-Gordon.

5.3 Construccon de la Solucon asinbtica

Escribamos el ermino principal de la solucon asinbtica &bil mod Opo("?) del problema
(5.1), (5.13) mediante elanzatz

g i) (5.14)
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gue representa la suma de dos ondas solitarias, donde

i(t )= ")+ "™ i1 ): (5.15)

Las funciones i;( ) son correcciones de las fasés(t) por un paametro " (los frentes
del kink y del antikink son"' ;o = Vit + x?, parai = 1;2; respectivamente). Utilizaremos

un tiempo apido de nido por = (),,(t) donde o(t) = ' 20(t) ' 10(t): Supondremos que
las funciones ; = ' j1( ) son suaves y que
".1! O cuando ! 1 "i! 'Y cte cuando !1 (5.16)

. 1 .
con una rapidez no menor que—: Las constantes ;, V; y S; son las mismas que en (5.13).

e

Figura 5.5: Funciones (t)

Nos interesa saber que es lo que pasa justo en el momento de la itena.

Consideremos brevemente el anzatz en la ecuacon (5.14).n@ox? > x 3, la diferencia
"o0(t) ' 10(t) resulta negativa durante algint <t . As, para este intervalo de tiempo,

. . " oot ' .
el \tiempo apido" = 20(!) - 101 1 cuando” ! 0: Por lo tanto, la primera

hiptesis en (5.16) implica que la funcon (5.14) describelanovimiento de dos ondas
solitarias no interactuantes. Desples de la interaccon, ,o(t) ' 10(t) > 0 y entonces
'l cuando" ! 0. En el caso en el cual la segunda hiptesis de (5.16) se cumple,
la colison kink-antikink ocurre sin cambiar la forma de las adas. Por el contrario, Si
las funciones' j; son no acotadas cuando ! 1 , entonces los corrimientos de las fases
no se estabilizara, sino que variaran con el tiempo. Finalmnte, la no existencia de
'i1 para algun > 0 signi ca que las ondas viajeras pierden la forma de kink dumte
la interaccon. Supondremos que las funciones;; existen y satisfacen las propiedades
(5.16).

Pasemos a la construccon de la solucon asinbtica cebil. ®viamente, para este
objetivo debemos calcular asinbticas cebiles con discremcia Opo("?) para las expre-
siones (uy)?, ("uy)? y las otras que aparecen en el lado izquierdo de la relacbb.q).
Clari caremos las tcnicas usadas para cada uno de los einos.
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d! . .

Antes de ello, de namos! o( ) = # donde! es como la de nimos anteriormente
en (5.7). La hipotesisC) implica que! ( ) % es impar, de aqu que! ; sea una funcon
par pues
|

ozd—

=

! :di!() %

En la gura 5.6 se muestran las funciones( )y ! () %:

L()

M

Figura 5.6: Funcioned ( ), ! () 3

Ahora si estamos listos para aclarar las ecnicas usadas paragie a cada uno de los
erminos que aparecen en el lado izquierdo de (5.7):

Primeramente, realicemos los alculos necesarios paraeghtino ("uy)?:
Diferenciando el anzatz (5.14) con respectoxatenemos:

X2 (e -
b= 1, s 1) S (5.17)

"Uy = S ilo S |w

x k") , x ot ") (5.18)

Ahora,

2002 X alt ") 002 X ot ")
1° 0

"UX)Z: 1———— t 2'g 2 "

X t ;" X t "
21 2o 1# "o 2#
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Integrando tenemos,

z 1 V4 1 X (t . )
("ux)® (x)dx = e (0dx (5.19)
1 1 Z]_
: g S 2 gax
le . "
21 2o 1X 1..(t”)
1
o 25 (gax
donde (x) 2 D (R) es una funcon arbitraria.
Analicemos el primer ermino de la derecha:
‘e X (")
28— (0dx

haciendo el cambio de variables = *-— se sigue que

- W Z
Corp S etz ) (et (620)

Aplicando la Formula de Taylor de primer orden:
Ci+")= (+" C N

donde es un punto intermedio. Entonces de la ecuacon (5.20) obstemos la relacon:

Z1 Zl
" i 16C 1) (2+")d =" 2 18(2) (+" L D+0(» d
1 1 Zl
=" 7 () 18( 1 )d
1 Zl
+ "2 1 5(1)d +0("9)
z, ‘!

"I () ) 15( 1 )d +O("?);

para lo cual hicimos uso de que las funcionég( ) y son par e impar, respectivamente,
y que 1 no depende d«.

Como el segundo ermino de la derecha en la ecuacon (5.19 similar tenemos:

to Zl
2oap XD ggax= 7 () 13(d o),

1 1
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parai =1;2
Ahora, el tercer ermino en (5.19):
Z
b X alt ") X ot ;")

-0 1w 0 20— ——w (X)dX;
1

donde por el momento no usaremos el factor2 ; »:
Hacemos el cambio de variables siguiente:

X X
= 2; entonces 1- 2 Ly = 4 ;

donde esta dada por

=2 1= +'5() "ul): (5.21)

As, el tercer £rmino es:
Zl
i o(2( + N'o(2) (2+")d
1 Zl
= " (2 Lo 2( + N'o( 2)d +0O(");

1

donde nuevamente hicimos uso de la brmula de Taylor de primerden. Multiplicando
por 2 ; ,, tenemos que el tercer ermino toma la siguiente forma:

Z,

212" (2) . Lo( 1+ 1)o( 2)+ O(?):

De aqu, se sigue la relacon:

Z, NG Z,
("ux)® (x)dx =" 2 () 13 i )d (5.22)
1 - - 1
215" (2 Lo( 1+ 1)'o( 2)+ O("?);

1

la cual es correcta para cualquier funcon de prueba.

Sihacemos = ; enlaprimeraintegraly , = en la segunda integral en el lado
derecho de (5.22) obtenemos
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Z, X2 2 Z,
("ux)® ()dx=" L () 13( )d
! i=1 ! L
1
2" 1 ( 2) . Lo( No( + 1)d +0O("?)
X2
= "ap P () 21 (2ag a( )+ O,
i=1
donde hemos usado la notacon
Z, 1 Z, )
ap = 15()d; 1()=a— Po( Mol + 1)d; = — (5.23)
1 2 1 2
As
Z, (e )
. ("ux)® (X)dx = "a, (1) 241 (2 () +O(": (5.24)
i=1
Entonces, (5.24) en el sentido de distribuciones es:
(o )
("ux)? = "ap i (X i) 21 1() (x 2) + Opo("?): (5.25)

i=1

Mas aun, existe una manera de simpli car (5.25). Sabemos qukas correcciones de
los frentes de propagacon del kink y el antikink esein dada por la ecuacon (5.15) de tal
manera que el retrato fase de estas propagaciones estin dadaslp gura 5.4. Buscamos
determinar la interaccon en (x ;t ), as x = Vit + x? lo cual implica quex? = x Vit :

De aqu que en este punto las trayectorias sean, = Vit+ x Vit +™ ;1( ) esto es,

=X Vit )+ " ()

Por (5.21) tenemos:

e 3oL O Ve T ) a)

S )+ (2 1)

donde :=V, V;. Entonces,

tt=—-[+"n "al
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De aqu que

i = X +Vi—[ +'1 ]+ ™)

= x +" ﬁ[ +' 1 Tl ()

= x +"fh[ +"' 11 "oal* ()
= x +"fb +b'1x B2+ 'i1()g
conhb=Yyh b=1:

As,
=X +" g 1=12
donde
i=h +h'11 b aut'in (5.26)
Mostremos que
i=h +b' 11 b oo (5.27)

usando la igualdadb, b, = 1.
En efecto, para el caso =1 se tiene:
b +b'1n bt = b+ u(+l) b
= b+ b oo
Para el casa = 2 se tiene:
b +B'1n B at'xn = B+t )
= b +b' i b oo
As, (5.27) queda probada.

Notese, ademas, quej ( )j 6 cte: De hecho, geonetricamente podemos ver esta
armacon en la gura 5.7. Yaque ; mueve ala gaca de! o( ) hacia la izquierda o
hacia la derecha dependiendo del signo yhace que la ga ca sea mas estrecha o nas
ancha, entonce$ o( )!'o( + )tendemacerocuandg j!1 :As, :( )! Ocuando
j j'1 :Entonces ; es una funcon de Schwartz.

Ahora, usaremos el siguiente resultado (ver [11]):

Lema 5.1. SeaS( ) una funcon del espacio de Schwartz y séa,( ) 2 C! con la
siguiente representacon:

k()= xoH ()

dondex es constante y ¢ es una funcon lentamente creciente. Entonces,

S() (x x)=35() (x "))+ Opo("):
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X X X

! !|0() !0|( + 1)

Figura5.7: @ !'; (0 'o( ); (© 'o( + 1)

Claramente en nuestro problema se sigue qjie( )j 6 cj j** pues:

Ji() = b vy b aj=jb ' Tulth i b o)
6 jb[ +' 21 "ulit b 1+ jb’ 2
6 jb j+jb' g+ 0" nj+ jp" aj+ b’ 2
= jhbjj J+ ] a)(b)+ joj]+ " wjb)+ jo]
= G jtjaa+] uc
6 Coj N+ CaCrt GG

¢

Como se satisfacen las hipptesis del Lema 5.1 tenemos que

(s )
("ux)® = "a, P (x ) 211() (x x) + Opo("?): (5.28)
i=1
Porultimo, se sigue que
( )
@>$"Ux)2 = "az X P Ix ) 2119 x) + Opo("?):
@ i=1

Los @lculos para los otros erminos en el lado izquierdoed(5.7), se obtienen como a
continuacon se muestra.

Para el ermino ("u;):
Derivando el anzatz (5.14)con respecto tase sigue que:

S X S X
Ui = ];. l! 0 S]_ 1 - ! —1, 2" 2! 0 Sz 2 - 2 —2 - (529)
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Ahora, por la de nicon de ; dada en (5.15) se sigue que

S = T+ RA)°
= Vi+[" %) M A()
= Vi+ " ()
= [b+" 50 (5.30)
donde hicimos uso de las de niciones de by y ' jo.
Entonces, denotando pot o = !¢ S % tenemos:
U= St1tor—, S 2lo2—a; (5.31)
de aqu que,
h ih i
("ut)2 = S1 l! 0;1 —1; SZ 2! 0;2 —2¢ S1 1! 0;1 —1; SZ 2! 0;2 —2¢

2 212 2 2 2y 2 2
ST ' oa(=)+ S5 2 g =2)"+251S2 1 2! 0n! 02—

Ahora, comoS; =1y S, = 1 tenemos:
(u)?= P o)t 15a(=2) 21 2ol o1 2 (5.32)

Los tres erminos importantes en la igualdad (5.32) sohg,, ! 5, ¥ ! 01! o2 los cuales
analizaremos a continuacon:

Para los primeros dos erminos se sigue que:
Z 1 VA 1
g1 (dx=" () & i)d +0("?);

1 1

donde utilizamos los resultados ya descritos para el ermin@u,)?:
Utilizando el hecho de que, = ! 12()d =1L ! I 3( )d entonces tenemos que:

1 i1
YA 1

12, (dx= 22 ( )+ O("); (5.33)

1 i

en el sentido de distribuciones:

| 2 a2
s 0

(x i)+ Opo("?); (5.34)

i
luego, por (5.30) tenemos:

2n 2n
2

L x Dr2—22000 (x )+

2||a.2

(" )2 (x i)

! S;i(—it)z =
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Ahora, utilizaremos el Lema 5.1 ya que las funcionés$; son funciones del espacio de
Schwartzy ;= x + " ; entonces:

2n

2L 2 (x g2 —2200 (x x)

£ A 2)? (X )+ Op():

Para el tercer ermino en (5.32) se sigue que

X X
Lo 1 1o o ——2%  (X)dx

= " (2 Lo 1( + )'o( 2)d +O("%; (5.35)

1

donde utilizamos los @lculos ya realizados para el £rmbp ("uy,)?: Haciendo el cambio de
variables

= 2y 1+ )= 1 +—2 = 1 *
donde = —;tenemos:
n Zl
= 20D T s ()
2 1
= 25 40y + o (5.36)

donde como ya mencionamos anteriormentg( ) es una funcon de Schwartz.

En el sentido de distribuciones tenemos que:
lla
ol o2 = —= 1( ) (X 2)+ Opa(*?): (5.37)
2
Utilizando nuevamente el Lema 5.1 se sigue que

!o;l!o;z=% () (X x):

Notemos que—, o, = 2[bib+ by’ 9+ by' 91+ ' 9;' §,]; entonces
"a2 1 1 1 1
Poa! o2( =1 —2) = 2—2 1) (X x)[bbp+ by 5+ b 2+ 3
As,

21 dotlopl =)= 21 %ay () (x Xx)bbp+ ' G+ Y+ o
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Luego,

X2
("u)? = "a, 2_ [ (x D+2 0 (x x)+ () (x x)]

i=1
2("32 2110) (X X ) —, )
X2

= "a, ? o (x )+ Ky (x x) + Opo("?) (5.38)
p , i=1
dondeKl = i=1 i |01(2h + ' il) 2114 =
Porultimo se sigue que, )
X2
@@)g"ut)z = g, P Ax D)+ Ky qx x) + Opo("?) (5.39)
i=1

Ahora analicemos los alculos para el £rmino'u,uy):

De las ecuaciones (5.17), (5.18), (5.29) y (5.31) conocenms valores deuy, U, "Uy
y "U¢, entonces

#" #
) X2 X2
UtUy = S ilio—, iSi!io
i=1 i=1
X 1 X 2
= ilo 1— -+ 2o 22— —2
I | X 1 I X 2
1' 0 l 0 1 " 2 O 2 n
_ 2, 2 2, 2
= ot 1 2ottozat 1 2ol o2 2! 02 —2
X 2 2
= Foidior 120+ =)' ol o2 (5.40)
i=1
Ahora,
Z, X2 Zin (0]
w2 _ 2 2
Uiuy (X)dx = Tod ot 1 2(=+ =2 otloz  (X)dx  (5.41)
1 a1
i=1

Para el primer ermino de la derecha en la ecuacon (5.41)a hemos realizado los
@lculos pertinentes a trawes de los casos'f,)? y ("u;)? descritos en las ecuaciones (5.33),
(5.34). Luego,

12 .
;0

B2 et x )

= "a_2h (x )+ "a_z' hox)

- (5.42)
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Ahora, utilizando el Lema 5.1 ya que las funciones’;, son funciones de Schwartz como
se observaenla gura58y ;= x +" ; entonces (5.42) es

0| O|

(a) (b)

Figura 5.8: @) ' i1; (b ' . Las funciones % son de Schwartz.

||a 2h na 2, 0

= (x )+ —="2% (x x)+ Opo("?) (5.43)
Ahora, el ermino
iz! (%i - = "ab i (x i)+ "az i01 (x x )+ ODO(HZ)

"aglh i (x )+ i'f (X X )]+ Opo("?):

Ahora, para el segundo ermino en (5.41) igual que antes tenaw la expreson (5.36)
y en el sentido de distribuciones se sigue la ecuacon (5.37). temces

Porl o2( =1, + =) = % () (X x)o+ b+ 9+ %0
Luego,
X2
uuc= "ap, b (x )+ L (x x)]
i=1
X2 X2
+ M"az1 () (x x) b+ "l
i=1 i=1
X2
= "a; hbi(x ) "a % (x x)
i=1 i=1
X2
+ "ap 11 - (X x)
i=1 "
X2 X2 #
= "a, b (x i) "az 1 14) (X x)
i=1 i=1
+ ODO(HZ)
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P
Denotemos porK , = i2=1( - 1 1-,), entonces

X2
"uuy = "a, b (x ) "aK, (x X )+ Opo("?):
i=1
Finalmente,
xe dK
gg"zutux): ay B 0o fa e (x x)+ Op)

% I

dK,

= %a, b9 Db+l "azw (X X )+ Opo("?)

i=1

X2
= %a, K% )+ *a, bi'% WX )
=1

i i=1

"2 (x X )+ Opo("):

Nuevamente,' & 2 S entonces:

@ n2 — 2n )@ 2n >@ 1

@{ UtUyx) = ap hz i O(X i)+ ar b i i1 O(X X)
i=1 i=1
"az—d;2 (X X )+ Opo("?):

Ahora, realicemos los alculos para el ermino B (u):

Claramente,
n #
xz X X
F(u=F 1S =F ! S

i=1

1 X 2
+ | 822

P P
Escribamos,F(u) = 2, F(!;)+ F(u) >, F(!)) entonces

X2 X2 #
F(uy ()= F(i) )+ F(u) F(i) (X
i=1 i=1
Luego,
" #
Z, X2 Z, Z, X2
F(u) (x)dx = F(') (xX)dx+ F(u) F(')  (x)dx
1 i=1 1 1 i=1

(5.44)
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Analicemos los erminos de la derecha en la ecuacon (5.44para el primer £rmino,
tenemos:

Zl Zl
F('i) (x)dx

1 le
= F1o 22— xdx (5.45)

I
-
w

(x)dx

pues las propiedades( )+ !( )=1y F(z+1)= F(z) hacen que

FI(s ) = F! S 20— =fp1 L 2
= F1 1 2 =fp o oz
= F 1 o2 =F[1O=FSOl= FIONE
Esto es,
FI (S 1= FIS! ()= F[ ()] (5.46)
En (5.45) hacemos el cambio; = *.— y haciendo uso de la brmula de Taylor de

primer orden entonces,

" Zl

= — FO() o+t d
Lz, i

= — () FOC) ()+—i O+ O3 d;
zh L

= < () RO+ 0= =5 ()+ oY,

1 i

R
donde se hizo uso de la igualdag := i F('(i))d . En el sentido de distribuciones
tenemos:

F(,) = _% (x i)+ Opo("?): (5.47)
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Ahora, para el segundo £rmino denotandd ( ;S;* = 1, se tiene que:
Z, 2 # Z,
F(u) F(N)  ()dx = fEM.+12] F[Ma F['2] (x)gdx
1 i=1 1
n Zl
= — F I(Sl 1)+! SZ¥
1 1
1t 1 d 1
1
! ! 1
fEL (S 1)]g 1+ — d g
1 1
Zl n
+ F1 S—7 1+ — dg
7 1 1
" 1
=—  F (S 9)+! S
1 1
(D+— 1L )+02 dy
Zl
n 1
=— (1) FlI(S&ip+! S—— d,
1 7 1
1
F[I (St 0)]d 1

zh
FIl St 1 d,+0(?

n 1

= —1A1 ( 1)+ Op("?):

En la segunda igualdad hicimos el cambio de variables = *—* as, ,*+2 =
L1 En la tercera igualdad aplicamos nuevamente la brmula d&aylor de primer
orden y tamben aplicamos la ecuacon (5.46) y denotamos a

1
A= F Sl()+! S+—1 FISi! ()] F! Ss2+—2  dy
1

En el sentido de distribuciones S%sigue que:

ﬁ "
F(u) F(') = —A; (x 1) + Opo("?):
i=1 1
Si enA; se hace el cambio, = -2 entonces se tiene:
Z 1

A= . fE[S! ( 2+ 1)+ 1 (S22)] FIS!H ( 1+ 1) F['(S2 2)]gd 2
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Denotemos como

Z,
a
325 = FISi! ( 2+ 1)+ ! (S22)] FI[Si!( 2+ 1) F[(S22)]d 2 (5.48)
1
entonces, a
Aq = 525 :
De modo que:
Z, X2 # "
F(u) F(li) (dx = —A1 ( 1)+ 0("%)
1 i1 1
" a
= —5B (0+0(?
1
" a
—5B  (1)+O(?):
2
Por otra parte, si en el segundo ermino de la ecuacon (5.4} se hace el cambio, = %2
se obtenda " #
Z, X2 " a
F(u) FCi)  (dx=—=8  ( 2+ o("?)
1 i1 2
As, "
1 S ! " ap (1)
F (u) F('i) (x)dx= —=B + O("?);
1 i=1 2 2 ( 2)
En el sentido de distribuciones:
" #
ﬁ n
F (u) F(')) (x)dx= _ %p )y Opo("?):
1 2 2 (x 2
Como
2 41
B = = FISi( + 1)+ (S2)] F[S!H( + 1) F[(S2)ld (5.49)
1
es de Schwartz, nalmente obtenemos:
" #
)(2 " a2
F (u) F(')) (x)dx= fis (x X )+ Opo("?): (5.50)
2

i=1

Sustituyendo (5.47) y (5.50) en (5.44) obtenemos:
" #

Y
F=22 2 9+ S x) + 0o

i=1 !
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104 5.3. Construccon de la Solucon asinbtica

de donde se sigue que,

» ,
DF="az S 0+ S (x x) o+ Opu):

i=1

Obsrvese que de las propiedades ( )+ !'( ) =1;F(z+1) = F(@2) = F(@z 1y
F( z)= F(z) se deduce que

B

—  FIC + 1) 'O FIC + 1)1 FI()

FOLe) 'C + 1) FIEC + 1)1 F[E()d:

Entre otras cosas, calculando las asinbticas cebiles paa los erminos del lado izquierdo de
la ecuacon (5.7), obtenemos algunas convoluciones. Intrduzcamos la siguiente notacon:

141 - 141 1
2()= — Po( )lo( + 1)d; 2()= — Po( )'o d; (551)
a 1 a 3
2 41
B ()=6T2 . fECC) 'O + 1)) FCC) FOC + 1))gd: (5.52)

Lema 5.2. (Propiedades de las convoluciones.) Bajo las himtesis A-D las convoluciones
(5.23), (5.51) y (5.52) existen y tienen las siguientes propedades cuando ! 1

20() 6cte;j 2 )j6cte:; 2B () 6 cte: (5.53)
Mas ain, B < O paraj j sucientemente grande y

20)= (1 20)+ 20)):

Demostraci on: La existencia de las convoluciones es clara, ya que) satisface la estimacon:
g 2 x 21
("ux)® (X)dx=" |2 |8( ) (i+")d
i= 1

2" 12 Po( 2 )o( 1 + 1) (2+")d
1
y se anula con rapidez no menor a&. Luego, cuandok = 1 en la hiptesis B), la funcon ! o
tiene una rapidez exponencial de anulacon. Lo mismo es \do para las convoluciones.
Consideremos el casé = 3 y, consecuentemente,! o se anula cuandqj | 2,
Para nuestro objetivo sea su ciente estimar la convoluodn:
Z,
— n .
(n) = Po( )'o( + )d 1;
1
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5. Interaccon Kink-Antikink 105

donden =10 2.
Reescribamos () como la suma de integrales:
(z z,)
2
() = + "o( ) o + )d
1 7
para estimar laultima integral utilizamos la siguiente desigualdad:

izj" 1

i 2+n 2+n .
iji'o( + )B6C i+ 27 Z:76C para z> > (5.54)
donde C es una constante, pues el maximo absoluto de la funconz ! % enz> 1=2es
menor que 1. Para la primera integral cambiamos la variable °= + y estimamos como
sigue:
Z Z _ Z _
= n I + )d 6 2 I d+ " “ I d:
. Po()! of ) 1JJ-o()-o( ) . Po()! of )d:

Ahora, es claro que es su ciente usar una desigualdad similaa (5.54) para la primera
integral y la desigualdad! o( Y6 C 2% 6 5, para la segunda.

Para probar elultimo resultado del lema es su ciente utilizar la periodicidad de F y las
desigualdades:

F()=1+ v() cuando 'L ;1 ()=v() cuando 1T
dondev( ) es una funcon que se anula exponencialmente en el cako=1y jv( )j 6 % cuando
k=3:

Ahora, podemos resumir los resultados obtenidos al calculdas asinbticas cebiles en el
siguiente lema:

Lema 5.3. Supongamos queéd)-D) vy (5.16) se satisfacen. Entonces, las siguientes relaciose
son \alidas:

( @ )
("'u)? = "apv? | P (x )+ Ki(x x) +Opo("?; (5.55)
(o )
X2
F(u)= "% i (x i)+ Bz (x x) + Opo("?); (5.56)
i=1 |
£@{qutux) = @ 20Kz (x x)+ "az 2 d X b i+ wW o Ix x)
@ d d i=1
X2
+ "az 2 Ax i)+ Opo("?): (5.57)
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106 5.3. Construccon de la Solucon asinbtica

Aqu y en lo que sigue:

X2
Ki = i'n(h+ i) 20 1 20
i=1
n 0
K = Y . .
2 i1 1 1—-¢
i=1
o X2
W = K22+ 1"71(1  2) 2 S (5.58)
i=1
_ .o..o._d'il.
= b+ = q (5.59)

Usando las brmulas (5.28) y (5.55)-(5.59) obtenemos que dhdo izquierdo de (5.9) es una
combinacbn lineal de las funciones (x x ); Yx x)y dx i)
x 1 dK
i+ 2+ = Ax )+ TZ (x  x )+
i=1 (5.60)

dK B
211 Ki+ 2T3+ - Ax x )= Opo("?);

Py
dondeKz= {; ib"ij1+ W:

Como estas funciones son linealmente independientes, loseccientes de las funciones y ©
tienen que ser cero. As, obtenemos el siguiente sistema decuaciones:
dK
=2 - o (5.61)
d
1 1 :
B 5+ 5 = 0;i=1;2 (5.62)
|
" #
dw ¥ 1 B
2-%2 b = Koo 21 0% = (5.63)

i=1

De las igualdades (5.62) se obtiene lo siguiente:

1 1

O = i hz 72 +7.2: i+ thl
|

= 2 1 _ 212 2

U R s S |
I
= 21+ 2 +1
de aqu que = 5, entonces ? = 4 = ;7. Esdecir, 2= 147t

Tomando en cuenta la condicon' % ! 0 cuando ! 1 e integrando (5.61), obtenemos

la igualdad:
X2 n o]
'Y 114, =0 (5.64)

i=1
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5. Interaccon Kink-Antikink 107

Esto y la de nicon (5.21) de la funcbn = () nos ayudan a reescribir' ;; en erminos
de 0= g—: Claramente de (5.21) tenemos:
0_— d — 0 0]
=g 1+"5 '11 (5.65)

Ahora, resolvamos el sistema (5.64), (5.65) con respecto'd;, ' 9;:
Por la primera ecuacon en (5.59) tenemos que (5.64) es:
' 1t )+ 2% 1 (et 3)=0
utilizando la igualdad b, by =1 se sigue que:
' 1l )+ 2% 11l g =0
Factorizando' 9, y ' 9;:

Ul 1d 1+ %2 14 11 1 ibh=0

Despejando’ §; y utilizando el valor que obtenemos para 3, de la ecuacon (5.65), se sigue que

o _ 211+ 11 "5i[2 1]
1 = .

11
211+ 11 [© 12 11 "NUl2 14l

1
1 11

entonces
"o + 1=2 by + O+ 0, .+ :
ul1 11t 2 11 11 11 2 11t 2 11

as,
o _ (1 1) %+1+2 b
1= 1+ 2
y despejando’ 9; y sustituyendo el valor que obtenemos para 9, de la ecuacon (5.65) se sigue
que

0 0

o _211k+2 11 1+ 1 11

21 = ;
o+ 1 211

de aqu que:
o _2 1b  + Y 1) |

21— 1+ 2 1

As, obtenemos las siguientes ecuaciones:

d 11 _ Cdog
q - F Gq; g

= FGy; (566)
donde

F=(1+ 2 Dt 6= )% 1 2b;1yG=(1 1) % 1+2b ;1 (5.67)
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108 5.3. Construccon de la Solucon asinbtica

Note que el lado derecho de las ecuaciones (5.66) dependen déa cual trataremos ahora
como una funcon desconocida. Para completar el sistema teemos que usar laultima igualdad
en el sistema (5.61)-(5.63). Para simpli carlo, primeramerte notemos que las igualdades (5.64)
y (5.66) nos ayudan a reescribir la expreson paraW de nida en (5.58) de la siguiente manera:

W=(1 + 2FG1 2,FGy (bi+by) 2

P P
donde hemos usado la igualdad i2=1 11+ ") = i2:1 i iol; la cual se sigue de la
ecuacon (5.64) y desples aplicar las ecuaciones dadas €b.66).

Manipulaciones algebraicas simples nos llevan a la igualda

w d
==L— 1 2(n 2+ bz 2); (5.68)
F d
donde,
L = 1 + 2 2. (569)
: d dw . .
Despejandod— de (5.68) y q de (5.63) obtenemos el sistema aubnomo de primer orden
d daw
FE Q; q - P; (5.70)
donde
1 W
Q= L F"‘ 1 +2(by 2+ by 2)
F
P="2t (1 HQ 21 al b)IQ+1 2 y(bi+ 1))
1 B .
—- 1t 2., "

De hecho, de (5.68) tenemos:

d 1 W
= f’f 1 +2(bp 2+ b2 2) ;

d L

adenas, (5.63) se puede escribir como

dkg X o . dw 1 2 1
— < = b' 5+t —= — K1+ — —B
q . ib' d 5 Kit 115
y as,
dw 1 2
a4 - 2 Kit — 11 278 b’
n # 2 i=1
1 S 1 1
= 5 Kp 2 ' % o+ S 11 5B
2
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5. Interaccon Kink-Antikink 109

De namos condiciones iniciales para el sistema (5.70).

De (5.68) tenemos que

d
W=F Ldi 1 200 2+ b2 )
La primera hiptesis en (5.16) y la de nicon de  dada en (5.21) implicanque !  cuando
d
1 ;Iuegod—! lcuando !'1 :Ademas, 2( )! Oy 2()! Ocuando ! 1
Masain, L= 1 + > ! 1 cuando !1 :Finalmente,F =(1+ 2 4()) !
cuando ! 1 :Porlotanto, W! Ocuando ! 1

Por lo que tenemos la condicon inicial:

-1 1 W! Ocuando ! 1 (5.71)

La segunda suposicon en (5.16) y (5.21),(5.68) implican ge y W necesitan tener los
mismos valores Imites (5.71) cuando !1 . As, la validez de nuestras hiptesis es equivalente
a la existencia de una trayectoria s =( = s( );W = Wq( )) que satisface la condicbn (5.71)
y

=11 Ws! 0 cuando jj!1

5.4 Anlisis del sistema diramico kasico.

Pasando a las variables°= ; , °= ; yomitiendo las primas, reescribimos el sistema (5.70)
en la misma forma pero con los lados derechos nas sencillos:

Q= % g_,_ +2(by 2+ by o) (5.72)
p = % (1 HQ? 211 (b bIQ+Ll 2 1(bi+ 1))

1 B

Lo (5.73)

Aqu, L, F y las convoluciones tienen la forma:

L=+ 2 2 F=(1+ 2 L
1Zl

i() = — "o+ )o()ds i =152
a.2 1
lZ1

2 = = Po( )o d = ( 1+ 2
a.2 1
2Zl

B = 3 FCC + ) ) FCC + ) FC()Id:

1
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110 5.4. Analisis del sistema diramico lasico.

Para realizar un aralisis mas detallado, usamos las propedades de las convoluciones que se
enuncian a continuacon:

Lema 5.4. Bajo las hiptesis del Lema 1 las siguientes relaciones sowlidas:

i) = 1()>0 1()= 9+ 0(?%cuando ! 0
sgn( 2()) = L sgn( 2( )=1
o( ) = 2( ); o0 )= 20);
2() = 3+ 0(3; 2()= 3+0(3cuando ! O
B ( )= B() B ()=B%+0(?
donde
. 1= 100); B% =B (0)
11 d! o(2) 1 ~1 d! o(2)
1_ - | 0 . 1_ = | 0 .
2 821.0()d2 z=d<0'2 a 1'0()dz Z:7d>0.
Demostraci on: Indicaremosunicamente la prueba de la relacon »( )= 3+ O( 3).
Usando la brmula de Taylor de primer orden y tomando en cuetia que! ¢ es par, obtenemos:
Z
341
20 )= 3+ 331 Lo( )13% + 4 )d; (5.74)
1

donde 2 [0;1]: Reescribimos laultima integral como la siguiente suma:
Z 1 2y Zy

+ o+ Lo( )3 + 1)d; (5.75)
1 1 1

La segunda integral es acotada por una constante. Para ladgima integral tomamos en cuenta
que
+ 1 >cte para jj 1;

uniformemente en 2 [0; 1]:

Consideraciones similares para la primera integral en (55) implican que el residuo en (5.74)
es del ordenO( 3):

Estas propiedades y las brmulas (5.67),(5.69),(5.72)%.73) implican los siguientes resulta-
dos:
Corolario 5.1. El sistema (5.70) es invariante con respecto al cambio de vables
! ; ! ;W W:

Corolario 5.2. Bajo las hiptesis del lema 5.2:
L =0 (5.76)
y las siguientes estimaciones son \alidas uniformementere

A+ )eFe @1+ 2 9 l=Fg6 (1 p*) 2, (5.77)
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Por el Lema 5.4 sabemos que( ) es impar, entonces

2( ) 2(0) + ddz( ) :0( )

- 1 33, 55
= + 5%+ 37+

+0( %,

|
N N

1 R
como o( )= 4 1 !o()ol + 1)d,deaquaque

d, %1 1 o(2)
C2= 2 " g() d;
a.2 1 dZ
entonces d 1
d!
1= 2 (2l )y,
a dz

Similarmente, para »:

La igualdad (5.76) muestra que el sistema (5.70),(5.72),(33) tiene una singularidad en la
recta (0;W) en el plano (; W ): Asumiremos que esta singularidad es de tipdt y que no hay
otros puntos de singularidad. Por lo tanto, elegimos la hiptesis adicional:

El) SeanlafunconF y el rumero = —; tales que las siguientes desigualdades se cumplen:

L( ) > Opara >0;L1=3—L >0

=0
Notemos que laultima condicon implica en particular la d esigualdad

61 (5.78)

Recprocamente, bajo la condicon (5.78) las estimaciores (5.77) garantizan queF 6 cte
uniformemente en .

As, la singularidad de Q es de tipo 1. De hecho, para =1 las singularidades deQ y P
son de tipo 2 nuevamente. Sin embargo, este caso necesita considerareparadamente y aqu
supondremos la validez de la condicon (5.78).

Hacemos la observacon de que la hiptesi€1) se puede veri car para cualquierF no lineal
y para cualquier de nido por los datos iniciales. Mas aun, esta hiptesis es realizable.

Ahora investiguemos cuando una trayectoria puede pasar dedemi-plano izquierdo al dere-
cho. Obviamente, esto puede pasarunicamente a trawes depunto (0;0), pues todo el ejeW es
una singularidad del sistema.

Consideremos una vecindad pequena del origen de coordeasad El Lema 5.4 implica que
el sistema diramico tiene la siguiente representacon paa j j 6 1.
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112 5.4. Analisis del sistema diramico lasico.

Primero, rotese que

L = + 0 - 2
= + 3 I+ 0(3cuando ! 0O
= [+ 3 2+0(?
= L1+0(9

[L1+ O( ?)]cuando ! O

dondeL;=[1+ 3 %]. Tamben rotese que

1

E = l+ 2 1
= 1+ 2 ( 2+ O( ?) por el Lema5:4
= 1+ 2 9+0(?)cuando ! 0
= Fot+O(?):

As, la primera ecuacon del sistema es:

3 - % ¥+ +2(by 2+ by o)
- M F10+0( 2 W+ +2 (b 3+ by D+ O( 9
- [I_1+10(2)] ‘F’VO+ +2 (b 3+ by 3+ O( AW + O( 9)
= o0 F10W+1+2(b1 1+ by, D+ O( )W+ O( 2 ;
entonces,

+1+2(by 3+ by 3) +O( )W+ O( ?):

2 :
de 2+ 0( 2)= 5L se sigue queF = Formorzy = Fo O ( H+ )

En 9¥; tomando F = F:

O('jﬂ: '; 1 2Q% 2[1 1(» b)]Q+1 2 1(b2+ )
1, B
2 17 12
- % 1 (9HQ* 21 R bylQ+R +O(?;

BO
conR=1 2 b3+ 1) F022 9+ 57—
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Entonces, paraj j 6 1; el sistema es,

a _ 1 iﬂ+1+z(b1%+ b, ) +0O( )W+ 0O( 2 (5.79)
d Li1.Fo #
W _ Fo ?

d d
9 - 2 @ (DY) & 20 ik b))+ R +O(Y):

Ahora, podemos transformar el sistema (5.79) de la siguieet manera, despejanddV de la
primera ecuacbn en (5.79) tenemos:

d

W=Fo Lig 1 2(0n 3+ by3) +0(°W+ 9 (5.80)
y derivando con respecto a :
dw d d d dw d
5 = Folig g 1#2(b 3+ b2 3) Fog-+O  ——+(W+ )5 |
sustituyendo en la segunda ecuacon de (5.79):
Folie & Foteomde b H) Svo Wows o
. d d d yd d
F d ?2 d
= 2@ (D) - 20 YU b)) —+R +0(?
2 d d
Luego,
d? d dw d
A155( 7 2A1+2b 3+ b J -+ 0 —H(WH )
0y2 d 2 0 d 2y .-
= Q¢ (D) g 21 ik ba)) =+ R+ O(7);
entonces
d2 2 0y2 d 2 0 1 1 d
Lig(9=@0 (D) g + 20 ik by)+20+2(b 3+ b2 3)
+ reo(y+ro Pawe o
d d
as

d> 5 o2y d ? 0 1 1, d
Llﬁ( )=@Q+ (1)) a + 2 j(lp by)+4(b 3+ by Z)di

+ R+0O(?)+0 ddW+(W+ )3
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114 5.4. Analisis del sistema diramico lasico.

teniendo en cuenta que = ( 1+ 2) encontramos que

1 72"'0( 2): ( 1t 2)+O( 2)

= )+ 2204009

= )+ 23+0(?
= f+ 23+0(9
= (9+ +0(?

N
1

entonces,

29 by +4a(b 3+ by ) = 2 b by)+4b ( 9+ H+4 by 3+0O( D)
= 2 9 2by 9+4 by 9+4 2%y 3+4 0, 3+ 0O(2
= 2bp 9+2by 9+4 %20 1+4 by 3+ 0O( 2
= 2( 3+2 b+ b))+ O(?H

= 2N+ O( ?):
donde, se toma
N=(3+2 3)(b+ by): (5.81)
De aqu que,

LE e (99 9 TN vreo(9 0 Wawe)d e
'd 2 Vg d d d =~
Ahora, aplicando el nmetodo de Cauchy-Kovalevskaya y tomand en cuenta que = ( )es

impar, escribimos:
= a + az 3+ as 5+ (583)

con coe cientes arbitrarios a;.

El netodo de Cauchy-Kovalevskaya es un netodo por medio delcual podemos encontrar la
solucon de una ecuacon diferencial parcial numericamente.

Para nuestro problema, primeramente escribimos la ecuagn (5.82) de la siguiente manera:

d2 2 0y2 d 2 d —
Liz5() @ (D) 5= NG R=0

Entonces, para orden de 0.
2Ly 1+ ( 9DP»a? 2Na; R=0:

Denotemos comoM =2L; 1+ ( 92
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La ecuacdn obtenida para orden de ° tiene solucon siy olo si N2+ MR > 0: Supongamos
gue esto se satisface.

En orden 2:
[2L1+ M]Ja Naz=0:
En orden “4:
1
(4L + M)a; Nas= 1—0[9(1 ( 8))2 30L 1]3.% = fs(a1; asz):
En orden ©:

1
[6L1+ M]Ja; Nay= ﬁa3a5[30(1 ( 9% 1124] = f(as; a3 as):

En orden 2" :
fl2nL1+ MJaz Ngagn+1 = fons1(a1;82;85;:: a0 1)

De este procedimiento se sigue que la ecuacon (5.82) y algea simple implican las siguientes
ecuaciones:

Ma? 2Na; R = 0 (5.84)
[((M +2nLi)a; NJag+1 = fonsa(agiiii;as 1); n> 1, (5.85)
donde
M=2L; @ (9% (5.86)
SiM 60, para a; obtenemos dos races
1 P
3 = o N N2+ MR (5.87)

Consecuentemente, la funcon ( ) tiene la representacon (5.83)unicamente bajo las cond-
ciones
N2+ MR> 0; y (M +2nL;)a, N 60 8n=1;2;::: (5.88)

La primera desigualdad en la ecuacon (5.88) garantiza la ¥istencia de las races y la segunda
de no ser \alida los coe cientesa; en (5.85) se anularan.

Sin embargo,M puede ser arbitraria (incluyendo el casoM = 0 ya que ( 9)2 < 1 para
<1y ( 92> 1para > 1)y tenemos que investigar todas las posibles situaciones.

SeaM > 0. Entonces,

+

a, <0a >0 'y Ma; <N<Maj]

SeaR > 0. Entonces ambas condiciones (5.88) se satisfacen ya que

(M +2nLda] N>2nL%ai >0y (M +2nLa;, N<2nLfa <O
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Luego, siR < 0, entonces necesitamos suponer la validez de la primera atiodbn en (5.88).
Mas aun, la segunda condicon (5.88) puede ser transfornada a la siguiente forma:

p__
N6 N2+MR(@A+ q) paratodan=1;2;:::; (5.89)
donde los rumerosq, de nidos de la siguiente manera,

|v|_111 (9?2

2nL; n 2L, ’

th =

son positivos. ParaM > 0y R < 0 ambas racesa; son positivas si y ®lo siN > 0, pues
ge lo contrariop,de (5.87) N2+ MR > 0 lo cual implica que 0< N 2+ MR < N 2 entonces

N2+ MR< N2=N.As,si M> 0,R<0yN< Oentoncesa; <Oya, <0:SiR=0
entonces existena; > 0 siy ®lo siN > O:

Considerando de la misma manera el cas® < 0 obtenemos la condicon:

E2) SeaM 6 0. Mas aun, sean la funcon F vy las velocidadesV, tales que las siguientes
hiptesis se valen:

E2a) SiM > 0 entoncesR > 0 0 R < 0y se satisfacen las condiciones (5.89N > Oy
N2+ MR > 0 (5.90)
oR=0y N> 0.

E2b) SiM < 0 entoncesR < 0y se satisface (5.89) R > 0 y se satisfacen (5.89), (5.90) y
N<OoR=0yN<Oy

1 (9 62L1(1+2n) paratodan=1;2;::::

Observacon 5.2. Teoricamente, tamben existe un caso especi co cuandoM = 0. Sin em-
bargo, en este trabajo no lo consideraremos.

Calculando la coordenadaW de las trayectorias en la forma similar a (5.83), esto es
W=1, +133+ (5.91)
pasamos al siguiente resultado:

Lema 5.5. Supongamos que las hiptesif\-E2 se satisfacen. Entonces, existe al menos una
trayectoria = f( = s( );W = Ws( ))g del sistema (5.70), (5.72), (5.73) la cual pasa del
semiplano izquierdo(W; ) al semiplano derecho cuando crece desde ( hasta o, para g
su cientemente pequena.

Observemos lo siguiente:

1. a, y a; signica que hay dos posibles curvas en el diagrama de ujo I cuales pueden
ser ambas positivas.
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| .
i Y & nos dan las pendientes de cada una de tales curvas, = 2
i

El siguiente paso en el aralisis es la consideracon del siema (5.70), (5.72), (5.73) para
11 : Ya que las convoluciones se anulan cuando! 1 , tenemos:

Q=1+(1+ )ﬂ+o iz 1+ ¥ :2(11 )(Q 1)+ O iz ; (5.92)

Ahora, procedemos a resolver el sistema (5.70), (5.92) ensterminos principales para j j
grande. Resolveremos el sistema (5.70) por separacon danables se sigue que
De lo anterior tenemos:

d 21+ ) +(1+ )W)
w2 W
2 [ +(1+ W]
L+ )W?
22 2

- - 4+ —
1+ W2 W

Esta es una ecuacbn diferencial homognea. Ahora, hacielo el cambio de variables = uW
se sigue qued = udW + Wdu d|V|d|§ndo esta;igualdad por dV tenemos que YW du =
(1+ )u +2u entoncesudW + Wdu = m dw, as Wdu = (1+ )u +u dW. Luego,

du dw

(1+)u"'u w

denotemos por

- — dw.

= ;2 entonces_34- = ¢

Ahora, integrando 7 7
' du T odw
1 u?2+u 1 W

Utilizaremos el netodo de integracon en fracciones pargales:

(. 1 _§+ B _ A(u+l1)+ Bu_ (A +B)u+ A
u2+u u(u+1) u u+1  u(u+1) u2+u
entoncesl (A +B)u+ A. As, A +B 0yA=1entoncesB
De aqu que,
z Z z
1 du S | 1 du
_ = du=In(u)
1 u?2+u 1 u u+1 1 u+1

In(u) In(u +1)=In( ﬁ);
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118 5.4. Analisis del sistema diramico lasico.

donde hicimos uso del cambio de variablesx = u + 1.

Ahora, In( %) =In( W) +In( ), donde In( ) es una constante, de aqu que57 = W .
Luego, de = uW tenemosu = ;: As,
W= w; (5.93)

- W22
entonces = T W

Buscamos la solucon que pase por el punto (o;Wp); as de (5.93) se sigue que =

Wol oFWo) §+WO): Luego,
W 2 w2 w2 w2 1+ W2
1T w T w 2w 2 I "2 cCc w (5-94)
" w2z W
de aqu que = - W en estas igualdades se denotaron como= 1y por C = % | de
donde 1 W
+
C=W, 1+ had (5.95)
2 o
Como es grande concluimos quet es pequeno? = 2-S%: As, si j j 1 entonces

W  C. En otro caso, siW es muy grande es un caso que no nos preocupa ya que buscamos
queW ! 0.

De este procedimiento concluimos que la solucon del sistea (5.70), (5.92) esta dada por

las ecuaciones (5.94) y (5.95), dond&V/y = W . Por lo tanto,
=0
1 -
W=C+0 J—J cuandoj j L
Mas aun,
+
w=c 2 0 L

. .2
1)

Laultima brmula, implica la estabilizacon de las coor denadasW de cualquier trayectoria
para ! 1 ,sijWpj = jW( o)j es acotada por una constantey oj = j ( o)j €S su cientemente
grande.

De aqu se sigue que la curva ¢ buscada no existe, pues hemos mostrado que las hiptesis
ya establecidas en (5.71) no se satisfacen.

Elultimo paso del aralisis del sistema (5.70), (5.72), (5.73) es la consideracon de las isocli-
nas.

Recordemos que las isoclinas se obtienen hacien@o OyP Oes decir,g— =0y ddﬂ =0;

luego la pendiente en el plano W es%ﬂ = %. SiP =0 obtenemos la curva en el plano W

gue es atravesada por las trayectorias en forma horizontalSi Q = 0 entonces %ﬂ =1 as Qes
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5. Interaccon Kink-Antikink 119

lacurva enelplano W gue es atravesada por las trayectorias en el sistema diraro en forma
vertical. Es otras palabras, las isoclinas son curvas que satravesadas por las trayectorias del
retrato fase con una pendiente constante.

Laisoclina o = f(;W );Q(;W )=0ges la curva
Wo=F ( +2(b 2+ b2 2));

la cual paraj j su cientemente grande es la rectaNé = Wq = g7—cuandoj j!1 :Hacemos
hincape en que la curvaWg = Wq( ) intersecta a la trayectoria s en el origen. De hecho, si
Ws denota a s como la funcon Ws( ); entonces de (5.80) tenemos

d
Ws=F L1— ;
S 0 ld
con =1+2(b 5+ by 1): As que
dWs d d
= FoL1— — F
d b1 d 0
d 2
= Fole* (u+3az “+ ) F o
= FoLiaa F o;
puesjj 1sijj L
Ahora, sij j 1, por el lema 5.4 tenemos que

Wo= F (1+2(b o+ by 3)= F
De modo que
d d =0

Para encontrar la isoclina p = f(;W );P(;W ) =0g necesitamos resolver primeramente la
ecuacbn

= FgL1a1 > O:

(1 HQ* 2D1Q+D,=0; (5.96)
donde 5 .
Di=1 a(bp bi); D=1 2 1(+ bj) 2 13
12
Denotemos porQ ( ) a las races de (5.96).
p
o -Di DI @ 9Dy
@ 9
(5.96) tiene soluciones si y ®lo si el discriminante
D = D2 1 dD,
1 B
=1 e b @ D1 24B+ b)) S ot
12
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es positivo.
Entonces, obtenemos las siguientes expresiones pag, = W, ( ) de laisoclina p :

W, =F LQ () 2y 2+ by ) :

Paraj j su cientemente grande (5.96) tiene comounicarazQ =1;puescuandg j! 1
sabemos que;! OyB ! 0.

Un aralisis asinbtico de las convoluciones implica el sguiente resultado (ver [12]):
Lema 5.6. Bajo las hiptesis A)-D)

Dp! +0 cuando | j!'1

Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado

Corolario 5.3. Laisoclina p consiste en dos ramasV, los cuales esan de nidos al menos
para j j sucientemente grande y tienden a juntarse cuandg j!1 . Si Dp > 0 para toda
2 R, entonces los brazodV, pasan a trawes del punto(0;0):

La gura 5.9 muestra las isoclinas que hemos calculado ant@rmente para =0,y N =100
las cuales obtuvimos por medio de un programa de simulacoren Maple.

W
0 A./_\. ;\
2 4 6 /T/’Il—o
-1 4 o
Figura 5.9: Gaca de las isoclinas del , y gcon =0; =0:1,N =100:

Como un resultado de este aralisis obtenemos el siguiente:

Lema 5.7. Supongamos que las hiptesig\)-E2) se satisfacen. Entonces el sistema diramico
(5.70), (5.72), (5.73) tiene al menos una trayectoria s la cual se encuentra en la franja
f 2 R;jWj6 ctegy pasa del semipland WZ ; 1 ) al semiplano(W/} ;1) a traes del punto

(0;0).

5.5 Consideraciones ga cas

llustraremos todo esto con el ejemplo que presentamos a contiacon.
Las guras 5.10 y 5.11 representan resultados de la simulaci nurrerica para la ecuacon de
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5. Interaccon Kink-Antikink 121

sine—Gordoon(z) = LOS(#); I = 2arctan(e ); ya mencionada anteriormente en (5.4) en el
casoVi= 5y Vo= 32

Como se mencioro anteriormente, existen dos curvas para s problema cuyas pendientes
estn dadas por ¢ = m = ) para el caso en que = :1,a; =1:088 ym* = :041 se
sigue queW = m* = :0041 conlL; = 0:1754. Para estas condiciones iniciales, este resul-
tado es representado por la gura 5.10. Esta gura con rma todos los resultados mencionados

W

Figura 5.10: La curva (5.83), (5.91) obtenida con el netodde Cauchy-Kovalevskaya para
=:1,W= m"* = :0041, dondem® = :041

anteriormente, pues para el caso en que =1 la gura corta el eje  como era de esperarse.

Ahora para el caso en quea; = :300,m = 0:7008 para los mismos valores de y L1 se
sigue queW = m = :07008 y obtenemos la gura 5.11. Con estas simulaciones meoaos
w
6 —_.—
4 —_—
2 —_—
0
2 4 6

Figura 5.11: La curva (5.83), (5.91) obtenida con el netodde Cauchy-Kovalevskaya para
=:1, W= m =:7008, dondem = :07008

nuevamente que las trayectorias que atraviesan del semipha izquierdo al derecho se estabilizan
en una constante, con lo que con rmamos una vez nas que la cva s que hemos buscado no
existe.

Como R < 0 para las velocidades analizadas en el ejemplo anterior aggcen dos puntos
sillas los cuales son aproximadamente ( ;W )=( 119, 0:84).
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122 5.6. El anzatz modi cado

Apliguemos ahora los resultados obtenidos para los @lcals de los cambios de fase'ss.
Pasando a1 a lo largo de las trayectorias ¢ y usando las formulas (5.66), (5.67), (5.70),
(5.72) obtenemos que

d 1 _ Gy doa _ 0 1 dxn
d G, d (%9 1)d
_ lda oW
= § - .
cuandoj j L
SeaW! 6 0. Como ()= + O(1) para tal , esto implica un comportamiento tipo
logartmico para ' j;cuando ! 1 . Obviamente, obtenemos una contradiccon con la segunda

hiptesis (5.16). Por otro lado, el ermino principal en ( 5.14) de la solucbn asinbtica no contiene
ningun paametro para cambiar el valor de W¢ .

La ga ca 5.12 nos muestra el retrato fase del sistema parad ecuacon de sine-Gordon.

1
— T T~ —— +
o //—’——;’/’ P—_.______::I
\\\} 2 4 6 __——p "B " 10
\:\ -7
N -
NN -
S
1 \
Q e
\ . //_,—/—'
\

Figura 5.12: Retrato fase del sistema, para la ecuacon de si@®rdon. Las curvas
punteadas son las isoclinas y las restantes son trayectorias, dsctondiciones iniciales.
Las echas muestran la direccon del movimiento de las trayeorias.

De hecho, en el vemos que las trayectorias efectivamente ¢an a las asntotas de forma
vertical en el caso de g y de forma horizontal en el caso de p como se mencioro anteriormente.

. p_

Para el caso de la funconF (z) = sen*(z), con! = Larccot 2, encontramos que

la isoclina p existe para valores grandes de, pero no existe para el caso en que es pequena,
pues el discriminanteD? (1 2)2D$ es negativo.

Por lo tanto, necesitamos cambiar el anzatz.

5.6 EIl anzatz modi cado

En lo que sigue escribiremos y envezde 1 y 1 , para simplicar las brmulas.
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Como escribimos en la seccon 5.1, la idea principal es la o@ccon del anzatz con el objetivo
de rotar las trayectorias fase cerca del origen de tal manerque los valores limiteswZ sean los
gue se requieren. Para hacer esto agregamos al ermino praipal (5.14) una correccon pequena,
localizada cerca del origen. La construccon de la corre@n depende del signo del coe ciente

M en la ecuacon (5.85). Consideraremos el caso en el que laagrectoria ¢ = fW = Wy( )g

satisface 4¥s P 0. Entonces necesitamos rotar s en la direccon del sentido del reloj.

El resultado principal de esta seccon es el siguiente:

Lema 5.8. Bajo las hiptesis del lema 5.7 existen correcciones delermino principal de la
ecuacon 5.14 tal que ambas condiciones 5.16 se satisfacen

Demostraci on: Buscamos una solucon asinbtica de la siguiente forma:

)<2 ( t . A t Rl )
u= IS i—X IH(’ : ) + B*%U Si i—X |"(1 : ) : (5.97)
._ a
i=1 2
Aqu las funciones ! , ; yla notacon , , S; son los mismos que para la ecuacon (5.14),
A; = Ai( i), donde Ai(z) 2 C' son funciones que se anulan exponencialmente cuando
jzj'1 , es un paametro su cientemente pequefo,'< < 1,y
z
d™Uo( ) o_ 171 2
U()=s ———=; = — U d;
( ) d m ’ aZ a, 1 ( ( )) ’

dondem > 1 es un rumero arbitrarioy Up( ) 2 C! es una funcbn que se anula su cientemente
apido cuando !1 . Mas an, asumiremos que U( ) es una funcon impar.

En el sentido deC la funcon U es del orden deO(1): Sin embargo, es arbitrariamente
pequena en el sentido d®°©
Z, x mZ 1

. U - (x)dx = — . Uo - X

m n m
X d™ (x) dx = O B

Analicemos que evidentemente el huevo anzatz nos da corrégoes cerca del origen para la
solucon del problema.

En el instante de tiempo inicial t = 0 obtenemos que las correcciones; = " jo(t)+ ™ i1( ),
gue incluimos en el anzatz viejo y que ahora nuevamente comEramos para las nuevas correc-
ciones, nos da la siguiente informacon:

Yaque = 20 100 ent=0es =X 1 estoes ;1() '} porlasegunda
hiptesis en (5.16).
De agquque ; 'io(0)+ ™ & = x"
0 (.
As, X 1 luego 1,estoesU(S ; &0y 1yA 1

Por lo tanto, hemos visto que el comportamiento de la solucin sigue siendo una onda de
choque. Las hiptesis de estas nuevas funciones que anexasnal anzatz nos garantizan que la
curva s que buscamos tiende a cero cuando! 1, lo cual mostraremos nas adelante.
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124 5.6. El anzatz modi cado

Iniciemos ahora con la prueba de este lema:

Para probar el lema necesitamos construir nuevamente la saton asinbtica. Sin embargo,
aparecen obsaculos ecnicos no triviales al calcular I erminos de la relacon (5.9) para el anzatz
(5.97), ya que el ermino principal de la expansbn asintotica tiene una estructura algebraica
extremadamente grande. Debido a estas complicaciones y adifcil del aralisis de las ecuaciones
que van surgiendo, se propone considerar erminos con prabn O("2+ " ): Nos limitaremos
a mostrar olo los resultados principales y a comentar ono estos se utilizan para alcanzar el
objetivo deseado. Los detalles se pueden consultar en [12].

Para calcular los erminos de la ecuacon (5.9) tomamos encuenta las siguientes relaciones:

Loy !oU°= Opo("); considerando quel giUj ! gUCy Uilj  UU®= Opo(" 1); 6]

El ermino ( "uy)? tiene la misma forma que (5.28), modO(" ):
Para el ermino F (u) se tiene

(o )
—] 1 1 . _ 1 .
2F (u) = "ay — (x i)t —B A (X x) ;B a=—-(B+ B ); (5.98)
=1 ! 2

dondeB esta de nido en (5.52) y
!

Z
271 A1 A,
B= — F ! — + I -+ Ui + U
= Pl + ) B5U0)
F ! — + I —  d
Ademas
- 52 )
(u)?= (U o+ = AT 23AIAZ 1 (14 0()) (x x);
' i=1
!
dK d
@{qutux)z ar 2=2% (x x )+ "ap 2 b i+ Wa  Ix x)
@ d d i=1
n 2>@ n2
+ "ap if Ax i)+ Opo("?);
i=1
donde dAI(2)
i(z
Ai0: dlz z:iT’ Kaa = K2+ ro;
r X2
Wa = 2Koa + W Ko+ —=+r111 12 it
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las funcionesK ,, W estin de nidas en, (5.58),

X2
ro= AS( o1+ A1 3)+ A( o2+ Az 4); rin= (AY o1+ A? o) AL
i=1
_ 0 0 1 0. _ )
r = A]_Az 3+ AzAl 4 +§ AiAi, ro = azA1A2 2.
i=1
Aqu se esh usando la siguiente notacon
1 Z1 1 Z1
= = U )u( + d: — U( )u + d;
1326%)1()( ) 2% ey, VOV + )
1 1 1 L
— Uy U + d; = —— U U + d;
= o , VOUC + ) aatas , VOV )
1 Z1
0 = P= o( + HU( )d;
a azai 1
1 1
2 = P o(JU(C ( + ))d;
1 Z1 1 Z1
Qr= —— U 2q = ! U d;
o= o, (VO g, v

Y 3, 4, o denotan convoluciones similares a 3; 4, o respectivamente pero con el factor
adicional en el integrando.

Sustituyendo estas asinbticas en (5.7) obtenemos las rationes (5.62) y las siguientes ecua-
ciones aralogas a (5.66),(5.70):

du_ g Gia: d 2 _ F Goa: (5.99)
d d
d dw
g Qa; g AS (5.100)
donde
Gia = G1+ ryq; Goa = G2 ro; La=L+(@1 )ry
1 WH+r
Qa = La = Lo 42(by 2+ by g) ro( +2 ) 2y(bp+ by rg)
F 1 1 1 B
Pa = 5 (1 DR 2iQa+lo + o5 AT+ AF 2AfA3 . 5 g+ o
12
y

1 1(p b1)+(1 DAY 1 @ DAY o2
1 2 (b2+B)+ rg+(bp+ by ro)(A3 o1+ AY o2):

=
|
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Elijamos el signo de los coe cientesA;. Denotemos porzg la primera raz positiva de la
ecuacbn 2(2) . =0ysea otal que ()= 2. Supongamos que

(1 )A()A2() 2( ())>0paral0< < o (5.101)
Como = O( )paraj j 1y A; se anula con raon exponencialy, = O( 1) para > .
As, bajo la hiptesis E1), La > Opara > 0yLg = %a >0

= =0
Bajo la himptesis adicional
A%0)=0; i=1;2 (5.102)
existen isoclinas q; p que pasan a trawes del punto (Q 0):
Elultimo paso es la construccon de la trayectoria . Paraj j obtenemos nuevamente la
ecuacon de la forma (5.84), esto es,
Maa? Naas Ra; (5.103)
dondeMp y Na coinciden modO( ) conM y N en (5.86), (5.81) y con la siguienteRn :

2
Ra=R —(a+* 8)
0

donde ( )

1
A= AIAP 3+ ARR, 4+ > A;AL° : B= — :
=1 = =0 2 =0

La eleccon de las amplitudes A;( ) depende del signo del coe cienteM en (5.84). Sea

M > 0, la himptesis 5 + g < 0 implica la existencia de la solucon real
r !
1 2 . . p
ap = ——j At + 0 ;
1= p—= MFOJ At Bj ¢ )

de (5.103). Mas aun, la condicon (5.88) se satisface pam cualquiern.

Finalmente, la segunda ecuacon en (5.100) nos ayuda a dein la coordenada W de la
trayectoria . Algebra simple implica la siguiente brmula para el rmi no principal de la
expanson (5.91):

1= o Mat@ (99 e+@ (DY ar0C)

I 1 selm negativa bajo alguna eleccon especial dea, gunicamente. Como aparece una segunda
hiptesis para las derivadas de segundo orden dA;, necesitamos resumir ambas de ellas:

_Ma+l (D2
1 (92
Notemos que la igualdadM > 0 implica que q > 1. As, la validez de las condiciones (5.101),
(5.102) y (5.104) se puede veri car fcilmente.

B<jai<qe; donde q (5.104)

Jessica Yuniver Santana Bejarano



5. Interaccon Kink-Antikink 127

Por lo tanto, la derivada

dWs _ ! 1 _ 1 . . X
a0 a > PeAOEAO) >0

puede ser un valor arbitrario. La variacon de las amplitudesA;(0) y del paametro  implica la

variacbn de los valores limites Ws1 = ||I£n Ws( ) del rumero positivo W A (00 a cualquier
! [(0)=
rumero negativo. Esto y la estructura del retrato fase implican la existencia de tales valores de

Ai(0)y talqueWwZ =0:
SeaM < 0, entonces la hiptesis o + g > 0 implica la existencia de la solucon real

S !
1 2 _
a = p= ijFo(A+ g)+ o)

de (5.103). Por lo tanto,

= @ D A+ o

donde o
M j

—a5 > O
1 (92

q]_:

As, en vez de (5.104) obtenemos las siguientes hiptesis

B< a<(m 1) s: (5.105)

Como ¢q > 0, la validez de las condiciones (5.101), (5.102) y (5.105esumple. En conse-
cuencia, existen tales valores dé\;(0) y tal que W& =0.

Esto nos lleva a considerar los valores limites dej;. Eljamos = ¢( )y W = Wg( ). En-
tonces ¥ = o Jij cuando ! 1 : Luego, seaM < 0. Entonces, integrando las ecuaciones
de la forma (5.99), obtenemos que }; son acotadas por una constante para cualquier eleccon
del pammetro 2 [0;1). SeaM > 0. Entonces los lados derechos de las igualdades (5.99)
contienen los erminos de tipo A;( )A(-) 3( ): Sin embargo,A; se anula cuando ! 1
con razn exponencial. Por lo tanto, la integral de este &rmino es acotado por una constante
uniformemente en > 0: Esto implica la validez de la hiptesis (5.16) y completamc la prueba

del Lemabs.8.

En consecuencia obtenemos nuestro resultado principal:

Teorema 5.2. Sean las hiptesisA)-E2) validas. Entonces el kink y el antikink preservan su
forma desptes de la interaccon mod Opo("?). La solucon asinbtica cebil del problema (5.1),
(5.13) tiene la forma (5.97) con la eleccon especial de lasamplitudes A; y del paametro
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Finalmente, deseamos presentar un resultado el cual muestrque nuestra de nicon de
las soluciones cebiles para el problema (5.1), (5.13) es aiyalente a la validez de la ley de

conservacon q Z,
— Uiuydx =0 (5.106)
dt 4
y la relacon de la energa
%1 Z1n 0
24 X" 2Ug Uy dx + ("'up)?+("uyx)® 2F(u) dx=0: (5.107)
1 1

Teorema 5.3. Sean las hiptesis del Teorema 5.2. Entonces la funcon (597) es la solucon
asinbtica mod Opo("?) del problema (5.1), (5.13) si y ®lo si las relaciones (5.18), (5.107)
se satisfacen.

Demostraci on: Para probar este resultado es su ciente sustituir el anzatz(5.97) en las leyes
de balance (5.106) y (5.107).

Por simplicidad calcularemos el productou;uyx para la funcon de la forma (5.14). Integrando

esta expreson sobrex y cambiando variables 1(x 1)=" 0 2(x 2) = " obtenemos la
brmula:
!
Z X x o
Uiuxdx = apx  f i 110+ '{)= as Ko+ ib (5.108)
1 i=1 i=1

donde se utiliza la notacbn dada en las ecuaciones (5.23§5.58) y (5.59). Como el lado derecho
en (5.108) es una funcon de argumento unicamente, volvemos a calcular la derivada con

respecto del tiempo usando la brmulag =" 1 &

Ahora, es claro que la ley de conservacon (5.106) es preeisiente la ecuacon (5.61).
Galculos similares pero mas complicados demuestra que laelacon de la energa (5.107) im-
plica las igualdades (5.62) y (5.63) para el anzatz (5.13). Bcprocamente, reescribiendo las
ecuaciones (5.61)-(5.63) en erminos deu;, uyx, F(u) para u de la forma (5.14), tenemos las
relaciones de energa (5.106) y (5.107). Calculando los tios izquierdos de (5.106), (5.107) para
el anzatz (5.97), llegamos nuevamente a las igualdades sianies a (5.61)-(5.63).
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Conclusiones

El objetivo de la primera mitad de este trabajo de tesis es el @ establecer las bases necesarias
para discutir en elultimo captulo una aplicacon inter esante a ecuaciones diferenciales parciales,
cuyas propiedades son \alidas en el sentido de distribucites.

La idea de una distribucon es la de generalizar la nocon @& funcon que conocemos erR"
y discutir sus principales propiedades, pues cient cos omo Heaviside encontraron soluciones a
ciertos problemas utilizando , H(x) entre otras, las cuales olo pueden ser entendidas con gna
detalle mediante la Teora de Distribuciones establecida por Schwartz en 1950.

Mostramos como podemos llegar a la de nicon de los operades de Distribuciones una vez
gue conocemos su de nicon en el sentido chsico.

Estos resultados los llevamos a la pactica resolviendo erto tipo de problemas y principal-
mente en el captulo 5 el cual es la parte central de esta tesi

En el captulo 5 abordamos un problema de interaccon de Ordas donde la forma de las
soluciones de tipo kink (5.2) de la onda semilineal (5.1) esmilar a una onda de choque, pero
tienen distintas propiedades, por lo que requieren un anzat especial en el ermino principal
relacionado con la no linealidad. Dicho anzatz esta compuesde algunas correcciones especiales
cerca del origen en la suma del kink y el antikink ya que la ecw@n de sine-Gordon es nas
sensitiva que otras y requiere de aproximar la solucon reemucho mejor que simplemente con
la suma de kinks.

Si la funcon F de (5.1) satisface las condicioned\), B) existe una solucon u(x;t;") en
la forma (5.2) y tiende a los valores Imites su cientemente apido. Impusimos la condicon de
periodicidad D) para considerar la superposicon de las ondas con distana$ grandes entre sus
frentes.

Iniciamos este estudio conociendo que los kinks de la ecuatide sine-Gordon siguen el
escenario anteriormente mencionado y la pregunta inicialtfe >Es la ecuacon de sine-Gordon la
unica de la clase (5.1) para la cual tal escenario es \alid@ en caso de no ser launica nuestro
objetivo fue encontrar condiciones erF bajo las cuales los kinks y los antikinks de (5.1) colapsen
siguiendo el escenario de sine-Gordon.

Nos encontramos con problemas como el siguiente: No podemasar los retodos tradi-
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cionales para describir el escenario de colison de ondasygue la ecuacon de sine-Gordon es la
unica de la clase (5.1) que puede ser integrada exactamentdor lo que construimos una solucon
asinbtica con un paametro pequeno ". Adenas las asintticas tradicionales no responden esta
pregunta por existir problemas ain no resueltos. Por talesdi cultades utilizamos el netodo
asinttico cebil , cuya ventaja principal es: reducir el problema de descrili la interaccon de
ondas no lineales a un aralisis cualitativo de alguna ecuam diferencial ordinaria.

Por la propiedad que tienen las soluciones de este tipo de fstemas es natural usarD®
para una de nicon de una solucon asinbtica como en (5. 6) pero est de nicon presenta una
inconsistencia, pues analizamos que el lado izquierdo de.@ es O("?) mientras que el lado
derecho es 0.

Por tal razon utilizamos funciones de prueba que son mpicamente variantes donde la solucon
vara mpidamente, obteniendo as una de nicon de sol ucon asinbtica cebil mod Opo("?)
en (5.7) la cual no presenta irregularidades, adenmas nos gantiza la existencia de la primera
correccon y nos ayuda a encontrar una ecuacon para el moimiento distorcionado de frentes de
kinks.

Presentamos el £rmino principal de la solucon asinbt ica debil para el problema (5.1),
(5.13) en la ecuacon (5.14) en el cual intervienen algunasorrecciones las cuales nos garantizan
gue los kinks no pierden su forma durante la interaccon.

Para la construccon de la solucon asinbtica debil, ¢ alculamos asinbticas cebiles con dis-
crepanciaOpo("?) para las expresiones que aparecen en el lado izquierdo deq} para lo cual
hacemos uso de los conceptos establecidos en los captulasteriores sobre teora de distribu-
ciones tales como la de nicon de distribucon , funciones de Schwartz, convoluciones, diferen-
ciacon; tamben utilizamos el Lema 5.1, la brmula de Ta ylor de primer orden y algunos cambios
de variables para llevar las asinbticas a su expreson nas simpli cada en el sentido cebil; obte-
niendo con ello las expresiones presentadas en (5.28), (5)55.59); las cuales satisfacen las
condicionesA)-D) vy (5.16).

Calculando las asinbticas cebiles para los erminos del lado izquierdo de (5.7) obtuvimos al-
gunas convoluciones que presentamos en (5.23), (5.51), $2) las cuales existen bajo las hipptesis
A)-D) y cumplen las propiedades de ser funciones de Schwartz.

Utilizando las brmulas (5.28) y (5.55)-(5.59) el lado izquierdo de (5.9) es una combinacon
linealde (x x), Ax x)y qx i) las cuales son linealmente independientes entonces sus
coe cientes son cero, obteniendo con esto un sistema de eci@nes que presentamos en (5.61)-
(5.63), el cual por medio de algunas manipulacionesalgelaicas lo llevamos al sistema aubnomo
en (5.70) con condicon inicial (5.71).

Para un aralisis del sistema diramico utilizamos las propiedades de las convoluciones pre-
sentadas en el Lema 5.4 obteniendo con ello que nuestro sista (5.70) es invariante con respecto
al cambio de variables presentado en el Corolario 5.1 y bajas hiptesis del Lema 5.2 mostramos
gue el sistema (5.70), (5.72), (5.73) tiene una singularidhen la recta (G W) en el plano (; W )
de tipo 1, ramn por la cual elegimos la hiptesis E1) .

Esta singularidad nos llew a investigar cuando una trayetoria puede pasar del semi-plano
izquierdo al derecho y como todo el ej&§V es una singularidad del sistema estounicamente puede
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pasar a trawes del punto (0;0), por lo que consideramos una vecindad pequena del origete
coordenadas.

De esa manera paraj j 6 1 por el Lema 5.4 el sistema esta dado por (5.79) el cual medien
algunos alculos ecnicos lo llevamos a la expreson dad en (5.82).

Aplicando el netodo de Cauchy-Kovalevskaya, tomando en cueta que = () es impar,
despues de simples @lculos algebraicos obtenemos las aciones (5.84), (5.85) paraM;N y
R. Encontramos que tiene la representacon (5.83)unicamente bajo las condciones (5.88) las
cuales garantizan la existencia de las races en (5.87) y lao anulacon de los coe cientes g
en (5.85). Ya queM puede ser arbitraria estudiamos las posibles situaciones gbtenemos la
condicon E2). Calculando lasW coordenadas de las trayectorias en la forma similar a (5.83)
encontramos que existe al menos una trayectorias = f( = ¢( );W = Wg( ))g del sistema
(5.70), (5.72), (5.73) la cual pasa del semiplano izquierdal derecho cuando crece desde ¢
hasta o, para o su cientemente pequena.

Por (5.84) observamos que hay dos posibles curvas en el diagna de ujo las cuales pueden
ser ambas positivas y que las pendientes esan dadas pon = I:T:

El siguiente paso fue la consideracon del sistema (5.70)(5.72), (5.73) para ! 1
Resolviendo el sistema (5.70), (5.92) en sus erminos pricipales paraj | grande y buscando que
la solucon pase por el punto ( o; Wp) tenemos la expreson (5.94) para Yy (5.95) para C que
nos dan la solucon del sistema. Concluyendo que

1+ 1

+0

W=C =
2 i

lo que implica la estabilizacon de las coordenadadV de cualquier trayectoria para ! 1,

Si jWoj = JW( o)j es acotada por una constante \j oj = j ( o)j €s su cientemente grande. De
agu se sigue que la curva s buscada no existe, pues las hiptesis establecidas en (8)/no se
satisfacen.

Comoultimo paso del aralisis del sistema se considero a kisoclinas. La isoclina g es
Wo = F +2(bp 2+ by ). Para p = f(;W );P(;W )=0g resolvimos (5.96) cuyas
races estin dadas porQ ( ). La ecuacon (5.90) tiene soluciones si y lo si el disaminante
enQ ( ) es positivo, obteniendo as las expresiones

Wp =F LQ () 2(bp 2+ b2 2) :

Mediante un aralisis asinbtico de las convoluciones obuvimos el Lema 5.6 el cual implica
que la isoclina p consiste en dos brazosdV, los cuales estn de nidos al menos paragj j
su cientemente grande y tienden a juntarse cuandg j!1 . Si el discriminante es no negativo
paratoda 2 R, entonces los brazosV, pasan a trawes del punto (0; 0).

De esta manera bajo las hiptesisA)-E2) el sistema diramico (5.70), (5.72), (5.73) tiene
al menos una trayectoria s la cual se encuentra en la franjaf 2 R;jWj 6 cteg y pasa del
semiplano ( W¢ ; 1 ) al semiplano (W ;1 ) a trawes del punto (0;0).

En la seccon 5.5 presentamos los resultados ga camentemediante programas realizados
en Maple para los resultados anteriormente descritos.
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En laultima seccon presentamos el anzatz modi cado (5.97), la idea es la correccon del
anzatz con el objetivo de rotar las trayectorias fase cercael origen de tal manera que los valores
Imites Wl sean los que se requieren. Para hacer esto agregamos al &nm principal (5.14)
una correccon pequena localizada cerca del origen.

El resultado referente a esta correccon lo presentamos eerl Lema 5.8 cuya demostracon
se basa nuevamente en el @lculo para las asinbticas clbes, en donde encontramos obstaculos
tcnicos no triviales ya que el ermino principal de la expreson tiene una estructura algebraica
extremadamente grande. Obteniendo desples de esto, losgeltados aralogos a los ya discutidos
para el primer anzatz.

Finalmente, ya que los erminos A; que aparecen en el nuevo anzatz (5.97) se anulan cuando
1 con raon exponencial. La integral de los erminos de la foma Aj( )A - 3( )es
acotado por una constante uniformemente en > 0. Lo que implica la validez de (5.16).

Obteniendo as el resultado principal siguiente bajo las hptesis A)-E2) : el kink y el
antikink preservan su forma desptes de la interaccon modOpo("?). La solucon asinbtica
cebil del problema (5.1), (5.13) tiene la forma (5.97) con b eleccon especial de las amplitudes
A; y del paametro

Porultimo, presentamos un resultado el cual muestra que ngstra de nicon de las soluciones
tebiles para el problema (5.1), (5.13) es equivalente a laalidez de la ley de conservacon y la
relacon de la energa.
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