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Introduccion

La teoria de bifurcaciones estudia los cambios que ocurren en el comportamiento cualitati-
vo de los sistemas dinamicos parametrizados ante la variaciéon de parametros. Una forma
de clasificar las bifurcaciones es por codimensién, donde la codimension es el minimo
numero de parametros que necesita un sistema parametrizado para que ocurra una bifur-
cacion. Las bifurcaciones de codimension uno (silla-nodo, transcritica, horquilla y Hopf)
y dos (Takens-Bogdanov, Cero-Hopf y Hopf-Hopf) ya han sido ampliamente estudiadas y
caracterizadas y pueden encontrarse en diversos libros de texto (ver [9],[11],[12]), mientras
que las bifurcaciones de codimensién tres son bifurcaciones que hasta el momento no han

sido caracterizadas, existiendo muchos problemas abiertos alrederor de ellas.

Dentro de las bifurcaciones de codimensién tres se encuentra la bifurcaciéon triple cero,
que aparece cuando en la matriz de la parte lineal de un sistema se tiene un valor propio
cero con multiplicidad geométrica uno. Fue Dumortier quien comenz6 trabajando esta
bifurcacion (ver [5],[6]) con tres parametros, empezando con la forma normal y haciendo
el analisis de dicho sistema. Encontré que las bifurcaciones Cero-Hopf y Takens-Bogdanov
se encontraban en su desdoblameinto entre muchos otros resultados importantes. Un ano
después, Freire et al. (ver [3]) basandose en los trabajos de Dumortier muestran otro des-
doblamiento de la bifurcacion triple cero, y el anélisis parcial que ellos hacen revela la
complejidad de los comportamientos de las soluciones que se encuentran dentro de esta

bifurcacion, la cuél la vuelve interesante de estudiar.

Siguiendo en la linea de Dumortier y Freire, el propdsito en esta tesis es seguir trabajan-
do sobre la bifurcacion triple cero. Mostramos un teorema que establece las condiciones
que se deben satisfacer para asegurar la existencia de dicha bifurcaciéon en un sistema

m—parametrizado, con m > 3, en tres dimensiones, ademas, se hace un analisis de bifur-
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cacion donde se mostrara un diagrama de bifurcaciéon parcial, dado que solo mostraremos

las regiones donde ocurrirdn las bifurcaciones de codimensiéon uno y dos.

Este trabajo se encuentra dividido en las siguientes partes: En el primer capitulo, se
presentan resultados que serviran para el analisis de las bifurcaciones estudiadas dentro
de la bifurcacion triple cero. Dichos resultados son el teorema de la varidad central y los
teoremas que dan las condiciones que se deben cumplir para que ocurran las bifurcacio-
nes de codimension uno y dos, mostrando también la demostracién del Teorema de la
bifurcacion Takens-Bogdanov dado que, la que se presenta en el trabajo de Carrillo (ver
[4]) utiliza una deformacion versal diferente a la que se establecié en este trabajo. Sin

embargo, la demostracion de dicho teorema se basa en la técnica de Carrillo.

En el capitulo 2, dado un sistema m—parametrizado con m > 3, en tres dimensiones,
determinamos la forma normal truncada hasta orden dos, utilizando una técnica que se
puede generalizar a sistemas n—dimensionales. Una vez encontrada dicha forma normal,
reparametrizamos en el tiempo y hacemos un nuevo cambio de coordenadas para simpli-
ficar ain mas el sistema, obteniendo asi los mismos resultados mostrados por Freire et al.

(ver [3]) sin utilizar su técnica.

En el capitulo 3 empezamos trabajando con la forma normal del sistema obtenida en
el capitulo 2, agregandole una perturbacién general compuesta de 12 parametros, que
bajo un cambio de coordenadas propuesto por Murdock (ver [10]), logramos reducirlo
solamente a tres paramétros. El sistema perturbado formado por los tres parametros an-
teriores resulta ser la deformacion versal estudiada por Freire et al. (ver [3]) v que nos
ayudara a “desdoblar” el sistema de tal forma que se pueda estudiar el comportamiento
de sus soluciones. Ya una vez expuesta la deformacion versal, se demuestra bajo ciertas
condiciones de transversalidad, no-degeneracion y no-hiperbolicidad, que dicha deforma-
cion es topologicamente equivalente al sistema m—parametrizado en tres dimensiones que
estamos estudiando. Dicho resultado es el teorema de la bifurcacion triple cero que es uno

de los principales elementos de esta tesis.
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En el capitulo 4 analizaremos cada una de las bifurcaciones genéricas de codimension
menor que tres para saber si ocurren dentro de la bifurcacion triple cero y lo hacemos
utilizando los teoremas mostrados en el capitulo uno. De las bifurcaciones que si aparecen
dentro de la bifurcacion triple se hace un diagrama de bifurcacion parcial en el espacio
de pardmetros. Dentro de este capitulo, también evidenciamos mediante simulaciones, la
conexion entre dos puntos de equilibrio, definida como 6rbita heteroclinica, las cuales fue-
ron encontradas cuando se hacian simulaciones del comportamiento de soluciones cerca
de los puntos de equilibrio. Para evidenciar la existencia de dicha érbita heteroclinica fue
necesario primero calcular la variedad central (truncada hasta orden dos) sobre uno de los
puntos de equilibrio, después tomar soluciones iniciales equidistantes alrededor de dicho
punto(en forma de ciruclo) y en la cuenca de atraccion del otro punto de equilibrio y
ver asi como la trayectoria de las soluciones formaban un tubo que conectaba a los dos
equilibrios. Después reducimos el radio del circulo y se observa que los tubos formados
con las trayectorias de las soluciones se cubren unos a otros, y es es asi como se muestra

la existencia de las orbitas heteroclinicas.

Algo interesante que ocurre con las orbitas heteroclinicas que se encuentran dentro de
la bifurcacion triple cero es que no se rompen al perturbar un poco los pardmetros, lo
cual nos permite conjeturar que, en el espacio de los parametros, existe una superficie de
dimension dos, en donde ocurren las conexiones heteroclinicas. La demostracion de esta

conjetura estd lejos de los objetivos de esta tesis.

En el capitulo 5 aplicaremos los resultados obtenidos previamente a un sistema que mo-
dela el funcionamiento de un péndulo incercial. Finalmente en el capitulo 6 mostraremos

las conclusiones obtenidas en este trabajo.



Preliminares

Capitulo 1

Durante el desarrollo de este trabajo, nos apoyaremos de varios teoremas y lemas que seran
de utildad en capitulos posteriores, por tal motivo los presentamos aqui. Primeramente
mencionaremos el Teorema de Sotomayor para familias m-parametrizadas (ver [1]), con-
tinuaremos con la bifurcacion de Hopf (ver [7]) y finalmente presentaremos el Teorema
de la bifurcacion Takens-Bogdanov con su demostracion, dado que la deformacion versal
que se utiliza en este trabajo es diferente a la que se muestra en el trabajo de Carrillo

(ver [4]).

1.1. Teorema de Sotomayor para familias m-parametri-
zadas
Teorema 1 Considere el sistema parametrizado
&= F(x,p) (1.1)
con x € R" y € R™. Supongamos que existe (o, io) tal que

Hl) F(l’o,/LQ) =0

H2)  o(DF(xo, ) ={ M\ =0,Re(\;) #0 para j=2,3,...n}

Sean vy y wq los vectores propios derecho e izquierdo respectivamente de DF(xq, po) co-

rrespondientes al valor propio A\ = 0. Entonces,

Caso 1. S1

w(?Fu(xm/ﬁo) # 0 Y
(wg D*Fu (20, o)) (vo,v0) ~ #0 (1.2)
4
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Entonces, el sistema (1.1) experimenta una bifurcacion silla-nodo en el punto de equilibrio
x = xo cuando el pardmetro p pasa a través del valor de bifurcacion pu = pg. Ademds, la

dindmica sobre la variedad central estd dada por

§=p+ay’+ ... (1.3)
donde
Yy = wg(x - -TO),
Bl - ngu(x07#0)a
1
a = é(wgDF(xo,,uo))(vo,vo).
Caso 2. Si

ngM<w07 ILLO) = 0,
(wg D*F,(o, p10)) (vo, v0)  # 0
”

—(wg D*F (w9, po) ) (vo, Po)J5 Qo Fu(wo, o) + vg (W Fua (o, po))"

Entonces, el sistema (1.1) experimenta una bifurcacion transcritica en el punto de equili-
brio x = xo cuando el pardmetro p pasa a través del valor de bifurcacion p = pg. Ademds,

la dindmica sobre la variedad central estd dada por

U= Poy 4+ ay® + ... (1.4)

donde

By = [—(wy D*F(z0, o)) (vo, Po)J; ' QuF (o, o) + vg (wg Fuue (0, 110))" ] (1t — 10)-
Caso 3. S1

ngM(IOaMO) - 07
(wg D*F,(z0, 110)) (vo,v0) = 0

—(wg D*F (20, 110)) (vo, Po)J; ' QoFu(z0, pto) + v¢ (wd Fuu(wo, po))* # 0,

1

g(wgD3Fu($an Mo))(vo, Vo, Uo)

5l Do, ) (w0, o), ( QoD F (o, po)) (v, o) # 0
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Entonces, el sistema (1.1) experimenta una bifurcacion trinche en el punto de equilibrio
x = xo cuando el pardmetro p pasa a través del valor de bifurcacion pu = pg. Ademds, la

dindmica sobre la variedad central estd dada por
g = Boy +by® + ... (1.5)
donde

e

1
g(w()TD3Fu(9U0, 1o)) (o, Vo, Vo)

1

—§(wgD2F($0>H0))(U07 Po)ng(QoDzF(xoa tto)) (vo, Vo).

La demostracion del teorema se puede ver en [1].

1.2. Bifurcaciéon de Hopf
Teorema 2 Considere el sistema parametrizado

&= F(x,p), (1.6)
conx € R" y p € R™ con m > 2. Supongamos que existe ro € R™, py € R™ tal que

H1)  F(zg,p) =0

H2)  o(DF(xo, o)) = {2 = £iwy, Re(\;) #0, para j=3,...,n},

Sea

d
d= @(RG(AIQ)) |u:uo

. Entonces, si d # 0 el sistema (1.6) experimente una bifurcacion de Hopf en x = x,

cuando el pardmetro u pasa o través del valor de bifurcacion p = pqg.

La demostracion del teorema se puede ver en [7].
El vector d nos muestra la velocidad de cruce y en el siguiente lema se expresa en términos

del campo.

Lema 1 Consideremos el sistema (1.6) y supogamos que existe xg € R" y pg € R™ tal

que se satisfagan las condiciones H1) y H2). Siv = vi+ivy € C" y w = wy+iws € C" son
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vectores propios derecho e izquierdo de DF (g, 110), con valor propio iwy, respectivamente,
la velocidad de cruce d estd dada por

d— %((wl o S)vs + (w3 @ S)vy) (1.7)

donde
S = F,u(wo, o) — ((DF (g, 110)) " Fyu(20, p0)) " D*F (20, o)

1.3. Teorema de la variedad central

Teorema 3 Sea F' € C"(U), donde U es un subconjunto abierto de R™ que contiene al
origen y r > 1. Supongase que F(0) = 0 y que DF(0) tiene ¢ valores propios con parte
real cero y s valores propios con parte real negativa, donde c+ s = n. FEntonces el sistema

£ = F(€) puede ser escrito en forma diagonal

r = Ax+ Fi(z,y),

donde (z,y) € R® x R*, A € R tiene ¢ valores propios con parte real cero, B € R***
tiene s wvalores propios con parte real negativa, F;(0) = 0 y DF;(0) = 0, para i = 1,2.
Entonces, existe una variedad central invariante W, (0) tangente al eigenespacio central

E°¢ en 0,
Wige(0) = {(z,y) € R* x R*|y = h(z) para x € N;5(0),h € C"(Ns(0))},

y satisface la ecuacion homoldgica

Bh(z) + Fy(x,h(x)) — Dh(z)(Az + Fi(z, h(z))) = 0. (1.9)
. 0 —wo
Lema 2 S5i A = Jyg = , B = J, € RO2X(=2) oy Fy(z,9) = Go(x) +
Wo 0

Gi(z,y), donde Go(x) estd formado por los términos cuadrdticos en x de la sequnda
ecuacion y Gi(x,y) por los demds términos no lineales. Entonces la solucidn de la ecuacion

homologica, truncada hasta orden 2,

Jsha(x) + Go(x) — Dh(x)Jgzr =0 (1.10)
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esta dada por
ho(x) = —(J2 4 4wi J,) H(Js* + 2wi ) Gy(z) + JoDGo(x) Jyx + 2Go(Jgx)]  (1.11)

Demostracion:

0 —w
El sistema (1.8) con A = Jy = 0 , B =J, e Rn=2x(n-2) g

Wo 0
Fg(fﬂ,y) = GQ('r) + Gl(J:?y) €s

t = Jyr+ F1($,y),

v = Jy+ Ga(z) + Gi(z,y). (1.12)

La separacon de Fy(x) en dos funciones se hace ya que los términos cuadraticos en x de la
segunda ecuacion son los que impactan en la soluciéon. Proponemos una variedad central

de la forma
1

y = ho(z) = §xTHx, (1.13)
donde
(Hy)2x2
I (H2?2x2
(Hp—2)2x2
Derivando la ecuacién anterior

y sustituyendo los valores de g, & y (1.13) se tiene que
Jsho(z) + Go(z) + G1(z, he(x)) = Dh(z)(Jgz + Fi(x, ha(x))),
truncamos hasta orden 2, nos quedamos sé6lo con los términos cuadraticos
Jsha(x) + Go(x) — Dh(z)JJgx = 0. (1.14)
Si hy(z) = a7 Hx entonces Dhy(x) = x' H, y sustituimos lo anterior en (1.14)

Joha(z) + Go(z) — 2T HJ gz = 0,
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volvemos a derivar y multiplicamos por la derecha por Jyx y llegamos a la siguiente

ecuaclién

JsDhy(x)Jgx + DGo(x) gz — D(x' HIpgx)Jgx = 0, (1.15)
Observacion 1: Sea M una matriz cuadrada, tal que MT # M entonces
D(x"Mz) = 27 (M + M™).

Utilizando la observacion anterior y el hecho de que de (1.14) obtenemos la igualdad

Dhy(z)JHzx = Jshe(z) + Ga(x) se obtiene
Jo(Jsho(x) + Go(2)) + DGy (2) Jyx — (2" HJ}x 4+ 27 JLH Jyx) = 0,

Observese que

Jy = —wil,
entonces
J2hy(2) + J,Go(2) + DGo(2) Jyx + wia" He — 2 JLH gz = 0,

J2ho(z) + JoGo(x) + DGo() Jgw + 2wihy(x) — 2hy(Jyz) = 0,
y agrupando términos de hy(x)

(J2 4+ 2wil)hy(z) + [J;Go(x) + DGy(x)Jgx] — 2ha(Jyw) = 0,
definimos G () = J,Go(x) + DGy(x)Jyx, asi

(J2 + 202D hy(z) + Ga(z) — 2he(Jyx) = 0.

Derivando y multiplicando nuevamente por la derecha por Jyz tenemos

(J? + 2021) Dhy(z) Jgz + DGy(x) Iy — 2Dhy(Jyx) gz = 0, (1.16)
si

L o o

x

Dhy(Jgz) = 2" (JLHJy)

Dhy(Jgx)Jgx = 2t (JEHJg) g

= 2T T H I r = —wi (" T H)
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y Dhy(z)Jgz = 2T HJ gz = 27 Jy Hzx entonces (1.16) se transforma en

(J? + 2021) Dhy(z) Jgz + DGy (x) gz — 2(—wiDhy(x)Jyz) = 0,
(J2 + 4w 1) Dhy(z) Jyx + DGy (x) gz = 0,
(J2 + 4021)(Joho(z) + Go(2)) + DGy(z)Jyx = 0. (1.17)

Con el fin de conocer DGy (z) para llegar a la forma de hy(x), asf que derivemos

DGy(z) = J,DGy(z) + D(DGy(x)Jyx)

Observece que Go(x) = %xTEx entonces DGy (x) = 2T E, sustituyendo tenemos

DGy(Jyz) = J,DGs(z)+ D(zTEJyz)
= J,DGy(x) + 2 (EJy + JyE)

y multiplicando por Jyx

DGy(Jpa)Jyx = J,DGy(z)Jyx + 2T (EJy + JLE) Iy
= J,DGy(z)Jyx + v" EJ}x + 2t T E o

= J:DGy(x)Jyx — wSxTEx + 2t T EJyx

(z)

= J,DGo(x)Jgzr — 2wiGy(z) + 2Go(Jyx)

sustituyendo lo anterior en (1.17)

Il
o

(J2 + 42 D) (Jsha(z) + Go(2)) + JoDGo(x) Jyx — 2wiGo(x) + 2Ga(Jyx)
(J2 + dwi D) Jsho(x) + (J2 + 2wiI)Ga(z) + J,DGy(2) Jyw + 2Go(Jyz) = 0

despejando de lo anterior llegamos al resultado
ho(z) = —(J2 + 4wi Js) " H(JZ + 2wiD)Ga(z) + J;DGo(z) Jgx + 2Go(Jx)). ]

Es importante mencionar que el lema que se acaba de demostrar, no existe en la literatura
y se puede usar para obtener la forma de la variedad central hasta orden 2 en sistemas

generales donde exista una variedad central.
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1.4. Teorema de la bifurcacién Takens-Bogdanov

En el articulo de Carillo (ver [4]) podemos encontrar el teorema de la bifurcacion Takens-

Bogdanov, donde la deformacion versal que trabaja es
2:1 = 29
- 2
Z9 = €1+€221+a21 +b212’2,

teniendo como condiciéon que ab # 0. Sin embargo, en esta tesis trabajamos con la defor-

macion versal

Z.l = 29
2:2 = 51+€222+a2%+62’12’2, (118)

por tal motivo, reescribimos el teorema y lo demostramos, obteniendo que para dicha
deformacion versal solo es necesario que a # 0.

La demostracion se llevard a cabo de la siguiente manera: primero escribiremos el sistema
con el que se va a trabajar en bloques de Jordan, después utilizando la teoria de la varie-
dad central, encontramos la expresion que nos da la dindmica sobre la variedad central del
sistema, y finalmente, buscamos el difeomorfismo que hace topolégicamente equivalentes
la expresion de la dindmica de la variedad central y la deformacion versal 1.18.

Para mencionar el Teorema, primeramente definiremos la siguiente operacion.

Definicién:
Sea v € R"y B = (By,Bs,...,B,)T con B; € RP*P para i = 1,...,n. Definimos la
operacion
veB=> u;B; (1.19)
j=1
donde v; es la componente j-ésimas del vector v.

Teorema 4 (Taken-Bogdanov) Dado un sistema no lineal

&= F(x,pn), (1.20)
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donde x € R", p € R™ con m > 2, y supongamos que existe o € R" y ug € R™ tal que

H1)  F(xg,10) =0

H2)  o(DF(xo, o)) ={M2=0,Re(\;) #0, para j=3,...,n},
H3) a#0

HA4) di y do son linealmente independientes

donde

1
a = v (ws e D*F(xo, o),

b = vf (w1 @ DaF (w0, pto))v1 + vi (wo  DaF (20, o)) v2,

dy y do estan dados por (1.44) y (1.53). Entonces, la dindmica en la variedad central del

sistema (1.20) en x = g y |1 = lig, €S topoldgicamente equivalente a la deformacion versal
Z.l = 29
2.2 = €1 te22+ CLZ% + bZl,ZQ,

donde €1 = di (11 — f10), y €2 = dj (1 — pro)-

Demostracién:

Consideremos el siguiente campo vectorial m-parametrizado
&= F(z,p),
donde z € R", p € R™ con m > 2, y supongamos que existe ro € R" y ug € R™ tal que

Hl) F(l’o,,uo) =0

H2)  o(DF(zo, ) ={M2=0,Re()\;) #0, para j=3,...,n},

donde
Jo 0
DF (o, po) ~ J =
0 J
el caso no-semisimple, con Jy = y Ji € R=2x(=2) {e tal forma que,

0 0

o(J1) = {Re(\;) #0, para j=3,...,n}.
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Nuestro objetivo serd encontrar condiciones suficientes sobre el campo vectorial F', tal
que las diméanicas del campo vectorial en una vecindad de x, sean topologicamente equi-

valentes a la deformacion versal

21222

252 = €1+t &2+ fQ(Z), (121)

donde fy(2) = az? + bz 2.

Lema 3 Sean vy,vy € R" tal que, vy es vector propio y ve es vector propio generalizado

de DF(xg, o) correspondientes al valor propio A = 0:
DF(xg, pio)v1 = 0; DF (o, j1o)va = 1.

Definimos P = (vi, v, Py), donde Py € R™"™2 contiene los vectores propios (inclusive

generalizados) de la matriz Jy. De la teoria de formas de Jordan se sigue que

P_IDF(%JLO)P =J. (1.22)
Si
wi
Pl = wl entonces  wa DF (xq, o) = 0, wl DF (g, pto) = wa .
Qo

Esto es, wy,ws € R™ son tales que wsy es vector propio izquierdo y wy es vector propio

izquierdo generalizado de D f(xq, o) correspondientes al valor propio A\ = 0.
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Demostracién:

Multiplicamos P~! por la derecha de (1.22) y obtenemos

PilDF(SL’Q,/LQ) = JPil

wl 01 0 0 wl
wQT DF($0, /Lo) = 00 0 0 w2T
Q (0o 5 J\a
wl DF(xg, o) wl
wgDF(.ﬁlfo, Mo) = 0
QoD F (2o, 11o) Qo
de lo anterior se tiene que w!l DF (g, pto) = wo y wi DF (¢, pg) = 0. [

Pondremos el sistema (1.20) en forma de Jordan y para ello consideremos el cambio de

coordenadas y pardmetros
y = P} (z — 1), Yy a=p— o, (1.23)
asi como la serie de Taylor alrededor de (xq, po) de F(z, )
F(x,p) = DF(xo,po)(x — o) + Fu(2o, pto) (1t — o)

1
+§D2F($O>Mo)($ — X0, — o) + Fuaz(£0>ﬂ0)(ﬂ — o, T — Tg) + - .
(1.24)

Derivando (1.23) y usando la serie de Taylor (1.24), el sistema (1.20) se transforma en

g = Pli= P F(x, mo)
= P7'DF (w0, tio) Py + P~ F, (20, pio)ax + %P_lDzF(xoaﬂo)(PyaPy)
+P 7 Eya(wo, po)(a, Py) + - -
= Jy+ P Fu(x0, po)a + %P_lDZF(%?#o)(P?/, Py)

+P_1Fux($07,u0)(av Py) +oeee (125)

Lo que sigue, es tratar de expresar el sistema anterior en un sistema de dos ecuaciones

diferenciales para utilizar el teorema de la variedad central. Para ello, definimos
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Vo = (vi,v2) y Wo = (w1, ws)", entonces
-1 WO
P=(yP) y P =
Qo
Reescibiremos (1.23) de la siguiente manera
hn _ Wo(x — o)
=y=P 1z —x) = ,
Y2 Qo(z — o)
es decir, y; = Wo(x — x9) € R? y 35 = Qo(x — 79) € R" 2 También tenemos que
Py = Voy1 + Foye,
D*F (o, o) (Py, Py) = D?F(x0, o) (Voyr + Poya, Vor + Poye)
= DzF(xO, 1o) (Voyr, Voyr) + 2D2F($07 110) (Voy1, Poya)
+D2F<JZ’0, /’LO)(POZ/% PO?J2);
Fla(zo, po) (e, Py) = Flu(xo, o) (a, Voyi) + Fluu (o, po) (at, Poya)-
Por lo tanto transformamos al sistema (1.25) en
. 1
= Joy1 + WoFu(xo, o) + §W0D2F(330, o) (Voyr, Voun)
1
+WoD?F (20, jto) (Voyr, Poyz) + EWODQF(%, to) (Poya, Poyz)
+WoF (o, pto) (o, Voyr) + WoE (2o, po) (v, Poya) + - - -
. 1
U2 = Jiya + QoFpu(zo, o) + §Q0D2F(l‘oa 1) (Voys, Voyr)
1
+QoD*F (o, po) (Voyr, Poyz) + §Q0D2F($o, to) (Poya, Foys)
+Qo Fuz (0, f10) (, Voyr) + Qo Fluz (o, pro) (o, Poya) + -+ - . (1.26)
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Usando la notacion (1.19) y definiendo w; = (w;1, - . ., wi,)T parai = 1,2, compactaremos

el sistema anterior.

(Voy1)T D2 Fi (0, 110) Vo
w
WODQF(SUm MO)(‘/(Jyla VE)ZJl) = ; :
Wy
(Vorn) T D*F, (o, po) Voun

Z wu(‘/byl)TDQE‘(xO, 110) Voyr
— =1
> " wsi(Voyr)" D Fi(o, o) Voun
=1
(Voy)™ > w1 D*Fy(wo, o) Vown
— =1

(Voy)™ > wai D*Fy (o, o) Vot

(Voy)" (w1 @ D2F (g, 1)) Vo
(Voyr)" (wy @ D?F (g, 110)) Vo
= [(WD b DQF(QEO, MO))G/E% %)](ylv yl)'

Analogamente, tenemos que

WoD?F (20, o) (Voyr, Poyz) = [(Wo @ D*F (20, 10))(Vo, Po)l(y1, 42),
) = [(WoeD*F(xo, 110))(Po, Po)l (Y2, y2),
Wo (o, po) (e, Voyr) = [(Wo @ Fpuu(o, f10)) Vol (@, 1),
) (Wo )

= | BoJ(, y2).

WoD?F(z0, po)(Poya, Poye

WOFuw(x0> MO)(av P0y2 L4 F,u:p(a:m MO)

De manera similar, reemplazamos W, por g v tenemos las expresiones simplificadas. Con

esto, el sistema (1.26) puede ser escrito en su forma extendida

(0 Jo WoF,(zo,p0) 0 (0 Fi(yr, o, y2)
al=10 0 0 a |+ 0 (1.27)

Y2 0 QoFu(xo, o) K Y2 Foyr, o, y2)
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donde

Fi(yr, . y2) = [(WO o D*F (w0, 110))(Vo, Vo) (41, 41)
+[(Wo @ D*F (0, 110)) (Vo, Po))(y1, 92)
+[(Wo @ D*F (20, 10)) (Fo, Po))(y2, y2)
+[(Wo @ Fpu(wo, o)) Vol (v, y1)

[(W ® Frua(wo, o)) Fol (e, y2) + -

Falyr, a,y2) = [(Qo o D*F(wo, 110))(Vo, Vo) (91, y1)
+[(Qo ® D*F (w0, 110)) (Vo, Po)] (y1,y2)

+[(Qo ® D*F (w0, 110)) (Po, Po))(y2, y2)
+[(Qo ® Fluz(xo, p0)) Vo] (e, 1)
+[(Qo @ Fluz(zo, o)) Pol (e, y2) +
Para calcular la variedad central local m-parametrizada en el equilibrio y = 0, primero

tenemos que considerar el cambio de coordenadas

<1 hn
al=P "' a (1.28)
<2 Y2
donde
Ih, 0 0
P=10 I, 0
0 —Ky I,9
y
I, 0 0
P'=10 I, O
0 Ky I, o

donde Ky = J;'QuF, (%0, tto. Entonces, con el cambio de coordenadas (1.28) el sistema

(1.27) se transforma en
Z Jo Rop O 21 fi(z1, @, 29)
al=10 0 0 a |+ 0 (1.29)
29 0 0 J 29 fa(z1, @, 22)
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donde Ry = woFu(ﬂé’o,Mo); y
fi(z1, @, z2) = Fi(z1, o, 20 — Ksa),

fo(21, 0, 22) = Fol21, @, 20 — Kaa).
Ahora si, de la teoria de la variedad central, el sistema (1.29) tiene una variedad central
2 = h(z1, @) = O(|z1, af%), donde h(0,0) = Dh(0,0) = 0, y la dinamica sobre la variedad
central esta dada por

Z4 = Joz1 + Roar + fi(z1, o, (21, @)

donde

filz, bz, @) = Fi(z1,a,h(z1, ) — J7 Qo Fu(wo, po) )
= [(Wo ® Fliu(wo, 10)) Vol (ev, 21)
+[(Wo @ D*F (w0, 10)) PoJy Qo Fyu(wo, f10), Vol (e, 21)
+5l(Wo e D?F (0, 110))(Vo, Vo)l(21, 21) + O(|e|*)
+0(|21, )

—_

Obsérvese que no es necesario calcular la variedad central h(z1, a) porque no afecta a los
términos cuadraticos de f.

Con lo anterior queda demostrado el siguiente lema.

Lema 4 Sea el sistema no lineal (1.20) que satisface las condiciones H1) y H2) en
el punto (xg, po). Entonces, la dindmica sobre la variedad central de dimension dos m-

parametrizada en el punto de equilibrio x = xy para p = g, esta dada por

- T L 7 2 3

§ = Joy + Roa + " Ry + 5y Ry + O(|a]") + O(Jy, o), (1.30)
donde y = Wo(z — x0), o = pt — po, Ao = PoJ; 'Qo, ¥

Ry = WoFu(xo, o), (1.31)
Ry = (WoeF (w0, 110))Vo+ (Wy e D?F(x, 10)) (Ao F (o, o), Vo), (1.32)
Ry = Vg (Wo e D*F (w0, 1)) Vo. (1.33)
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Empezaremos reescribiendo el sistema (1.21) en forma vectorial

z = JQZ + S()S + €T512' -+ GQ(Z), (134)

o= .27 S0= [ ). 51 E ; sa={
0 2\%

Lo que sigue, es encontrar un difeomorfismo que me mande soluciones de (1.34) a (1.30)

= O © ©

y asi los sistemas sean topologicamente localmente equivalentes. Sea

y =2+ Lo+ a” L1z 4 hy(2) (1.35)
con
L L),
LO = 01 Ll = ( 11) x2 hQ(Z) . Rz — RQ
Lg; 2%m (L12)m><2

Derivando (1.35) se obtiene
=%+ a’Liz+ Dhy(2)% = (I + o’ Ly + Dhy(2))2
lo que implica
2= (I+a"L + Dhy(2)) 1. (1.36)
Para |z| = 0 tenemos que
(I +a"Ly+ Dhy(2)) ™ =1 —a'Ly — Dhy(2) + ... (1.37)
Ademas, sustituyendo (1.35) en (1.30) obtenemos

g = Jo(z+ Loa+ o’ Liz + hy(2)) + Ry + o' Ry(z + ...)
1
+§(z + Loa+ .. ) ' Ry(z+ Loa + ...)
= Joz+ (JoLo+ Ro)a + (Joa' Lz + o' Riz 4+ o' LE Ry2)

1
+(J0h2(21) + §ZTR22) + ... s (138)

sustitutendo (1.37) y (1.38) en (1.36) tenemos
2 = (I —a"Li — Dhy(2) +..)(Joz + (JoLo + Ro)a + (Joa' Liz + o’ Ry 2
1
+@TL5R22) -+ (JQhQ(Z) + §ZTR22> + .. )
= Joz+ (JoLo+ Ro)a + (Joa' Lz + " Riz + o" LY Ryz — o' L1 Jyz

1
—DhQ(Z)(JoLO + Ro)Oé> + (J0h2<2) + §ZTRQZ — Dhg(Z)J()Z) + ...
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Hagamos

Ry = JoLo + Ro. (1.39)
Lema 5 5%
JoaT Lz + " Ryz + aT LT Ryz — o Ly Jyz — Dhy(2)(JoLo + Ro)or = a” Ry 2
entonces Ry = JoLy + Ry + LT Ry — LyJo — RY Ly,

Demostracién:

Desarrollamos Joa Lz

0 1 alLyiz alLysz L
Joal Lz = H = 2 =al 2 2z =al JyLz.

0 0 ozTngz 0 0

Como los términos o LY Ryz v oLy Jyz ya estan escritos de tal forma que se pueden
agrupar, entonces solo nos falta reescribir Dhy(2)(JoLo + Ro)a. Para ello, como ha(z) es

bilinieal, lo expresaremos como %ZTLQZ con

Lo1)m
L2: ( 21) X2 ’

(L22)m><2

asi

~ ~ 2T Loy Roox QT RT Ly, 2 ~
Dhy(2)Roar = 27 LyRoa = AT = [T ) = TR L,
ZTLQQRQOé @TRgLQQZ

De lo anterior tenemos que Joal Liz+a? Riz+a? LT Ryz—a® Ly Joz — Dhy(2)(Jo Lo+ Ro )

se reescribe como
OéT(J()Ll + Rl + LgRQ — Llj() - EgLQ)Z = CYTELZ.

Por lo tanto, Ry = JoLy 4+ Ry 4+ LT Ry — Ly.Jy — R Ly |

Con lo anterior queda demostrado el siguiente lema.

Lema 6 El sistema (1.30) bajo el cambio de coordenadas (1.35) es

i = Joz 4+ Roa + aTRyz + Go(2). (1.40)
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con

RO == JQLO + RQ, (141)
él = J[)Ll + Rl + LgRQ - Lljg - égLQ, (142)
~ 1
GQ(Z) = §ZTRQZ + J()hQ(Z) - DhQ(Z)J()Z (143)

Nos interesa la equivalencia topologica local entre (1.34) y (1.40). Asi que, encontraremos

las condiciones para que dicha equivalencia exista.

Lema 7 FEuxiste Ly tal que

éoOé = 808
Demostracion:
Observe que
~ 01 Lk R LL + RT
Ro = JoLo + Ry — ;1 n (;1 _ 02T 01
00 Lo, Ry, Ry,
entonces si definimos Loy = —Rg1 y €1 = ROTQa obtenemos
éoOz = = S()E.
€1

Para tener a Ly y €; en términos del campo F, utilizaremos (1.31)

wi F,(zo, pto) RE
Ry = WoF,(zo,p0) = | | °" o
wy Fu(2o, 11o) R,

Por lo tanto,

Loz = (Fu (o, po)) " wy

€1 = ngF#(l”o, Mo)a = 04T<Fu($07 Mo))Twz = Oéle,

con

dy = (Fu(zo, pto)) " wa. (1.44)
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Lema 8 FEuxisten Lo y Lo tal que
OéTﬁl = €T81,

Demostracién:

Recordemos que

Ry = JoLi+ Ry + LRy — LiJy— R L,

(Lo (Bu) | (L8BRx) (L) (BiLx
0 Riy LT Ry L2 Jy RY Ly
B Lis + Ry + LUTR21 — LiJo — Engl B én (1.45)
Ryo + LOTRQQ — LiaJy — EOTL22 §12
Si definimos
Lis = L1 Jo + EgTLm — Ry — Lng
entonces
Ell = 07
§12 = Rig+ Lng — LiaJy — éoTLQz
Expresemos ahora Elg por columnas. Definamos ﬁlu con ¢ = 1,2, como la columna
) ) ~ 7’%1 Tzﬁ ) .
i1—esima de Rio y Ry = 4 ' con 1 = 1,2. Con lo anterior
Tl Tho
72 2
LRy = (Lo Le)| ) ©
T2 T22
("“%1[/01 + T%QLO% 7’%2[/01 + 7’32[/02)7 (1.46)

LigJy = (LiJo + R Loy — Ry — LY Ry1)Jo = (R Lyt — Ry — LT Ray) Jo,

dado que JZ = 0 por ser matriz nilpotente. Ademéds, cualquier matriz Asyo cumple que
AJy = (A, A?)Jy = (0, A1), donde A’ es la i—esima columna de A.
s
Sea Lo, = , entonces
I, 1
12 b2
I, 1,

1 1
l12 l22

= (Z%QRO% Z%QRUQ)a
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Lol

T . 11 T2
LyRa1 = (Lot Lo2)

Pl gl

12 22

1 1 1 1
(r11Lor + ripLoz, ri9 Lot + 7"22[/02)7

por lo tanto

LiyJy = (0, l%gRoz - Rh - 7’}1[101 + TizLoz)y (1-47)
ST

égLQQ == (0, Rog) == (1%2R02, l§2R02) (148)

[ty 13
Asi pues, utilizando (1.46), (1.47) y (1.48) obtenemos que las columnas de Rys que defi-

nimos como R}, y R%, son
Dl 1 2 2 2
Ry, = Ryy+7i1Lot + 19 Lo2 — l15Rog,

R}, = Ry, +riLoi +75Los — (Ij3Res — Riy — 111 Loy + r15L02) — 15, Roo

= (Rh + R%2) + Lo (7’%1 + 7"%2) + L02(7"}2 + 7”32) - RO?(lb + @2)‘

Si hacemos
1 1
Loy = —(I}Re2 — Riy — 1i5Lo2) = (I} Ro2 — Ry + 155 Ro1),

LT 11
obtenemos

—  [d"R 0,0

aTR1 = ~11 = ( ) = €T51
CKTng (O, 52)

La expresion de ﬁ’%, sustituyendo los valores de Ly y Lgo es

- Pl 2
R%z = (Rh + R%z) + %(Z%QRM - R}Q + r%sz) - (7’}2 + T%z)Rm

i1
—Roz (I35 + 13,)
b

b b
= (Rh + R%2 - %Rb) - ROl(T%Q + 7"32 - %7432) - R02(li2 + ng - %Z%I)v

con a = 3rf; #0y b=ri, +r}, de la teorfa de formas normales. Con esto,

b b b
€2 = O(T[(Ril + R%z + %Riz) - ROl(T%Q + 7“32 - %7’%2) - RO?(HQ + lgz - %l%l)T] = aTd2'
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Para expresar a dy en términos del campo originial, vamos analizar primero la forma de

ha(x) utilizando (1.43). Desarrollando

62(2) _ %ZTRgl,Z 0 1 %ZTLgl,Z B ZTL21JQZ
%ZTRQQZ 0 0 %ZTLQQZ ZTLQQJ()Z
1 o [ Ro1 + Log — 2L Jo
= =Z z

2 Ry — 2Ln o
sabemos por la teoria de formas normales que existe hy(x) tal que

~ 0
GQ(Z) =

2
azi + bz129

Por lo tanto se debe satisfacer que

ZT(R21 + L22 — 2L21J0)Z = O,

1
§ZT(R22 — 2L22J0)Z = CZZ% + b212’2.

Ahora bien, (1.49) se cumple si Ry + Loy — 2L91.Jy es antisimétrica, es decir,

(Ro1 + Loy — 2L21Jo) + (Ro1 + Loy — 2L21JO)T =0,

desarrollando y dividiendo por 2 toda la ecuacion obtenemos
Roy + Lag — Loy Jo — Ji Loy = 0,
con lo anterior llegamos a que

Loy = Loy Jo + Ji Loy — Ry

(1.49)

(1.50)

(1.51)



1.4. Teorema de la bifurcacién Takens-Bogdanov 25

Desarrollando la parte izquierda de la ecuacion (1.50) tenemos
1 1
§ZT(R22 - 2L22J0)Z = EZT(R22 - 2(L21J0 + (JO)TL21 - 321)J0)Z
1
= §ZT(R22 - 2(JgL21J0 — Rzljo))z

1, r?, ri, ) 00 I 0, 01
0

= —Z J—
7"%2 7”32 1 1%2 l%z 0 0
1 1
T T 01
49 11 T2 .
T%Q T%Q 0 0

2 2 1
L o[ Tie 2y
= -z 2
2 2 1 1
T Ty — lig + 71y
_1(2 2+2(2+1) +(2—l1+1)2)
= 3 1171 T T T11)%1%2 T92 11 T T12)%2

entonces para lograr la igualdad de la ecuacion (1.50) solo hacemos

I}, =3y +riy y por lo tanto Ly, tiene la siguiente forma

r2, +rl, 1
L, — [T e (1.52)
ly Iy

Ahora sustituyamos (1.52) en (1.51)

2 1 1 2 1 1
Ty + 710 iy 0 1 0 0 T3 + 710 lig
L = 1 1 * 1 1
l2 I3 00 I Lo L3
1 1
11 Tio
1 1
Ti2 Tog
1 2 1 1
B —Tn Ty + T = Tg
2 1 1 1 1
Tog + 9 — T'g 2l — 199

Recordemos que el desarrollo anterior lo hicimos para conocer los valores de li,, 13 v I3,

para sustituir en la expresiéon para ms. Entonces sustituyendo dichos valores obtenemos

b b b
dy = (Rh + R?z + %Rb) - R01<7’i2 + 7"32 - %ﬁﬁ - ROQ(Z%Q + 21%2 - 7"%2 + %Th)Ta

%7"}1) entonces la expresion para ls resulta ser
1 2 b 1 2 b
dy = (Ryy + Ry + %Ru) — Roy(rip + 73 — Zru)v

si ademds tomamos [}, = %(7’%2 —
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Finalmente, utilizando (1.31), (1.32) y (1.33) obtenemos

dy = (w; e F(x0,10))v1 + (AoF, (o, 110))" (w1 @ D*F(z0, o)) 01
+(wy ® Flup(z0, pt0) )2 + (AgFL (20, 110))” (wy @ D*F (20, o) )va

‘I‘%((Mg o F.(xo, po))v1 + (Ao E, (o, 1)) (wy @ D*F (0, p10))v1)

—(F} (o, po)w2) (v{ (wy ® D*F (o, o) )02

b
+’Ug(’w2 [} DQF(iEo, /,LO))UQ — %(U?(U)Q ® D2F<£If0, MO))UQ))

Simplificando lo anterior obtenemos

dy = Z(wz o (Fua(zo, po) + (Ao F (20, po))" D*F (o, f10)) )vs
2 (Fpoae i) + (Ao, o) D2F (. 1))
—[(v] (wy ® D*F(z¢, 110)) + va (wy @ D*F (0, o)) (1.53)

o (o (12 & D (2, 110)es] Y i, 1) =

Utilizado el Lema 6, Lema 7 y el hecho que existe hy(z) de la teoria de formas normales,
tal que transforma G (z) en su forma normal hasta orden dos que es Go(z), demostramos

que (1.34) y (1.40) son topologicamente localmente equivalentes.



Capitulo 2

Forma Normal de la

bifurcaciéon triple cero

En este capitulo se aborda la forma normal clasica desarrollada por Poincaré y la forma
simplificada desarrollada por Freire et.al..

La seccion 2.1 muestra la forma normal clasica de Poincaré hasta orden dos. Partimos
de un sistema no lineal en dos dimensiones, que cumple con la caracteristica de tener
un valor propio cero con multiplicidad geométrica uno. Después, aplicamos un cambio de
coordenadas al sistema no lineal y encontramos la forma del cambio de coordenadas de
tal manera que logramos quedarnos con cuatro términos cuadraticos en el nuevo sistema,
que es topologicamenete localmente equivalente al sistema original. Ademas, exhibimos el
calculo de los coeficientes de la forma normal del sistema en términos del campo original.
En la seccion 2.2 mostramos una forma simplificada del sistema no lienal, obtenida por
Freire et al. (ver [3]) haciendo uso de la teorfa de formas normales clasica para llegar al
mismo resultado. En esta seccion, partimos de la forma normal del sistema, se hace una
reparametrizacion en el tiempo y un cambio de coordenadas. Después al sistema en las
nuevas coordenadas aplicamos la teoria de formas normales visto en la seccién anterior
obteniendo un sistema topologicamente localmente equivalente al sistema original, pero
que solamente tiene tres términos cuadraticos y dos ciibicos.

Todo lo anterior se hace con la finalidad de facilitar el analisis del sistema no lineal.

2.1. Forma Normal Clasica
Analizaremos el sistema no lineal

t=Jr+ Fy(x)+ F5(x) + ...+ F.(x) + ..., (2.1)

27
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donde z € R?, F, : R® — R? es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios

homogéneos de grado r y
010

J=10 01
000

El objetivo es obtener la forma normal clasica de los términos cuadraticos.

2.1.1. Términos Cuadraticos

Dado el sistema (2.1) empezaremos aplicando un cambio de coordenadas
=y + ha(y), (2.2)

donde |y| &= 0y hy : R® — R3 es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado 2. La idea es encontrar un hs tal que, el sistema en las nuevas

coordenadas sea el “mdas simple” posible. Derivando (2.2) obtenemos

T = y+ Dha(y)y
= (I + Dha(y))y, (2.3)

como el cambio de coordenadas (2.2) es cercano a la identidad, entonces || Dha(y)|| =~ 0,

por lo tanto

(I + Dhy(y)) ™ = I — Dha(y) + (Dha(y))* + ...,

luego, de (2.3) se sigue que

g = (I+Dhy(y)™
= (I — Dhy(y) + (Dhy(y))* + .. ) (Jx + Fy(x) + Fy(z) + ...+ Fp.(z) +...)
= (I = Dha(y) + (Dha(y))* + .. )(J(y + ha(y)) + Faly + ha(y))
+F3(y + ha(y) +-- ),

pero

Fy(y +haly)) = Fao(y) + DF(y)he(y) + ...,

Bs(y+ha(y) = Fs(y)+...,
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entonces

§ = (I —Dhay(y)+ (Dha(y))* +...)(Jy + Jha(y) + Fa(y) + DFa(y)ha(y)
+E3(y) +...)

= Jy+ Fy(y) + Fs(y) + ... (2.4)

donde
Fy(y) = Fy(y) — Dha(y)Jy + Jho(y).

Observe que el cambio de coordenadas (2.2) tiene la propiedad de transformar (2.1) en
(2.4) sin agregar términos lineales.
Veamos bajo que condiciones es posible asegurar la existencia de ho tal que ﬁg(Q) tenga

la forma “mas simple” posible. Para ello desarrollaremos ﬁg(!j)

F21 (y) F21 (y) (’)hag;l(y) 8h82;2(y) 8h§;§y) n hgg (y)
o) | = |[Fa) | - | %22 el Sl )+ | hy(y)
Fys(y) Fys(y) ah;;f” Tonl Yar) \o 0
8h21 8}121
Fo(y) — (1 228 4 g 2210 o hy ()
= | Fa(y) — (122 + y;2200) 4 gy (y) |- (2.5)
Fas(y) — (2 6}2;@) + s 8"5;2(”)
Es facil ver que si hacemos
oh oh
hal) = Ty, P ), 20
oh oh
) = w2 P20 ) 2.7
entonces Fy(y) = Fy(y) = 0. Ahora observemos que términos podemos eliminar de

F3(y). Para esto, primeramente pondremos a hag(y) en términos de ho(y) v para ello
Ohaa(y) . Ohaa(y)

calcularemos oo Y "o
Ohas(y) _ *ha (y) Phoi(y)  OFn(y)
= Y2 5 T U3 -
oy Oyi Y10y oy
oh 0?h oh 0%h OF.
2(y) _ " 21(y) | Ohan(y) +y 21(y)  O0Fa(y) (2.8)

ol Y20y, oy S0yl Y
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asi que sustituyendo (2.8) en (2.7) llegamos a

2 2
s = (1 - )
2 2
+ys <y238;225$) + Bhg;l(y) + yga gz/l%(y) B 81*(;2;2(y)> _ FQQ(y)‘ (2.9)

Con lo anterior llegamos a que haa(y) v hos(y) dependen de hg; (y), ademaés si nos fijamos en
(2.5) nos damos cuenta que si sustituimos en ﬁ23<y> a (2.9), podemos expresarlo también

en términos de ho(y) y de tal forma podemos averiguar los términos que se pueden

eliminar o no de Fys(y). Para ello primeramente calcularemos ah;;fy) N ahg;iy). Ast
Ohas(y) _ y I (y) +y Pha(y) y PFo(y)  O0Fn(y)
oy ’ Iyi ’ i ’ Y10y Iy

Ohasly) _ (L) — 2220 4 (3, Pi) 4y Prr) _ 2720

8y2 oy; 0y20y1 Oy? 3 0y10Yy2 oy1
OFn(y)
O®ha1(y) | Phaily) _ PFu(y) ) _ Z222
s (G + Gia _ 2oy) - B L
entonces de (2.5) obtenemos que
~ oh Ohas(y
Fos(y) = Fus(y) — (yz 32;Ey) + Y3 5;2 )>
*Fy1(y) 9%hai (y) O Fy (y) 3F22(y))
= Fy(y) —ys | — + - -
23<y) y2 ( y2 ay% y3 ay% y3 8y18y2 ayl

g (y2 (8%21(9) B aQle(y)) n y2@2h21(y) n y392h21(y)
Oyt Oy20y, Oyt Oy10y»

_9Fn(y) | <32h21(y) n Phaly) 52F21(y)) N 3F22(y))
Iy ’ Y20y Y20y Y3 Oya

2o (y) *ha (y) O Fa(y) OFx(y)

0
= Fuly) +y;

o Yo T agay P oy
s (82h21(y) _ 82F21(y)) - 332}121@) _ 20%ha1 (y)
Oyt Dy20y1 Oyt ? 0y10ys
+y38F21(2/) Y (82/121(9) 0ha1 (y) _ 32F21(y)) y38F22(y)
oy Y20y Y20y I3 o

De lo anterior podemos notar que podemos eliminar los terminos y»y3 y 5 de ﬁgg (y) dado
que son los tinicos que términos que dependen de hoy; (y).

Para ver la forma del cambio, denotaremos como a; y b; a los coeficientes de Fy(y) v ha(y)
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respectivamente, de la siguente forma:
a1y} + a1 ye + asyr1ys + aays + asyays + acys
Fy(y) = | ary} + asyrye + aoynys + a10ys + anyays + aroya
a13y; + a1a1Y2 + @151y + aweys + arriays + arsys

b1y? + bayrya + b3y + baya + bsyays + beys
ha(y) = | bry® + bsyrya + boyrys + bioya + bi1yays + bioy3
b13y® + biayrye + bisy1ys + bisys + biryays + bisys

Entonces los términos de Fys(y) se ven de la siguiente manera
Fos(y) = asy? + (2a7 + ara)yiys + (201 + ag + ais)y1ys + (241 + as + ai6)y3
+(—6by + 3as + ag + 2a10 + a17)yays + (—3bs + ag + 2a4 + a1 + a1s)y;

asi que haciendo b; = %(2@10 + ay7 + 3ag + ag) y by = %(an + a1 + ag + 2a4) podemos
eliminar a dos términos de Eg(y) Ademas, si sustituimos lo anterior en hgs y hoz llegamos

a lo siguiente:

h21(y)
ha(y) = haa(y) (2.10)
ha3(y)
con
1 , 1
hoi(y) = 6(26110 + a7 + 3ag + ag)y; + g(an + ars + as + 2a4)y1y2 + b3y1ys
+bays + bsyays + beys,
1 1
hao(y) = _aly% + §(2a10 + a17 + ag)y1y2 + §(a11 + a1 — 2a3 + 2a4)11Y3
1
+§(CL11 + aig + az — as)ys + (—as + b + 2b4)yays + (—ag + bs)y3,
1 1
has(y) = —CL??J% — (2a1 + ag)y1y2 + 5(26110 + a7 — 2a9)y1y3 + g(—aw + a7

+ag)ys + a1gyays + (—aiz — as + by + 2b4)y;3.

Dado que en capitulos posteriores utilizaremos a hs(y), la reescribimos de la siguiente

manera
yTLzly
1 1

ha(y) = 59" Loy = 5 | y" Loy (2.11)

y” Loy
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donde

%(Qalo + ai7 + 3a2 + ag) %(au +aig + a3z +2a4) b3

Ly = $(a11 + a1s + a3 + 2a4) 204 bs |,
b3 by 2bg
—2a1 %(2a10 + ai7 + ag) %(au + a18 — 2a3 + 2a4)

Loy = £(2a10 + a17 + ag) 2(a11 + ais + az — as) (—as + b3 + 2b4) ;

+(a11 + a1s — 2a3 + 2a4) (—as5 + b3 + 2b4) 2(—ag + bs)

—2ar —(2a1 + ag) %(2(110 + ai7 — 2ag)

L23 = —(2a1 + as) %(*0«10 + ai7 + ag) ag

%(2010 + ai7 — 2a9) aig 2(—a12 — as + b3 + 2bs)

Con lo anterior queda demostrado el siguente teorema

Teorema 5 Sea
010

J=100 1|,
000
entonces el sistema no lineal

t=Jr+ Fy(z)+...,

donde x € R3, Fy : R® — R3 es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado 2, puede ser reducido al sistema
0
y = Jy+ 0 + ...
o y; + oy + asyrys + auys
(2.12)

con

a; = ais,

Qo = 2@7 + a14,

g = 2&1 + ag + ass,
oy = 2a1 + ag + a.

bajo el cambio de coordenadas (2.2), donde hy(y) es dada por (2.10).
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Observacion: Los términos cibicos que quedan al aplicar la teoria de formas normales,

haciendo un analisis anélogo al de los cuadraticos son

0
0

Brys + BovZys + Bayiys + Bavivas + Bsy1y3 + Beys

2.2. Forma Normal Simplificada

En esta seccion partiremos de la forma normal del sistema (2.1) y mostraremos que
puede ser simplificada ain mas, considerando una reparametrizacion en el tiempo y un

nuevo cambio de coordenadas.

Teorema 6 Supongamos que el sistema (2.12) satisface que aq # 0. Entonces, este sis-

tema es C'™° — equivalente a

yi = Yo
Yo = Y3
Ys = oqyi + aayrye + asyiys + Buyiys + Baayiys + - (2.13)
donde
ala 202 Sa
By, = —agay— 22—+ "2 45— 2
60 3 9
—a2asa o2 3asa Sa Q Q
Bay 3224+ﬁ5+ 3521_ 3;151_ 353+ 453+ 304
1607 3o 8ar] 8ay 201 8ay
Demostracion:
Reparametrizamos el tiempo
dt Io
— =1- =1, 2.14
dT 30, n ( )

y hacemos un cambio de coordenadas de la forma

i 10 32 ”i
(2 = 01 0 Y2 . (2-15)

U3 00 1 Y3
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Posteriormente, para facilitar los calculos hacemos w = (yi,ys,y3)? y reescribimos el

sistema (2.12)
w = Jw + fo(w) + f3(w) (2.16)
donde fy y f3 son los términos cuadraticos y ctbicos (respectivamente) del sistema (2.12).

Ademas la reparametrizacion en el tiempo (2.14) y el cambio de coordenadas (2.15) quedan

expresados de la siguiente manera:

dt

& o1t 2.17
dT A, (2.17)
W = Nuw, (2.18)
con
10 5 )
N=]lo1 o |, L1:<5713117()’0) . (2.19)
00 1

Aplicando la regla de la cadena y utilizando (2.16), (2.17) y (2.18) obtenemos

di di dt
& = o= Ni(l+ Liw)
= N(Jw+ fo(w) + fs(w))(1 + Lyw)
= Jw+ [JOLT N Y% + N fo(N7')] + [N fo(N ') L1ITN 1

+Nf3(N7'o)] + - - -,
por lo tanto el nuevo sistema es
dw _ - -
— = Jw + Hy(w) + H3(w) + - - -, (2.20)

con

Hy(w) = JWLIN '+ Nfo( N1,

Hy(@) = NANT'@)LING+ Nfy(N").
Ahora aplicando un cambio de coordenadas de la forma

@ = 1+ ho() + ha(ih) (2.21)
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llegamos a que el sistema (2.20) se transforma en

dw N N
% = Jib + Fy(i) + Fy(d) + - - (2.22)

donde

Ey() = Hy() — Dho()Jto + Jho(i)
Fy(b) = Hj() — Dhy(h)Jw + Jhs() — Dha(d) Fa(w) + D Ha(th) ho(ih)

Utilizando la teoria de formas normales visto en la secciéon anterior tenemos que existe

ha(y) que me reduce el sistema (2.22) a

Yi = Yo

Yo = U3

Ys = Al?flz + AQZfl?JQ + A:s?fly% + 1214952 + Bl§13 + B2§12ZJ2
+B59:°Ys + Batirtia” + Bsyjiyis” + Beyjo®

con

A = aq, Ay = ay, A3:0437 A4:07

Bl - O,
~ a20z4 2&2 804251
B — _ o 1
2 = e T
. R Ye 5
By = (33— Gofods 2 4o by — 6aiby — aspr _ 04461’
6ay 4oy 90 o1
. 4 a2 10
By, = B4— Qoo 22t Sabsz — 201by — a3 - a4/317
3o 4oy 90 3o
~ 306206304421 3 7 Tazay By a3
Bs = — % —gby — —aghy —
5= hm g Tl T g s e S
. aday  a2a? 1lase? o 1 2
B — 3 3 20y 304 1o byt Zanb
6 = Ot 5 T 362 T 360y | Gay 3 2l aebitgabs

Tasay o5 a3y

5402 8la? 3y’

donde bs, by y bs son variables libres que aparecen en ha(y) (2.10).

Ahora bien, como «a; # 0 podemos dar valores a bs, by y b5 de tal forma que By = 0,
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B, =0y Bs =0, y dichos valores son los siguientes:

_69a2a3a4 + 27042043 — 4381 + 1620481 + 18 B3 — Hda B4

b = 36002 ’
b = —12apa304 + 902 + 120331 — 16048y — 240183 + 120134
12002 ’
53lazazay + 1080ara3ay — 720202 — 9900 azal + 5400
b = 216003
1
—33600a331 + 1338aac1y 31 + 4087 — 1080cr; vy B + 7020x1v2 33
+ 216003
— 48601 12 B4 + 32400255
216003 '

Sustituyendo en Bs el valor de by y by obtenemos

5 — 300y @301 Basoufi basfs  aufs  asfs
By=—3<°°% 3 —
> 1602 Ps 302 802 81 | 241 | 8y
Renombrando a By, = Bg y By = Bg) queda demostrado el teorema [ |

Analogamente se demuestra el siguiente teorema

Teorema 7 Supongamos que el sistema (2.12) satisface que oy = 0 y los coeficientes av

y ag son no nulos. Entonces, este sistema es C*> — equivalente a

?Jl = Y
Yo = Y3
Ys = uyiYs + asyiys + auys + Biys 4+ Byiys + - - (2.23)

donde

B B+ 1303043 — asazayfa — 21 B3a3as + 130308y — 48810085 + 3051 fac3




Capitulo 3

Teorema de la

bifurcaciéon triple cero

En este capitulo abordaremos el estudio de dos problemas: uno, determinar una deforma-

ci6bn versal del sistema
010

=10 0 1]|z+ falz)+ f3(x), (3.1)
000

donde fy(x) y f3(x) son los términos cuadraticos y cibicos respectivamente, y dos, de-
mostraremos el teorema de la bifurcacion triple cero. En la seccion 3.1 nos enfocamos en
encontrar el minimo nimero de pardmetros que debemos agregar al sistema (3.1) de tal
forma que se pueda estudiar el comportamiento de las soluciones. Para esto, primeramente
agregamos una perturbacién muy general, que consta de 12 parametros el cual bajo un
cambio de coordenadas propuesto por Murdock (ver [10]), logramos reducirlo solamente
a 3 paramétros que finalmente trabaja Freire et al. (ver [3]). Tal sistema paramétrico
reducido a su minima expresion se le conoce como deformacion versal. Ademés, daremos
las condiciones que se deben satisfacer para que dicha deformacién versal exista.
Ya que se expone la forma de la deformaciéon versal, en la seccion 3.2 se demuestra,
bajo ciertas condiciones de transversalidad, no-degeneracion y no-hiperbolicidad, que
dicha deformacién versal es topoldgicamente localmente equivalente a un sistema m —
parametrizado. Dicho teorema es parte fundamental para desarrollar el siguiente capitu-

lo, ademas de ser la parte mas importante de esta tésis.

37
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3.1. Deformaciéon Versal

Nuestro objetivo es estudiar el comportamiento de las soluciones de un sistema no lineal
?
donde la parte lineal tiene un valor propio cero con multiplicidad 3. Para esto, tomamos
el sistema en general y aplicando la teoria de formas normales logramos reducirlo a un
sistema “mas simple”. Para estudiar la dindmica de dicho sistema es necesario perturbarlo
y al sistema perturbado se le conoce como deformacion. Si ademaés, aplicamos un cambio
de coordenadas a la deformacion de tal forma que podemos reducir al minimo el nimero
de parametros, este sistema recibe el nombre de deformaciéon versal.
)

Counsideremos el sistema en forma normal truncado hasta orden 3

&= Jr+ folx) + f3(x),

010
donde J =10 0 1| .Agregamos una perturbacién de la forma
000
elp+ Qal,
donde p € R?, Q € Msy5y € ~ 0. Asi
&= Jr+ fo(z) + f3(z) +elp + Q] (3.2)

es la deformacion del sistema. Nuestro objetivo es reducir el nimero de paradmetros de 12
a 3, para tener la deformacion versal, que es la que estudiaremos en la siguiente seccion.

Considere el cambio de coordenadas de la forma
r=y+e(k+ Ly) (3.3)
con k = (ki, ko, k3)T € R® y L € M3y3. Derivando (3.3) obtenemos
T = y+ely
= (I +el)y,

es decir,

= (I+eL)'a. (3.4)
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Como ¢ ~ 0, entonces

(I+el)™  =1—cL+0O(e).

Ademas
= Ju+ folz) + fs(z) +elp + Q]
= J(y+elk+ Ly) + faly +e(k + Ly)) + fs(y +e(k + Ly))
+elp+ Qy +e(k + Ly))],

pero

foly+elk+Ly)) = faly)+ Dfo(y)(e(k + Ly)) + O(e?),

fs(y+elk+Ly)) = f3(y)+ Dfs(y)(e(k + Ly)) + O(e),
entonces

i = Jy+ foy) + f3(y) +elp+q(y)] + O(?),

donde

p = p+Jk,

qy) = Qy+JLy+ Dfa(y)k.

Luego, sustituyendo (3.5) vy (3.6) en (3.4) obtenemos

y = Jy+ foy) + fs(y) +elp+ (@ly) — LJIy) + .. ]

= Jy+ fa(y) + fsy) +elp+ay)] + ...,

donde
q(y) = qly) — LJy.

Obsérvese que

q(y) = Qy+ JLy + Dfs(y)k — LJy,

ahora bien, si

1

fy) = éyTDy,

(3.5)
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donde
0
D=10 |,
Ds
2061 (6] (%]
con Dy = | ay 20y 0 | (ver 2.12), entonces D fo(y) = y* D y sustituyendo en (3.7)
Q3 0 0
obtenemos

iy) = Qy+JLy+y"'Dk—LJy=Qy+JLy+k"Dy— LJy

= (Q+JL+K"D—LJ)y.
Con lo anterior queda demostrado el siguiente lema

Lema 9 FEl sistema (3.2) bajo el cambio de coordenadas (3.3) es topoldgicamente equiva-

lente a
¥ =Jy+ Fy) + fs(y) + b+ Qul,
con
p = p+Jk (3.8)
Q = Q+JL+K'D—LJ. (3.9)

Recordemos que para reducir los pardmetros del sistema, podemos utilizar las entradas

de k y L para lograrlo. Si p = (p1, p2, p3)” entonces (3.8) se transcribe como

P1 010 ky 1+ ko
p=1p| + |0 0 1 ka | = | p2+ k3|
D3 000 ks D3
por lo tanto, si hacemos ko = —py y k3 = —po tenemos que (3.8) se simplifica
0
p=10

ps3
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Como p3 es un parametro libre, definamos

&1 = &Ps.

Ahora bien, para simplificar @, definamos

hi lio
L= {1y I
l31 I3
entonces
010 li1 lLis i3
JL=10 0 1 lor laa o3
000 l31 32 33
Asi mismo
hi liz b 010
LJ = |ly Iy Il 0 01
l31 Iz 33 0 00
ademas,
0
E'D = 0
kT Dy
0
= 0

Con todo lo anterior y definiendo

q11
Q= g21

q31

2/471061 + ]%'2062 + k'gOég

q12
22

q32

(3.10)

l1s
las | -

l33

l21 l22

131 132

0 0 O

@)

o~~~
=
—

[a=) [a=)
S~ o~
w [\
— [

0 0
0 0

klOZQ + 21{72&4 k'lOég

q13
423

q33
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tenemos que (3.9)

con

Q1
513
(22
31

33

G111 Q12 Q13 loy

q31 432 (33 0

0
+ 0

2k10 + koog + ko

1 Q12 Qi3
= @1 Q2 Qo3
g31 Q32 Q33

qu1 + o,

13 + los — Lo,
G2z + l32 — Loy,
gs1 + 2k101 + kaag + ks,

q33 — l32 + kros.

Entonces haciendo

lor, = —aqu,
[ Gt kacs + ksas
1 20&1 )
lsa = lo1 — qoo,
lss = lag — qo3,
0 0
= 0 0

- g1 @22 G3 | |l

log a3 0 b1 o
lag I3 | = |0 lag lao
0 0 0 I31 I3
0 0
0 0

kiog + 2ksoy kias

G2 = Q2 + oo — L1,
¢21 = qo1 + s,
Q23 = Qo3 + l33 — lag,

Q32 = Q32 — l31 + k1ao + 2ks0y,

l31 = —qo1,
log = 111 — qua,

log = l12 — qu3,

0
0

0 @32+ @1 + kiag + 2ksas qu1 + qo2 + q3s + k1
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Como los ¢; ; son pardmetros libres, entonces definimos

g2 = &(gs2 + qu + kias + 2ky0y) (3.11)

ez = e(qu + qo2 + gz + kiaz). (3.12)
Con lo anterior tenemos demostrado el siguiente teorema

Teorema 8 Sea
& =Jr+ f2(y) + f3(y) +elp + Q] (3.13)

un deformacion de la forma normal del sistema truncado hasta orden 8 con p € R3,

Q € Msyx3 ye~0. Entonces, si ay # 0 existe un cambio de coordenadas de la forma
r=y+e(k+ Ly)
tal que una deformacion versal del sistema (3.13) es

0 00 0
t=Jr+ L)+ )+ lol+lo 0o 0]y

€1 0 E2 &3

con €1, €9 y €3 dados en (3.10) (3.11) y (3.12) respectivamente.

3.2. Teorema Principal
Teorema 9 (Teorema de la bifurcacion triple cero.)Sea el campo vectorial

&= f(x,p) (3.14)

donde v € R®, p € R™, m > 3 y f un campo suave. Supongamos que existe xo € R® y

o € R™ tal que

H1)  f(o, o) =0,

H2)  o(Df(xo, o)) = {M23 =0} (no-hiperbolicidad),
H3) a#0 (no-degeneracion),
H4)  dy,dy y ds sean linealmente independientes (transversalidad),
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donde el valor propio A = 0 tiene multiplicidad geométrica uno, a, dy, do y d3 son dadas en
(3.26), (3.34), (3.39) y (3.40) respectivamente. Entonces la dindmica del sistema (3.14)
en una vecindad de xo y p = po, la cual es dada por (3.22) es topoldgicamente equivalente

a la deformacion versal (3.15) de la bifuracion triple cero
z=Jz+ 506 + €T512 + 62(2) + @3(2) (315)
donde &1 = (p — puo)"d1, €2 = (1 — o) " da, €3 = (10 — o) " ds.

Demostracién: Consideremos el siguiente campo vectorial m—parametrizado

i = f(z,p) (3.16)

donde x € R3, 1 € R™ y m > 3 y supongamos que existe xo € R? y g € R™ tal que

Hl) f(l‘o, MO) = 07
H2)  o(Df(xo, 1)) = {M23 =0}.
Si el valor propio 0 tiene multiplicidad geométrica uno, entonces aseguramos que

010
Df(zo,po) ~J = [0 0 1 |,
000
es decir, que la parte lineal del sistema es similar a una matriz no semi-simple.
Nuestro objetivo serd encontrar condiciones suficientes sobre el campo vectorial f, tal que
la dimanica del campo vectorial en una vecindad de xg sean topolégicamente localmente

equivalente a la deformacion versal (3.15).

Lema 10 Sean v,vs,v3 € R3 tal que, vy es vector propio y v = vy + v3i es vector
propio generalizado de D f(xq, po) correspondiente al valor propio A = 0. Definimos P =

(v1,v9,v3) y de la teoria de formas de Jordan se sigue que

P'Df(x0, 1) P = J. (3.17)
Si
wy
Pt=|wl entonces  wa D f(xo, po) = 0, was DF (20, j1o) = wa , wi DF(x, o) = wa .
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FEsto es, wy,wq, w3 € R? son tales que ws es vector propio izquierdo y w = ws + w1l es

vector propio izquierdo generalizado de D f(xg, 1) correspondientes al valor propio A = 0.

Demostracion:

Multiplicamos P~! por la derecha de (3.17) y obtenemos

PilDf(CE(),,uo)P = J

& P 'Df(xg, o) = JP!
wl'Df(xo, po) 01 0\ (wr wl
= wIDf(zo, )] = |0 0 1 wl | = wl
wl'Df(xo, o) 00 0/ \w! 0

por lo tanto

w1TDf(l‘0> ,uo) = sz

wng($07 Mo) = Wy

wy Df(zo,10) = 0
[ |

Pondremos el sistema (3.14) en forma de Jordan y para ello consideremos el cambio de

coordenadas y parametros

y = Pz —x)

B = p—po, (3.18)
asi como la serie de Taylor alrededor de (zg, po) de f(z, p)

flz,p) = Df(xo,po)(w — x0) + fu(zo, o) (1t — po) + fuz(z0, po) (1 — po;x — z0)  (3.19)

1 1
+§D2f(l'0,uo)(fﬁ — o, T — X0) + EDSf(l‘o,uo)(l" — g, T — Xo, T — o) + ...,

Derivando (3.18) y usando la serie de Taylor (3.19), el sistema (3.14) se transforma en
g = Pli=P f(z,p)
= P [Df(x0, o) Py + fu(2o, 110) B + fuz(wo, 10) (B, Py)
1 1
+§D2f($0,,uo)(Py, Py) + EDSf(‘/EOv,uO)(Pya Pya Py) +..
= P_lDf(lbv MO)Py + P_lfu('IOv MO)/B + P_lfux($0a ILLO)(/B’ Py) (320)

1 1
+§P_1D2f(x0,u0)(Py, Py) + EP_IDgf(Io’Mo)(P?Ja Py,Py)+....
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Hagamos

Ry = P~ fu(z0, po)-

Lema 11 5%
P~ fua(zo, o) (8, Py) = " Ry

entonces Ry = (P~' e fuz(0, o)) P

Demostracidn:

P fua(0, 110) (B, Py) = P (B fua(wo, 110) Py)
wi B fuz (20, o) Py

= | w3 B fua(o, o) Py

w3 B fua (20, o) Py

3
ZwuﬁTfjux(on,Mo)Py
j=1

3
= Zw2j5Tfjux(x07/vL0>Py
j=1

3
Z w337 fiua(0, t10) Py

j=1

3
Z wljfj,um(xm ,U/O)P
j=1

3
= g7 szjfm(xo,uo)P Yy
=1

3
Z w3 [ (T, po) P

(wl ° fux<x0aM0))P
= BT (w2.fu$<x07M0))P Yy
(w3 4 f;w(xOMUO))P

= BT (P_l L fux(an ﬂO)) Py

Lema 12 S
P 'D?f(xo, o) (Py, Py) = y" Ry
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entonces Ry = (P! @ D% f(xq, o)) (P, P)

Demostracién:

w{DQf(xo,uo)(Py, Py)
P7ID? f(wo, o) (Py, Py) = | wlD?f(wo, po)(Py, Py)
w3TD2f(5U0,M0)(Py7Py)

=y (P7" e D*f(xo, o)) (P, P)y

|
Como los coeficientes de los términos cuadraticos se utilizaran posteriormente, los deno-

taremos de la siguiente forma

aije = (w; @ D* f (w0, o)) (vj, vi) (3.21)
con %, j,k =1,2,3 donde a;;, estan estan acomodados de la siguiente forma

11 Q312 4413

Ry = Q21 Q322 4423
@31 A;32 4433

Con los lemas 10 y 11 queda demostrado el siguiente lema

Lema 13 FEl sistema (3.16) bajo el cambio de coordenadas (3.18) se transforma en
y=Jy+RoB+ S Riy+ Fay) + Fs(y) + ... (3.22)

con Fy(y) = 3y" Ry, F3(y) = §Rs(v.y,),

RU = P_lflu(.?fo,ﬂg) (323)
R = (P e fu(zo, o)) P (3.24)
Ry = (P 'eD*f(xg, o)) (P,P). (3.25)
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Posteriormente, vamos a necesitar conocer el coeficiente del término cuadrético y? de la

tercera componente de Fy(y), asi que vamos a obtenerlo.

Recordando que

wl Fy(y)
1
Fy(y) = 3 wl | D*f(xo, o) (Py, Py) = | Fan(y) |-
wy Fas(y)

luego,

1
Fys(y) = §W3TD2f(I07Mo)(P?J,P?/)-

Sea y = (Y1, Y2, y3), entonces Py = y1v1 + Y202 + y3vs3, luego,

1
Fos(y) = ngDQf(:co, 10) (Y101 + Yov2 + Y3vs, Y101 + Y2Us + Y3vU3)

1 1
= Sw; D*f(wo, o) (vi, v1)yt + Swz D* f (o, pro) (v2, va2)ys + . . .

2 2

por lo tanto, el coeficiente que nos interesa es

a= % <w3, D? f(z0, o) (v1, vl)> )

(3.26)

Veamos, si podemos encontrar condiciones suficientes en el campo vectorial f, tal que la

dindmica en una vecindad de x, sea topologicamente equivalente a la deformacion versal

~

z=Jz+ 508 + €T512 + 62(2) + Gg(z)

donde ¢ = (g1, 69,3)7,

000 033 000
So=10 0 0f, Si1=[0sxs|, com Sis=10 1 0],
001 Sts 001

y Ga(2),G5(2) son la forma normal de Fy(z) y F3(z) respectivamente.

(3.27)

Lo que sigue, es encontrar un difeomorfismo que me mande soluciones de (3.27) a (3.22)

y asi los sistemas sean topologicamente localmente equivalentes. Sea

y=2z+LoB+ B Liz+ ha(z) + hs(2)

(3.28)
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con
LOI (Lll)mX3
LO = L02 Ll = (L12)m><3 h273(2) : RS — Rg.
L03 3%m (L13)m><3

Derivando (3.28), tenemos
g = i+ BTLiZ+ Dhy(2)2 + Dha(2)2
= (I + "Ly + Dha(z) + Dhs(2))2
lo que implica que
2 = (I+ B"Ly+ Dhy(z) + Dhs(2)) 'y (3.29)
pero, para |z| = 0 tenemos
(I+4 BT Ly+ Dhy(2) + Dhs(2))™" = I — BT Ly — Dhy(2) — Dhs(2) + (Dhy(2))*+. ... (3.30)
Ademas, sustituyendo (3.28) en (3.22) obtenemos

g = J(z4 LoB+ BT Liz + ho(2) + hs(2)) + Ry
+B8T Ry (2 + LoB + BT L1z + ha(2) + h3(2))
+Fy(2 4+ LoB + BT Liz + ho(2) + ha(2))

+F3(z + LoB + BT L1z 4 ha(2) + hs(2))
si

FQ(Z + Lof + ﬂTle + hQ(Z) + hg(Z)) = FQ(Z) + ZTRQLoﬂ + ZTRQhQ(Z) + ...
1
= izTRgz + (Loﬂ)TRQZ + ZRQhQ(Z) + ...

Fiy(z+ LoB+ BT Lz + ha(2) + hy(z)) = F3(z) +...
entonces

g = Jz+JLof+ RoB+ [JBTLiz+ BT Rz + BTLE Ryz] + [Jhy(2) + Fa(2))
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Por lo tanto si sustituimos (3.31) y (3.30) en (3.29) llegamos a lo siguiente
+[JBT L1z 4+ BT Ryz + BT LE Roz] + [Jha(2) + Fa(2)] + [Jhs(2) + F3(2)
+ZTR2h2(Z>] + .. )
= Jz+ (JLo+ Ry)B+ [JB Lz + fTRyz + BTLY Ryz — BT Ly J 2
—Dhs(2)(J Lo + Ro)B] + [F2(2) 4 Jha(2) — Dha(z)J 2] + [F3(2)
+Jh3(2) + 27 Roho(2) — Dhs(2)Jz — Dhy(2)(Jhe(2) + Fa(2))]
+(Dhy(2)3 + .. .,
Hagamos
Ro=JLo+ Ro.
Lema 14 Si
JBT L1z + BT Rz + BTLY Ryz — BT LyJz — Dhy(2)(J Lo + Ro)3 = BT Ry2 (3.32)
entonces ]A%l =R+ LgRg —LiJ+ JL — ﬁgLQ.
Demostracién:
010 BTLHZ L12
JBTLLZ =10 0 1 BTLHZ = BT L13 z = BTJle,
0 00 BTngz 0
tenemos ademas que hy(2) = %ZTLQZ por ser bilineal, entonces
ZTLzlﬁoﬁ 5T§3L21Z
Dhy(2)Rof = 2"LaRoB = | 27 Loy RoB | = | BT RY Lawz | = BTRY Loz
ZTL23§05 5T§3L232
por lo tanto
Ry=Ry+LYRy— L,J + JL, — RT L,.
|

Con lo anterior queda demostrado el siguiente lema
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Lema 15 FEl sistema (3.22) bajo el cambio de coordenadas (3.28) se transforma en

i=Jz4+ RS+ Riz+ Fy(2) + Fy(2) + ... ., (3.33)
con

Ry = JLo+ Ry

R = Ri+LIRy—LiJ+ JL, — RIL,
Fy(z) = Fy(2)+ Jho(2) — Dha(2)Jz
Fy(z) = Fs(2)+ Jhy(z) — Dhy(2)Jz + 2" Ryhg(2) — Dhy(2) Fy(2).
Nos interesa la equivalencia topologica local entre (3.27) y (3.33). Asi que, encontraremos
las condiciones para que dicha equivalencia exista,

Lema 16 FEzxisten Loy y Los tal que

éoﬁ = S()E.
Demostracion: Observe que
wleu(330> to) R
Ry =P~ fu(zo, o) = | wl fulzo, o) | = | R, |

w3 fu(wo, o) R

L

JLo= | L | -
0

entonces dado que ﬁo = Ry + JLy tenemos que

(Rgy + Lip) B
Ry = (R0T2 + ng)ﬁ )

R
entonces, si definimos
Lyy = —Ry = —wffu(l’o;,uo)y
Lyg = —Rp= —szfu(%,Mo),

&1 = wsTfu(an HO)B
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obtenemos
0
EO = 0 = So€
€1
|
Tenemos entonces que
€1 = w?fu(xo,uo)ﬁ = ﬁTf,T($o>Mo)w3 = p"dy,
donde
dy = f,?(%;/ﬁo)w:%- (3.34)
Lema 17 Sia # 0, entonces existen Loy, Li2, Lig y €23 tal que
BTRy = £75,. (3.35)

Demostraciéon: Observemos que ]§1 =R, + LgRg —LJ+JL, — égLQ

L{ Roy Ly J Lys
LiRy = | LTRy |+ LiJ = | LinJ |, JLi= | Ly |,
LT Rys LisJ 0
y ~
RI Loy
Engz EgLQQ
RT Ly

entonces dado que By = Ry + LYRy — LyJ + JLy — EOTLQ tenemos que

BTEHZ 6T<R11 + LOTR21 — Ly J + Lig — éoTLzl)Z
BTélz = 5T§13Z = 5T(R12 + LOTR22 — LioJ + Lig — E()TLM)Z
/8T§13Z BT(RB + LOTRQ?, — Ly3J — EOTL%)Z

Si definimos

Ly = éoTLm + Li1J — Ry — LE‘)FR21

Lis = ﬁng + LigJ — Rig — Lng

= §0TL22 + (Eng + LiJ — Ry — L{ Roy)J — Ria — LE Ry
= RTLay+ R Loy J + LnJ? — RyyJ — LY Ryt J — Rys — LT Roy
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entonces
Ry = 0,
Ry = 0,
Riz = Riz+ L{ Ros — LigJ — EOTL23-
Si sustituimos Lo v L3 en élg obtenemos
Ri3 = Riz+ LERyy — (RI Loy + RY Loy J + Ly J* — RiyJ — LY RoyJ — Rug
— LT Ryp)J — RY Ly
= Rig+ LY Ryy — RILyyJ — RYLyy J? + Ry J? + LY Ryy J? + RyyJ
+ LT RyyJ — RY Log
= Ris+ L Roy — By Loy + (Riz + L Rop — Ry L32) J
+ (Rut + LY Ry = R L ) J2,
entonces, vamos a expresar a Elg en columnas. Definimos }?13 con i = 1,2,3 como la

columna ¢—ésima de R;3, las cuales estan dadas por

Ris = R%Z& + LgR;s - }N%OTL%?

2 2 2
B, — SR 4L (z R> L (z L) |
j=1 j=1 j=1
o= SR (z R) R (z ) |
j=1 j=1 j=1
Observando que

a
311 3
T pl
L0R23:(L01L02L03) ass1 | = E as;1 Lo;
i=1

@331

entonces como ag;; =2ay a # 0
Rl =0 Ly = —— (R — BT L] L L
13=U0< Lo = 5g \1113 o Liog + @321 L2 + azz1losz | -

Por lo tanto, si definimos

1 —~ ~
L01 = —% (Ri)) - RgLég + CL321L02 + CL331L03> R%Sv (336)
e = BRI, (3.37)

es = ATRS,. (3.38)
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llegamos a que

leS
5TR1 = 01><3 = 5T51.

082 €3

De las ecuaciones (3.37) y (3.38) obtenemos
e2 = TRy = fldy,
e = BTR3, = 87 ds.

Nuestro objetivo es expresar a 5 v €3 en términos del campo original, que es lo que a

continuacion de desarrollara. Tenemos por (3.24) que

Ry = (w;e fu(zo, o)) P
= (w;e f;u(llfo, o)) (v, va, U3)

= ((w; ® fuz(zo, po))v1, (i ® frue(To, to))v2, (Wi @ fz(To, po))vs)
analogamente, por (3.25) tenemos que

Ry = P(w; @ D* f(xo, po)) P
= P"(w; @ D? f(wo, 110)) (v1, va, v3)

= (P"(w; @ D* f (o, o) )v1, P" (w; ® D* f (w0, o) )v2, P* (w; @ D? f (o, o) )v3)

con lo anterior y por (3.23) Lo, en términos del campo original es

1

Lo = -5 ((ws ® fue(wo, o) )v1 — (Lag)sws fu (o, p10)
+ (wi fulwo, p10)) (03 (w3 ® D* f (0, pro))v1)
+  (w] fu(xo, o)) (vg (w3 @ D*f (o, po))v1)) ,
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donde (L%S)g = %(2@10 + a7 — 2@9) = %((@22 + a323 — 2@231) (Ver 211)

Finalmente las expresiones para d; y ds en términos del campo original son:

dy = (az12 + a211)Lor — (azez + aza1)(wi fu(wo, o)) — (w3 fu(wo, o)) (azsz + azs1)
(w3 ® fuz(zo, o)) v2 + (w2 ® fuz(xo, po))v1 — crws fu(wo, to), (3-39)
ds = (azi3 + a2z + a111) Lot — (ases + azee + a121)(wi fu(zo, po))

—(as33 + azs2 + a131) (w3 fu(To, o)) + (w3 @ fuz(To, f10))v3

(w2 ® fuz(xo, po))v2 + (w1 ® fuz(xo, po))v1 + cows fu (o, to)- (3.40)
donde
9 1 1 1
c1 = (L33 + Lgy)3 = §(4a18 + a11 + ag — 2a3 + 2a4) = §(2a333 + Q923 + G212 — 20113 + A122),

Cy = (ng + L§2 + L%l)g = 2@12 + 3&5 — 4(b3 + b4) — (233 + 3&123 — 4(b3 + b4),

con by y by variables libres.

Por tltimo tenemos que de la teoria de formas normales, existen hy(z) que transforman a
Fy(2) 4+ Jha(z) — Dho(z)J =z
en @2(2), v hs(z) que transforma a
F3(2) 4 Jhs(2) + 27 Roho(2) — Dhs(2)Jz — Dha(2)(Jha(2) + Fy(2))

en Gs(2). |



Capitulo 4

Analisis de

bifurcaciones

En este capitulo, analizamos bifurcaciones alrededor de puntos de equilibrio de codimen-
sion menor que tres que puedan estar dentro de la bifurcacion triple cero y lo hacemos
utilizando los teoremas mostrados en preliminares o mediante la exploracion. La bifur-
cacon triple cero es actualmente un problema abierto y cabe aclarar que el analisis que
se realizo en este trabajo es parcial y todos los resultado que se obtuvieron fueron de
gran interés, dado que atn no hay mucha investigacion alrededor del tema y cualquier
aportacion resulta de gran importancia.

En resumen, lo que se muestra a continuaciéon son las regiones, en el espacio de parametros,
donde ocurren las bifurcaciones silla-nodo, Hopf, Takens-Bogdanov y cero-Hopf alrededor
de puntos de equilibrio, las cuales fueron encontradas utilizando resultados previos. Ade-
mas, se presenta mediante simulaciones, la existencia de 6rbitas que conectan dos puntos
de equilibrio, donde dichas 6rbitas no se rompen al perturbar el sistema, lo cual las vuelve

muy interesentes y abre camino a un nuevo problema que resultaria interesante investigar.

4.1. Bifurcaciones de codimension uno alrededor de pun-

tos de equilibrio

4.1.1. Bifurcaciones Estacionarias

Las bifurcaciones estacionarias fueron previamente estudiadas por Sotomayor (|9]) y
para esta secciéon utilizaremos el teorema 1 para ver si es posible que ocurra la bifurcaciéon

silla-nodo, transcritica o trinche.

26
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Consideremos el sistema

i = Y2
Y2 = Y3
Ys = &1+ Eaup + E3Ys + YT + Qayiye + azyiys + uys, (4.1)

con a1 # 0, que es la deformacion versal de la triple cero y comencemos buscando sus

puntos de equilibrio haciendo 4; = 9o = y3 = 0, asi

y2:O7
3/3:07

sl—l—alyf = 0.

Entonces,
si e1a; > 0 no tenemos puntos de equilibrio,
si e1a; = 0 tenemos un punto de equilibrio que es el origen F,

si 17 < 0 tenemos dos puntos de equilibrio los cuales son

Plz(,/—g—l,o,o) v sz(ﬂ/—g—l,o,o).
ap aq

Comenzaremos analizando el caso donde €101 < 0, para ello veamos bajo que condiciones
P, y P, tienen asociados un valor propio cero y otros dos con parte real distinta de cero.

Para hacer lo anterior cambiaremos la notacion, reescribiendo el sistema (4.1) como

y="F(y,e),
asi la Jacobiana evaluada en (P ,€) es

0 1 0
DF(PLQ,g) = 0 0 1

:|:2041 —2—11 82:&&21/—2—11 53:‘:&31/—2—11

que tiene como polinomio caracteristico a

P\ = A= (53j:043 /_i) A2 — (62:&052 /_i) A\ — <:l:2al /_i) 7
aq (03] (a7
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por lo tanto, si queremos tener un valor propio igual a cero, se debe de cumplir la siguiente

201, /- L =0
aq

y dado que ay y €1 son distintos de cero, no se cumple la igualdad anterior, entonces si

igualdad

11 < 0 no ocurren bifurcaciones estacionarias.
Ahora analizaremos el caso donde €; = 0. Comenzaremos calculando los valores propios,

evaluando en la jacobiana del sistema el punto de equilibrio F,

donde €% = (0, &9, €3). Asi pués, el polinomio caracteristico es
P()\) = —)\(>\2 — 63)\ — 82).

Es facil ver que si tenemos un valor propio igual a cero. Ahora hay que analizar para
que valores de €5 y 3 se obtienen dos valores propios con parte real distinta de cero que
andamos buscando.

Como tenemos una ecuacion cuadratica usaremos la formula general para saber la forma
de los valores propios, entonces:

g3 £ /&3 + ey

A= 5

de lo anterior tenemos que: Si €3 = 0 entonces €5 > 0 para lograr tener dos valores propios
distintos de cero. Si e3 # 0 entonces €5 # 0 para poder tener dos valores propios con parte
real distinta de cero, dado que si €5 = 0 tendriamos otro valor propio cero y no es lo que
andamos buscando.

Entonces, para tener dos valores propios con parte real distinta de cero se tiene que cumplir

e3 =01y g9 >0,

£3 7é 0 Yy &9 75 0. (42)



4.1. Bifurcaciones de codimensién uno alrededor de puntos de equilibrio 59

Calcularemos ahora el vector propio derecho vy e izquierdo wq asociados al valor propio

cero, para considerar las otras condiciones del teorema 1.

1 —&9
Vo = 0], wo= —E&3
0 1

entonces, el teorema 1 tiene también como condicién para que ocurra una bifurcacion

silla-nodo los siguientes criterios:

w(:JFFE(?J():gO) #0

(wg @ D*F(y°,€°))(vo, vo) # 0.

Y calculando lo anterior tenemos

00 0
wy Fe(y’,€%) = (—53 —&3 1) 000 :(1 0 0)#0 (4.3)
10 0
200 9 (3 1

(wi ® D*F(3°, %)) (vo,v0) = (1 0 O> as 2a4 0 0 =2 #0 (44)
as 0 0 0

Por lo tanto concluimos que si se cumplen las condiciones (4.2),(4.3) y (4.4) el sistema va
a sufrir una bifurcacién silla-nodo. En la Figura 4.1 se muestra la grafica donde aparecen
las regiones, en el espacio de parametros, donde ocurre la bifurcacion silla-nodo, donde
la linea punteada indica la region donde no ocurre la bifurcacion y el color gris indica la

region donde si ocurre la bifurcacion.
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€3
A

&2

€1

Figura 4.1: Puntos en el espacio de pardmetros donde ocurre la bifurcacion silla-nodo.

Las bifurcaciones transcriticas y trinche no pueden ocurrir dado que (4.3).

4.1.2. Bifurcacién de Hopf

Para analizar cuando ocurre la bifurcaciéon de Hopf, primeramente encontraremos los
puntos de equilibrio que cumplen con las condiciones de no-hiperbolicidad, es decir, aque-
llos que tienen un par de valores propios imaginarios (que denotaremos por +iwg) y un
valor propio distinto de cero (que denotaremos como Ag).

Los puntos de equilibrio del sistema (4.1) con aje; < 0 son:

Plz(“—i,(),O) y P2:<_\/_€_17070)'
anq €3]

Primero analizamos el punto P, el cual evaluado en la Jacobiana del sistema (4.1) resulta

ser
0 1 0

DF(Py,¢) = 0

0 1
[ &1 _&a _ &1
20&1 o Eg + Qg o €3+ Q3 o

que tiene como polinomio caracteristico a
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por lo tanto, para tener dos valores propios imaginarios y uno real se deben satisfacer las

siguientes condiciones (ver Apéndice A)

- _
[ € €
(063 S + 53) (2061 ——1> > 0,
aq (03]
[ €
— (042 =L + 52) > 0,
(€3]
asi pues, para que ocurra la bifurcacion de Hopf se deben de cumplir las siguientes res-
[ € [ € €
(@3 ——1 + 53) (Oég ——1 + 52) + 2061 ——1 =0 (45)
o Qq ai

(0531 / —% + 63) (20[1 —Z—l) > 0, (46)
1 1
Oé21/—2—1—|—€2 < 0, (47)
1

ademaés, si sabemos que el polinomio caracteristico es de la forma

tricciones:

P(A) = (A + wp)(A = o)

entonces \g = €3 + a3 —2—11 y wg = — (52 + ag\/—i(i—ll) Ademés,

si g1 < 0 entonces «; > 0y por (4.6) tenemos que A\g > 0,

si 1 > 0 entonces a; < 0y por (4.6) tenemos que A\g < 0.

Es decir, si ¢ < 0 el sistema (4.1) tiene localmente una variedad inestable en P; y si
g1 > 0 el sistema (4.1) tiene localmente una variedad estable en P;.

Ahora calcularemos la velocidad de cruce de los valores propios utilizando la expresion

dada en el Lema 1 la cual es
1
d= 5((101 e S)vg + (we © S)vy) (4.8)

donde v; y vy son la parte real e imaginaria (respectivamente) del vector propio asociado
al valor propio imaginario, mientras que w; yws son la parte real e imaginaria (respec-
tivamente) del vector propio asociados al valor propio imaginario, y S = (S}, S, 53)7

con

S; = Fiey(P1,e) — (DF(Py,e)) ' F.(Py, )T D*Fy( Py €).
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Por lo tanto, haciendo los célculos pertinentes y tomando en cuenta que
—4oe + wg >0
dado que aye; < 0y w2 > 0 tenemos que los vectores propios vy, v y v son
’UJ4
_ﬁ O _4(11061
0 w2
(0]
w= 0 |, w=|-m]s w= | T (4.9)
1 0 1

sea P = (vl vT vl la matriz de cambio de base, entonces calculando P~! obtenemos

€1, 5 €1, 3
_2a1 —a—ll H w _2a1 —0711 S
4a1sl—w8 0 4a151—w8
Pl=| __daewg g wf |
—4a151+w8 —4a151+w8
done1w? 0 4daeq
wg—4a161 w8—4a161
como P~! = (wy, ws, w3) tenemos que
e, 5
_2041 “a Wo _ 4a1£1w(2) 4a151w(2)
4a161—w8 —4a151+wg w8—4o¢151
wr = —Wo ) Wy = 0 ) w3 = 0 )
2001 —%wg wl _ 4aneq
— 4(1151—108 —4a151+w8 wg—4a181
y dado que
Fl (yu 5) Yo
Fly,e) = | Faly,e) | = Y3
2 2
Fs(y,¢€) €1+ E2¥2 + €3Y3 + Qu Yy + Qa1 + A3Y1Y3 + Y3,

por lo tanto, calculando los valores de S, So vy S3 obtenemos

S, =0
Sy =0
_ _&a _ a2 _ a3
ai 2a1\/—2—11 2001 —2—11
Ss = 0 1 0

0 0 1

(4.10)

(4.11)
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Entonces sustituyendo (4.9), (4.10) y (4.11) en (4.8) tenemos

2 €1, 4 2
2ae1wi+ —a—lwo(—2a1+a3w0)

251(—404181-}—11}8)

d — \/705151103

4oie1 7w8

1,6
2Wo
—4aieq +w8

Entonces llegamos a que el vector velocidad de cruce d es diferente al vector nulo dado
que la segunda y tercera entrada de dicho vector son distintas de cero dado que wg > 0,
are; < 0y —dage; +w§ > 0.

Concluimos entonces que para € = (£1,€9,€3) que se encuentren en la superficie (4.5)
y que cumplan con las condiciones (4.6), (4.7) con aje; < 0 ocurre una bifurcacion de
Hopf en el punto P;. En la figura 4.2 se muestra la superficie de los parametros donde
ocurre la bifurcacion de Hopf para a; = as = a3 = 1y a4 = 0 donde el eje X es el que
corresponde al pardmetro €1, el eje Y es el que corresponde al parametro g5 y el eje Z es

el que corresponde al parametro £3.

Figura 4.2: Puntos en el espacio de parametros donde ocurre la bifurcacion de Hopf en el

punto P;.

Calculando el primer coeficiente de Lyapunov utilizando la formula que se obtuvo en la

tésis de Castillo (ver |8]) en los puntos de € donde ocurre la bifurcacion de Hopf resulta
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ser

1
2w (N2 4 w2)2 (A3 + 4 owd) (
+2w5 (=603 A (N + 6wy) — azau(3Ng + 11N wg + 8wyg) + a3 (TAg + 45\ qw + 8wy))

L = 403 (6 + 2903w + Swy) + wg (azAg(Ag + wP)
o (204 (35 + 14X3ws + 2wy) — az(5Ag + 33Nqwi + 10wy)))
Fay (i (6A) 4 32X3w3 + 8Xowy) + 2w (204 (A + INZws + 8wy)
—as(19X) + 103X\Jwg + 24wy)))) -

Para valores de oy = as = a3 =1y ay = 0 y tomando en cuenta que €3 esta fijo una vez

que se toman £1 y €9, en la Figura 4.3 se muestran las regiones en el plano £, vs €5 donde

el primer coeficiente de Lyapunov es positiva o negativa.

AT T T T T ™

Figura 4.3: Regiones en el plano €; vs 5 del primer coeficiente de Lyapunov en el punto

P.

Una vez calculados el vector velocidad de cruce y el primer coeficiente de Lyapunov, a
continuaciéon se muestra que para €; = —5H, €9 = —2,9 y 3 = 2,940422577922921 se
tiene una oOrbita periodica inestable dado que el coeficiente de Lyapunov en este punto es

positivo (ver Figura 4.3) y su vector velocidad de cruce

0,0240913
d= [ —-0,0886113
0,0131265
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es diferente de cero en todas las componentes. Para encontrar la érbita periédica, se toma
una solucién muy cerca de P; y se retrocede en el tiempo, obteniendo como resultado la

orbita periodica inestable (ver Figura 4.4).

Figura 4.4: Orbita periédica cerca del punto P, para valores de e, = —5, 69 = —29 y

g3 = 2,940422577922921.

Analogamente haremos el analisis para el punto P;, el cual evaluado en la jacobiana del

sistema (4.1) se obtiene que

0 1 0
DF(Py,¢) = 0

0
— & — & — —&a
20 o €9 (0% o €3 (0%} o

que tiene como polinomio caracteristico a

P(A) =X+ ) (0‘3« [- 53) + A <a2, - zsz)+20q1 [_fL
a1 o7 o

por lo tanto, para tener dos valores propios imaginarios y uno real se deben satisfacer las
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siguientes condiciones (ver Apéndice A)

&1
Qo | —— —e9 > 0,
aq

asi pues, para que ocurra la bifurcaciéon de Hopf se deben de cumplir las siguientes res-

(043 —Z—l — 83) (Oéz —Z—l - 52) = 2o _% (4~12)
V 1 V 1 1
(043 —6—1 — 83) (2&1 —i) > 0, (413)
\/ o aq
€1
Qo T g9 > 0, (4.14)
1

ademaés, si sabemos que el polinomio caracteristico es de la forma

tricciones:

P(A\) = (A* 4+ wp)(A — No)

entonces Ao = €3 — ag,/— 2t ¥ wE = —eg+ — . Ademas,

si 1 < 0 entonces a; > 0y por (4.13) tenemos que A\g < 0,

si 1 > 0 entonces a; < 0y por (4.13) tenemos que A\g > 0.

Es decir, si g; < 0 el sistema (4.1) tiene localmente una variedad estable en P; y si ey > 0
el sistema (4.1) tiene localmente una variedad inestable en P.

Ahora calcularemos la velocidad de cruce de los valores propios utilizando la expresion

dada en el Lema 1 la cual es
1
d= 5((101 e S)ug + (we @ S)vy)

donde v; y vy son la parte real e imaginaria (respectivamente) del vector propio asociado
al valor propio imaginario, mientras que w; yws son la parte real e imaginaria (respec-
tivamente) del vector propio asociados al valor propio imaginario, y S = (S}, S, 53)7
con

S; = Fiey(Pa,€) — (DF(Py,2)) ' F.(Py, )T D*Fy( Py, €).
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Por lo tanto, haciendo los célculos pertinentes y tomando en cuenta que 4aie; — w§ < 0

dado que aje; < 0y w2 > 0 tenemos que los vectores propios vy, va y vz son:

1 _
_,w_% O 4o e
2
Wo
v = 0 , Vg = _wLo s Vg = —2a1 £ (415)
ay
1 0 1

sea P = (vl o] vl) la matriz de cambio de base, entonces calculando P~! obtenemos

_E1.,.,5
201 ale " 2a1\/751a1w8
40415171118 0 4a1517w8
P—l — 40415111)2Q 0 w8
] )
—4aeq +w8 —4ae1 +wg
2
dareiwg 0 daqer
w8 —4o 6_4
0 1€1 wq a1€1

como P~ = (wy, wsy, w3) tenemos que

200 727111”8 40415111)3 4a1€1w8
doner—w§ —daier+w wl—4daie1
wp = —wWy N Wy = 0 s W3 = 0 s (416)
201V —e1a1w] wg daje;
doner—wf —daier+w§ wl—4daie;
y dado que
F (y7 5) Y2
F(y,e) = | Fy(y,e) | = s
2 2
F3(y,¢) €1 + €2Y2 + €3Y3 + Yy + Qa¥1Y2 + Q3Y1Ys + Y3,

Sl == O
Sy =
— =1 a3
a1 2011\/*:;*11 2011 72—11

0 0 1
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Entonces sustituyendo (4.15), (4.16) y (4.17) en (4.8) tenemos

2 €1, 4 2
201 Wi+ ~a; Wo (201 —azwy)

251(—4a1£1+w8)

d — \/7a1€1wg

—4oe1 +w8

1,6
2Wo
—4oae1 +w8

Entonces llegamos a que el vector velocidad de cruce d es diferente al vector nulo dado
que la segunda y tercera entrada de dicho vector son distintas de cero dado que wg > 0,
are; < 0y —dage; +w§ > 0.

Concluimos entonces que para € = (€1, €9,£3) que se encuentren en la superficie (4.12) y
que cumplan con las condiciones (4.13), (4.14) con aje; < 0 ocurre una bifurcacion de
Hopf en el punto P,. En la figura 4.5 se muestra la superficie de los parametros donde
ocurre la bifurcacion de Hopf para oy = as = a3 = 1y ag = 0 donde el eje X es el que
corresponde al pardmetro €1, el eje Y es el que corresponde al parametro g5 y el eje Z es

el que corresponde al parametro £3.

Figura 4.5: Puntos en el espacio de parametros donde ocurre la bifurcacion de Hopf en el

punto s,

Calculando el primer coeficiente de Lyapunov utilizando la formula que se obtuvo en la

tésis de Castillo (ver [8]) en los puntos de € donde ocurre la bifurcacion de Hopf obtenemos
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que es

1
203 (A2 + w3)2 (A3 + d\ow?) (
+2wE (—6a2NE (NS + 6w?) — azau (BAE + 11IN2wE + Swgd) + a3 (TAg + 4502w3 + Swy))

i = 402(6Ag + 29N2w2 + 8wp) + wi (a2 2(A2 4 w?)

Mo (204 (B3N8 + 14N2w2 + 2wg) — as(5AE + 33M\2w? + 10wp)))
+a (g (6] + 32M3wg + 8Agwp) + 2w (204 (A + INwi + Swy)
—a3(19Ag + 103\ 3wy + 24wy)))) -
Para valores de a; = as = a3 =1y ay = 0 y tomando en cuenta que €3 esta fijo una vez

que se toman £1 y €9, en la Figura 4.6 se muestran las regiones en el plano £, vs €5 donde

el primer coeficiente de Lyapunov es positiva o negativa.

. T ™

Figura 4.6: Regiones en el plano €; vs €5 del primer coeficiente de Lyapunov en el punto

Ps.

Si graficamos las superficies donde ocurre la bifurcacion de Hopf de P, y de P, observamos
que se intersectan (ver figura 4.7). Es decir, hay una curva en el espacio de parametros
donde en P; y P, ocurre, al mismo tiempo, bifurcaciones de Hopf y se pueden encontrar

dindmicas interesantes.
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Figura 4.7: Puntos en el espacio de pardmetros donde ocurre la bifurcacion de Hopf en el

punto bs.

También podemos observar en la figura (4.8) que el diagrama de bifurcacion resulta ser
el siguiente.

Y1 n

a; >0 a; <0

&1 €1

Sl

Figura 4.8: Diagrama de bifurcacion.

4.2. Bifurcaciones de codimensiéon dos en puntos de equi-
librio
4.2.1. Bifurcaciéon de Takens-Bogdanov

Iniciamos buscando los valores de ey, g2 v €3 de la deformacion versal (4.1) donde

ocurre una bifurcaciéon Takens-Bogdanov.
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De analisis anteriores tenemos que los siguientes puntos de equilibrio:
si £1 = 0 tenemos como punto de equilibrio al origen (P, = (0,0,0)),

si ey < 0 tenemos dos puntos de equilibrio los cuales son

Plz(ﬂ/—i,o,O) y Pzz(—,/—g—l,o,O)
(6%} aq

Comenzaremos analizando el caso donde 17 < 0, veamos que puntos de equilibrio sa-
tisfacen las condiciones de no-hiperbolicidad del Teorema de Takens-Bogdanov, dichas
condiciones son que los puntos de equilibrio deben tener dos valores propios cero y uno

distinto de cero. Evaluando a Py y P, en la parte lineal de (4.1) obtenemos

0 1 0
DF(P172,€) = 0

0 1
:|:20411/—2—11 62:|:O./2 —2—11 83:|:a3 —2—11

que tiene como polinomio caracteristico a

P\ = A= (53 + a3 /_i) A2 — (82 + _i) A\ — <:t2a1 _i) ’
a1 V o \/ oy

por lo tanto, al querer tener un valor propio igual a cero, ocurre que tenemos que hacer
i2a1\/—>2—11 = 0 y es claro que no se puede dar la igualdad anterior dado que tanto oy
como €1 son distintos de cero. Por lo tanto, cuando tenemos el caso e;a; < 0 no hay
puntos de equilibrio donde ocurra una bifurcacion Takens-Bogdanov.

Ahora analizaremos el caso e; = 0. Determinemos si el punto de equilibrio que tenemos
(el origen), satisface las condiciones de no-hiperbolicidad del Teorema 7.

Entonces la parte lineal del sistema evaluada en F, es

01 0
DF(Ry,e%) =10 0 1
0 €9 E£3

donde €° = (0,9, €3). Asi pues, el polinomio caracteristico es
P()\) = —/\<)\2 — 83)\ — 82),

por lo tanto, si 5 = 0 entonces los valores propios son A2 = 0y A3 = €3 # 0. Con lo
anterior concluimos que en el punto de equilibrio F puede ocurrir una bifurcacién Takens-

Bogdanov siempre y cuando €; = €9 = 0. Analicemos si Py cumple con las condiciones
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de no-degeneracion del Teorema 7. Calculamos los vectores propios derechos (pi, pa, p3) €

izquierdos(q, q2, q3)

1

1 0 o
pr=10]|,p2= 11, VD= Ei
3

0 0 1

donde p; es el vector propio asociado a A\; = 0 con py vector propio generalizado y ps
vector propio asociado a A3 = 3. Calculando la matriz inversa formada por los vectores

propios derechos obtenemos que es

1
10 3
01 —2X
€3
00 1
de donde tenemos que
1 0 0
G=1| 0 ],¢@=]|1 ya=10|,
1 1
— -+ 1

con @y vector propio izquierdo de \; = 0, ¢; vector propio izquierdo generalizado y ¢

vector propio izquierdo de A3 = e3. Calcularemos también

O3x3
O3x3
D*F(y°,¢") = 200 o oy
ay 204 O

(0% 0 0

Con lo aterior podemos obtener la expresion de la condicion de no-degeneracion del Teo-

rema 7 a # 0 donde
1

o = Spi(@e D*F(y’.&')m
20(1 Qo (3 1
1 1
= —(1,0,0) [ 0:-03x3+1-03x53— —- | as 2a4 0 0
2 €3
Qs 0 0 0
aq

€3
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Entonces se cumple la condicion de no-degeneracion para la familia de puntos de equili-
brio. Por tltimo, analicemos la condicién de transversalidad, es decir, que d; y ds sean

linealmente independientes, donde

di = FI'(y°,), (4.18)
dy = (q1 0 Fey(y°,€))p1 4 (AoFe(y°,£°) (g1 @ D*F(3°,€°))p1
+(g2 @ Fry(4°,€°))pa + (Ao F-(y",€°))" (g2 @ D*F(y°,€°))po

b
+o (@2 Foy(3°,€°))p1 + (AoFe (4", €%)) " (g2 @ D*F(y°, %)) 1

2a
—(p1 (a1 ® D*F(y°,€"))p2 + 3 (2 ® D*F (3", €°))p2
b
—5 01 (220 D*F(y",e")po) FT (4", ") o (4.19)

_ 1.7
con Ay = P3=qs -

Como necesitamos F.(y", &%), F.,(y°, &%) y Ap los calculamos, obteniendo

033
000 033 00 i;
Fe(y’,e) =10 0 0, Fo(y”e) = | (00 0) |, 4=]00 &
1 00 010 00 &

00 1

y utilizando lo anterior tenemos que

AOFE(yO, €0> =

c(nn |’_‘ wmwl’_‘ wmr.ol’_'
o
o

Entonces, sustituyendo en (4.18) tenemos

0 01 0 —é
d=|ooofl|l1]|=]0 |=ne. (4.20)
0 00 —i 0
donde vy = —% y e1 = (1,0,0)T. Para calcular d, (4.19) lo que vamos a hacer es dividirlo

en tres partes. Sea

dy = doy + daz — da3 (4.21)
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con
dyy = (fh ° Fsy(y07 50))]01 + (AOFE(yO7 50))T(Q1 b D2F(Z/0> 80))]?1
+(q2 L4 Fay(y07 50))102 + (AOFE(yO> 50))T(q2 Ld D2F<y07 50))]727
b
dr = (@28 Foy(y",”))p1 + (AoFe(y",2") (2 « D F (5", "),
dos = (p1 (g1 0 D*F(y°,€°))p2 + 1y (g2 @ D*F(y°, %))y
b
—5.P1 (2 @ D*F(y","))pa)as Fo(y”, "),
Primeramente calcularemos
00 0) (1 5 % ) (200 ar a3) (1
1 1 3 3 3
doy = —— 1 ol(of—=0 0 o0 as 204 0 0
€3 €3
0 0 1 0 0O 0 0 ag 0 0 0
00 0) (0 5 &% L) (20 a asz) (0
1 1 3 3
— 10 1 0 11——10 0 ay 204 O 1
€3 €3
0 0 1 0 0O 0 0 as 0 0 0
. % % % 26(1 . O . é % g (67)
- _8_22;’ 0 0 0 (6%) - 5_3 1| — g 0 0 0 20[4
0O 0 O o3 0 0 0 0 0
wrgem) (o) (e
1 3 3 3 1 1 3 3
= -5 0 S S — 0
€3 €3 €3
0 0 0
201 2a a3 204
55 € 53 53
3 3 3 3
= 1 (4.22)
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Ahora,
00 0) (1 5 & =) (200 ay az) (1
2a I I
d22=—b—010 O)———10 0 O ay 204 0 0
E3 €3
0 01 0 0 0 0 Qa3 0 0 0
g2 o5 (2o
1 3 3
= —10 0 O Qi
€3
0O 0 0 o)
ERE S
1 3 3 3
= —— 0
€3
0
ERE R
3 3
= - 0 : (4.23)
0
Finalmente calculamos
20[1 9 Q3 0
1
daz = ——2(1 0 0) ay 204 0 1
€3
Qg 0 0 0
2061 Qo (3 0
1
- <0 1 O) (0] 20(4 0 1
€3
o) 0 0 0

2041 (0%} Q3 0 0 0 1 0
b 1

2a €3
as 0 0 0 000 —aig
1
[6%) 2044 bOég =
= =ty T 4.24
[ £2 &3 +2a53} 0 (4.24)
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Entonces, sustituyendo (4.22), (4.23) y (4.24) en (4.21) obtenemos

_ 200 _ 202 _ a3 _ 204 2001 s as _az 204 bao
sg 5% sg 5% sé + sg + s% sg 5% + 2a5§
d = — - 0 - 0
€3
0 0 0
b
200 2a4420q  a3t+2a4+200 a3+2a4+%a2
&3 €3 &3 3
= _ 1
€3
0
= e + V1€

az+204+La

donde vy = —29% — 2oatlon  oshdagtdap  TTTH P22 v o) = (0,1,0)T. Como vy # 0
83 63 83 83

entonces d; y do son linealmente independientes. Con lo anterior concluimos que para

cualquier valor de £3 # 0 se cumplen las condiciones de transversalidad de teorema de la

bifurcacion Takens-Bogdanov.

Entonces por el teorema de Takens-Bogdanov el sistema (4.1) es topologicamente equiva-

lente a la deformacion versal

21222

Zé = ﬁ1 + 5222 + &Z% + bzlzg,

donde B8, = (e —&%)Td,, y B2 = (¢ —£%)d,. Para el caso en que a = 1, b = 1 el diagrama de
bifuracion fue explorado por Guckenheimer (ver [9]) y es el que se muestra en la Figura

1.2,
Ba
SN

L/

:
SHom

B

Figura 4.9: Diagrama de bifurcacion hecho por Guckenheimer.
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donde Sy es la curva de bifurcacion silla-nodo y esta definida por los puntos

SN = {(617B2)’ﬁ1 = O7ﬁ2 7é 0}7

Sy es la curva de bifurcacion de Hopf y esta definida por lo puntos

Su = {(B1, B2)|p1 = —53; B2 > 0},

y finalmente Spg,,, es la curva de bifurcacion Homoclinica y esta definida por lo puntos

Sttom = {(B1, B)I1 = 5253 fr > 0.

Pero a nosotros lo que nos interesa es ver el diagrama en el espacio de parametros €1, 59 y
g3 para ello vamos a hacer uso de la transformacion 3; = (¢ — €%)7dy, y B2 = (¢ — &%) dy,
y observaremos en que se transforma cada curva de bifurcacion. Entonces, tomamos un

valor de €3 fijo que llamaremos &3 < 0 y asi

14
pr=(e— SO)le = (e1,€2,63—€3) | 0 | = 1ier
0
V2
Bo=(e— 50)Td2 = (e1,62,63 = &3) | 1y | = 1oe1 + 1162
0

Con lo anterior, llegamos a que las superficies de bifurcaciéon en el espacio de parametros

€1, €2 ¥ €3 quedan determinadas de la siguiente forma

Sy ={(e1,e2,e3)le1 =0, g2 # 0},

Su = {(e1,€2,83) |11 = —(1ae1 + 1162)%; (vee1 + 1182) > 0},

SHom = {(51,82,83)‘1/151 = —%(Vgﬁfl + 1/182)2; (V2€1 + 1/152) > O}

Con lo anterior podemos graficar cada una de las superficies en una vecindad del punto

g% y el diagrama que obtenemos nos lo muestra la Figura 4.3.
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€3
SN A

\

[EE—— ~ < —— <,

- -

n

Su

—~—
SHo \ )

|~ )/

Figura 4.10: Diagrama de bifurcacion: silla-nodo, homoclinicas y Hopf.

4.2.2. Bifurcacién cero-Hopf

Finalmente hacemos un analisis parcial de la bifurcacion cero-Hopf en el sistema (4.1).

De calculos anteriores tenemos los siguientes puntos de equilibrio

Py = (i, /—ﬁ,o,o).
a1

Si evaluamos en la parte lineal del sistema (4.1) vemos que su polinomio caracteristico es

el siguiente:

P(A) =\ =X (83 + ag i) + A (—52 + —ﬁ> _ (izoél /_8_1) ’
aq aq (03]

y si queremos un valor propio cero entonces tenemos que hacer que

201, /- L =0
aq

es decir, &1 = 0 dado que desde un principio (por hipotesis) tenemos que «; # 0. Por lo

tanto, con lo anterior el polinomio caracteristico nos queda de la siguiente manera
PN = XN =)\ — Ay
= AA? = de3 —&9).
Entonces, si €3 = 0y €2 < 0 tenemos dos valores propios imaginarios y uno igual a

cero. En la Figura (4.2.2) presentamos graficamente los puntos ¢ donde ocurren todas la

bifurcaciones analizadas hasta este punto.
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€3
SN A

T

cero— Hopf

—_— ~ o —— <,

- -

n
7

Su

—~—
SHo \ )

L’ )/

Figura 4.11: Espacio de parametros con superficies de bifurcacion.

4.3. Orbitas heteroclinicas

Mediante evidencia numérica, en esta seccidon mostramos la existencia de érbitas he-
teroclinicas que ocurren en la bifurcaciéon triple cero.

Primeramente, se eligen valores en el espacio de parametros €1, €5 y €3 de tal forma que

P = (,/—3,0,0)
(€3]

ocurra una bifurcacion de Hopf y ademds que tenga una variedad inestable. Segundo,

en el punto

calculamos el espectro de P, para asegurarnos que sea un atractor. Después tomamos so-
luciones equidistantes que inician alrededor de P, formando un circulo y sobre la cuenca
de atraccion de P, y dejamos correr el tiempo para observar la evolucion de las solucio-
ne, obteniendo como resultado flujos tubulares que conectan los dos puntos de equilibrio.
Finalmente, disminuimos la dimension del radio del circulo, obteniendo con esto, flujos
tubulares dentro de los flujos anteriores y mostramos asi la existencia de 6rbitas heterocli-
nicas. Antes de mostrar las simulaciones, en la seccion 4.2.1 se obtiene la variedad central

de P; utilizando el lema 2 demostrado en el capitulo uno.
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4.3.1. Calculo de la variedad central

Del teorema de la bifurcaciéon triple cero tenemos la deformacién versal con la que

trabajamos es

Y = Yo
Yo = Y3
U3 = &1+ eaya + 3y + 1yl + iy + azyiYz + ays (4.25)

la cual se puede reescribir como

y=F(ye) (4.26)
donde y = (y1,y2,y3)T ¥y
Y2
Fly,e) = Y3

E1+ 2y + E3Y3 + a1yt + Qayiye + asyiys + uys
Cuando estudiamos la bifurcacién de Hopf, obtuvimos dos puntos de equilibrio donde

podemos calcular una variedad central local para cada uno. Uno de ellos es

Plz( _ia070)7
V aq

por tal motivo es posible calcular su variedad central. Para obtener la expresion de dicha
variedad, primeramente hacemos un cambio de coordenadas para poner a la parte lineal
del sistema en bloques de Jordan y asi poder utilizar el Teorema de la Variedad Central.
Entonces sea

Z:P71<y—P1)

donde P = (Vo Us) con Vo = (vg vy1) formado por el conjunto de vectores propios
asociados al valor propio imaginario de DF(Py,¢), mientras que vz es el vector propio
asociado al valor propio real )\g. Por tal motivo, P~ = (WOT w3>T donde Wy = (wy wy)T
es el conjunto de vectores izquierdos(generalizados) asociados al valor propio imaginario

de DF (P, ¢), mientras que ws es el vector propio asociado al valor propio que es real Ag.

Sea 2; € R?, 2o € Ry 2 = (21, 20)” entonces el cambio de coordenadas es

zZ1 Wo(y - Pl)
2 wy (y — Py)
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el cual derivamos y llegamos a que el sistema (4.25) se transforma en

1
21 = J021 + §WOD2F(P17€)(%21, ‘/E)Zl) + WoDZF(Pl, 6)(%21, UgZQ)

1
+§D2F<P1, 8) (’0322, ngg)

1
2y = Aoz + §w§D2F(P1, e)(Vozr, Voz1) +wi D*F(Py, ) (Voz1, v32)

1
+§D2F<P178)(/U3227 U322)

con
0 —Wo
Jo =
Wo 0
Como solo usaremos los cuadraticos en z; de la segunda ecuacion, reescribiremos el sistema

anterior como sigue:

2 o= Joz1+ f(z1,22)

22 = )\021 -+ GQ(Zl) + 9(21, 22)

donde f(z1, 22) son todos los cuadraticos de la primera ecuacion, g(z1, z2) los términos no

lineales y

1
G2(21) = §w§D2F(P1,€)(Vbz1, VOZ1)

Con lo anterior lo que logramos fue poner al sistema en bloques de tal manera que uno
de los bloques contiene los valores propios imaginarios. Ahora si, utilizando el teorema de
la variedad central tenemos que existe una variedad central W€ truncada hasta orden 2

la cual esta formada por los puntos
We = {(2’1,2’2) € RQ X R‘ 29 = h(Zl)} ,

donde, utilizando el Lema 2 conocemos especificamente la forma de la funcion h(z;), la

cual se muestra a continuacion

1
hQ(Z]_) —m(()\g + 2U)(2))G2(Zl) —+ )\0DG21(21)JH21 + 2G2(JHZ]_))
N+ 2w 1

= —GQ(Zl) —

_ DGo(21)]
N+ 4w 2(21) T2 +

2Go(Jpz1)).

A2+ 4wd A3+ 4w g
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Entonces la expresion de la variedad central truncada hasta orden dos esta dada por la
siguiente ecuacion

2z =h(z) =2 Hz

con
_2w(2] (2a1+a2Xo +oz4)\(2)—2043w(2)+2a4w(2)) —2a1wo—a2 owo+2(as +a4)wg
H— Ao (A§+wg) (Ag+4wg) (A3 +wp) (A§+4wg)
—201 wo—a2 Agwo +2(o¢3+a4)w8 —2a ()\(2)+2w3)+2w(2) (a2Xo +043)\(2)+2a3w3 —2044111(2))
(A5 +wg) (Ag+4wg) N H5ATwZ AN wd

Sustituyendo el valor de 2 = Wy(y — P1) y 22 = wi (y — P;) llegamos a que la variedad

central en términos del campo original es

wy (y — Pr1) — (Wo(y — P1))" HWy(y — P1) = 0.

4.3.2. Simulaciones

Para las simulaciones, se toman valores de €1, €5 y £3 de tal forma que en el punto P,
ocurre la bifurcacion de Hopf y el otro punto P; es atractor, basandonos en la figura 4.6.
La simulacién que se muestra, tiene valores de ¢; = —0,29, e = —3 y 3 = —0.100962
donde los puntos de equilibrio son P, = (0.538516,0,0) y P, = (—0.538516, 0, 0). Elegimos
condiciones iniciales en la cuenca de atraccion de P, y alrededor del punto P, formando un
circulo de radio r = 0,02 (ver construccion del circulo en Apéndice B), después observamos
la trayectoria de las condiciones iniciales y se obtiene un flujo tubular que conecta a los 2
puntos P y Ps.

Posteriormente, se toman nuevamente condiciones iniciales en la cuenca de atraccion de P,
y alrededor del punto P, formando un circulo pero ahora el radio es r = 0.002 y también
observamos que sus trayectorias forman un flujo tubular que conectan los 2 puntos P; y
Ps, ademas el flujo tubular de radio » = 0.02 envuelve al flujo tubular de radio » = 0.002,
ver Figura 4.12, lo cual nos evidencia la existencia de una 6rbita heteroclinica, dado que
entre mas pequeno hagamos el radio del circulo, los flujos tubulares que se forman van

estando dentro de los otros flujos tubulares.
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0.0%

0.00

-0.0%

—0.5

Figura 4.12: Pardmetros ¢; = —0.29, e¢5 = —3, €3 = —0.100962 y con radios r = 0.02 y

r = 0.002



Capitulo 5

El péndulo inercial

Un sistema mecanico simple, como el péndulo, son frecuentemente ejemplos en el diseno
de controles estabilizantes para sistemas no lineales. Uno de estos aparatos es el péndulo
inercial, que consiste en un péndulo simple con un disco rotatorio en el final, como se ve
en la figura 5.1.

Este problema estudiado por Alonso, Paolini y Miola (ver [2]) consiste en controlar un

disco

banda de caucho

motor

Figura 5.1: Péndulo simple con disco rotatorio

péndulo sobre un carro en la posicion vertical, mediante la aplicacién de una fuerza de
retraso en el control horizontal. Para resolverlo se usa la ecuacién de movimiento del pén-
dulo inercial, la cual se obtiene con el formalismo de Euler-Lagrange considerando como
cordenadas generalizadas las posiciones angulares del péndulo (0;) y el disco (6s), con
respecto a la linea vertical y el brazo, respectivamente. La Lagrangiana que se utiliza es

L= Elleqef + 5[2(91 + 92)2 — Mg(l + COS(el))

con l1eg = mic® + moLl? + I, M = (myc + maL) donde my, I; y ma, I son las masas y
el momento de inercia de el braso y el disco, respectivamente; L y ¢ son las distancias de

84



5.1. Analisis de bifurcacién 85

el punto de giro al eje del disco y del centro de masa al brazo, respectivamente; y g es la
aceleracion de la gravedad.
Un modelo simplificado pero preciso de la torsion aplicado a un DC-motor para el disco

es

NE N2krkp
T = T‘/’i - 4 F027
R R
donde N es el motor de relaciéon de disco reduccion, R es la resistencia de la bobina del
rotor, kr es la constante de torsion, kr es la constante de back-emf, y V; es el control de
voltaje. La constante de tiempo electrico del motor se desprecia dado que generalmente
es mucho mas pequeno que la constante de tiempo mecanico.

Asi, la ecuacion de movimiento es dada por
(Iieq + I5)01 + L8, — Mgsin(6,) = 0
Lo, + Lo, = T
y como las ecuaciones de movimiento no dependen de la posiciéon del disco, un modelo
reducido del sistema puede ser obtenido definiendo las variables 71 = 61, 22 = 61 y 23 = 65,

y el control u = %, donde [ es un parametro positivo.

Tenemos el siguiente sistema en tres dimensiones
ho= Y
Y2 = pisinyy+ pays — psu
ys = —pisiny; —pa(1+ p)ys + ps(1+ p)u

donde
U = Upae tanh (ky siny; + koyo + k3yz + a1y + agys + asys + asks)

_ My _ NZ?krkp _ BNkt
con pp = Tieq’ D2 = TieqR p3 = TeqR

yp= % constantes positivas, v ki, ke v k3 los

parametros de bifurcacion.

5.1. Anadlisis de bifurcacion

Nuestro objetivo es demostrar que en el sistema anterior ocurre la bifurcacion triple

cero, utilizando el teorema de la bifurcacion triple cero.
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Para este problema vamos a pedir que el origen sea punto de equilibrio. Para lograr que
dicha condicién se cumpla entonces ks = 0. Después, calculamos la jacobiana del sistema

y la evaluamos en el origen y obtenemos

0 1 0
J = P1— k1p3umaac _k2p3umax D2 — k3p3umaz

- + klpS(l + p)umax k2p3(1 + p)umax _P2(1 + P) + k3P3(1 + p)umaz

calculamos ahora el polinomio caracteristico asociado a J,

P()‘) = _)‘3 + (_pQ — P2p — k2p3umax + k3p3umax + k3p3pumax))\2

+(p1 — klpSUmaw>)\ + P1p2p — k3p1p3pumar7

en el cual podemos observar que para tener un valor propio cero con multiplicidad 3, se

tienen que satisfacer las siguientes ecuaciones:

—P2 — P2p — k2p3umax + k3p3umax + k3p3pumaz =0
b1 — k1p3umaa: =0

P1p2p — ksp1pspimee = 0.
Asi pues, haciendo

P by = 0 y ey = b2
P3Umaz P3Umax

ky =

logramos satisfacer las ecuaciones anteriores, es decir, que nuestro punto de equilibrio

p1 0 p2 ,O).

DP3Umaz’ ) P3Umax

(yo = (0,0,0)) tiene como valor propo al cero con multiplicidad 3 en ky = (
Con esto tenemos que se cumple la condicion de no-hiperbolicidad de nuestro teorema.
Lo que sigue es ver si se satisface la condicién de no degeneracion. Para esto es necesario
calcular los valores propios izquierdos y derechos de la matriz J.

Haciendo los calculos pertinentes tenemos que los vectores propios derechos son:

0 L 0
p1ip
v=10]|, vea=1 0 |, vy = | L
p1p
1 0 0
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y los izquierdos:

0 p1p 0
wr=10], we=1| 0 [, w3 = | pip
1 0 0
con lo anterior y teniendo en cuenta que
O3x3
—2a1P3Unaz 0 0
0 —2a9P3Umax 0
D?*F (29, ko) = 0 0 —2a3p3Umaz
2a1 p3tmaz (1 + p) 0 0
0 2a9P3Umax (1 + p) 0
0 0 2a3p3Umaz (1 + p)

el coeficiente

1
=3 <w3, D? f (o, k’O)(Ul»Ul» —a3P1P3PUmaz 7 0

por lo tanto, también se cumple la condicion de no-degeneracion de nuestro teorema.

Por ultimo tenemos que calcular los vectores dy, dy y ds, los cuales son:

0
0
dl - 9
0
asp3(1 + p)tmas
—P3Umax
0
dg == )
0
4 2 _ 2
3a4p1p3p(a1 + ap 2a2p1p)umax
0
—P3Umax
dy — D3
0

4ay (b + ba)p1p3PUmaz)
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Y como todas las constantes que aparecen son positivas, tenemos que los vectores dy, ds
y d3 son linealmente independientes. Por lo tanto como se cumplen todas las condiciones

del teorema, tenemos que en el equilibrio ocurre la bifurcaciéon triple cero.



Conclusiones

Capitulo 6

Después de todo este trabajo, podemos puntualizar las siguientes conclusiones: En el ca-
pitulo uno, ademas de presentarse los preliminares, se obtuvo la solucién de la ecuacion

homologica, truncada hasta orden 2,
Bh(x) + Fy(x,h(x)) — Dh(z)(Az + Fi(z, h(z))) = 0.

donde es importante mencionar que se puede aplicar a un sistema n-dimensional, cuando
se quiera generalizar el teorema de la bifurcacion triple cero demostrado en este trabajo.
Ademas se presenta el teorema de Takens-Bogdanov con una deforaciéon versal que reduce

la condicion de no-degeneracion al calculo de un solo valor.

Para poder trabajar con el sistema no lineal, en el capitulo dos se encontré la forma
normal de la bifurcaciéon triple cero, observandose que se puede simplificar aun mas si
damos méas condiciones al sistema, pero como se busca generalizar estos resultados a
sistemas n-dimensionales, se trabajo con la forma normal que pide como tnica condicion

que el término cuadratico de la primera variable en la tercera ecuacion sea distinta de cero.

Una vez encontrada la forma normal de la bifurcacion triple cero, en el capitulo tres
se buscaron las condiciones que un sistema no lineal de tres dimensiones m-parametrizado
debe de satisfacer para que ocurra la bifurcacion triple cero, que fue la aportaciéon mas
importante de esta tesis; ademéas de obtener la deformacion versal que se uso a lo largo

de este trabajo.

Después de demostrarse el teorema de la bifurcacion triple cero, en el capitulo cuatro
se hace el analisis de bifurcacion, en el cual se presentaron las regiones en el espacio de
parametros donde ocurren las diferentes bifurcaciénes que se encuentran dentro de la triple
cero, como la silla-nodo, Hopf, Takens-Bogdanov y cero-Hopf. Aclarando que dicho analisis
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fue parcial debido a que el estudio completo es extenso y sigue siendo un problema abierto.

Finalmente en el capitulo cinco se estudio el problema del péndulo inercial, encontrando
que el sistema que modela el movimiento del péndulo presenta la bifurcaciéon triple cero

cuando se tiene al origen com punto de equilibrio.

Es importante mencionar que en este trabajo solo se estudiarion las bifurcaciones que
ocurren en los puntos de equilibrio, sin embargo, hay bifurcaciones que quedan pendientes

estudiar y pueden servir como proximos proyectos de investigacion.



Apéndice A

Lema 18 Sea
Psy(z) = 2* + Az* + Bx + C. (6.1)
S se satisface que
AB = C,
AC > 0,
B > 0, (6.2)

entonces el polinomio de tercer grado Ps(x) tiene dos valores propios imaginarios y uno

real.

Demostraciéon: Definimos x = Ay al valor propio real y ;9 = fw, al par de valores

propios imaginarios de P3(x). Entonces el polinomio (6.1) se puede expresar como
Py(z) = (x — Xo)(2® +w}) = 2° — X2 + wiX — \w? (6.3)

Igualando (6.1) y (6.3) tenemos que

De lo anterior de deduce que AB = C, AC' = —\o(—Xwi) = Nwi >0y B > 0. [ |
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Apéndice B

A continucaion se expondré la construccién de una circunferencia con centro en pg y radio
r sobre un plano P en R3.
Sea

P:{(z,y,2) € R* ax + by + cz = d},

un plano en R? y
Po = ('r()’yOuZO) S P

Primeramente, construiremos dos vectores anclados en pg, después los hacemos unitarios
y finalmente los utilizamos para obtener la expresiéon de la circunferencia de radio r.

Consideramos p; = (x1,y1, 21) # po sobre P, entonces se cumple que
a(zy — o) + b(y1 — yo) + (21 —20) =0 (6.4)
y sin perdida de generalidad, consideramos z; = zg, y; = 0 y sustituimos en (6.4)
a(xy — ) —byo = 0 < alxy — o) = byo
resolviendo para z; llegamos a la siguiente expresion
b
T1= 1 + o & a(xy — x0) = byo (6.5)

asi, nuestro primer punto es
b
p1= (Ey()aOvZO) (6.6)
Ahora sigue construir el segundo punto, sea py = (3,¥s2,22) en P de tal forma que los

vectores pop1 v pope sean ortogonales, es decir, que el producto punto entre ellos sea igual

a cero. Entonces

5 5 b
boP1 - Pop2 = (ayoa —Yo, 0) : (952 — Z0,Y2 — Yo, 22 — ZO)
b
= ayo(@ —x0) — Yo(y2 — %0) = 0. (6-7)
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Si x5 = 0, entonces de (6.7) tenemos que y; = yo — %xo. Ademés p, € P por lo tanto
axy +bys + czo = d,
de la ecuacién anterior tenemos que 2o = d — byy + %xo y asi encontramos que
b b
p2= 10,90 — o %o, d—byo + PR (6.8)

Como py € P entonces zo = 1(d — azy — byo), que si sustituimos en (6.6) llegamos a

b 1
P11 = (—ym 0, —(d — arg — byo))
a c

Sean v) = apob1 Y V2 = [rpPoba entonces
1 b 1
v = —— ( Yo, 0, = (d — axy — byo))
| pobr || c

1 b 1 b?
vy = = <_'I07 — =T, (1 - —) (d — byo) + <— + 2) 950) -
[pop2 || a c a  c

Con esto, cualquier punto en el plano puede expresarse como

p(a, B) = po + avy + By

con «, § € R. Ahora, los puntos que estan sobre la circunferencia con centro en pg y radio

r en P cumplen

Ip(ev, B) — poll ,

dicha norma la calcularemos basandonos en la figura (6.1)

Figura 6.1: Puntos en el plano P
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Utilizando el hecho de que los vectores son ortogonales, entonces utilizando el teorema
de Pitagoras nos queda

o + B2 =12 (6.9)

Asi que con a = rcosf y § = rsinf logramos satisfacer la ecuacion (6.9). Por lo tanto,

una representacion de la circunferencia de radio r sobre el plano P es

P(0) = po + r cos vy + rsin Ovs.



Apéndice C

Codigo en Wolfram Mathematica donde se muestra numericamente la existencia de 6rbitas

heteroclinicas.

filyl_, y2_, y3_, el_, e2_, e3_] = y2;

f20yl_, y2_, y3_, el_, e2_, e3_] y3;

f30yl_, y2_, y3_, el_, e2_, e3_] = el + e2 y2 + e3 y3 + al y172 + a2 y1 y2
+ a3 yl y3 + a4 y272;
flyl_, y2_, y3_, el_, e2_, e3_]1 = {f1lyl, y2, y3, el, e2, €3],

f2[y1, y2, y3, el, e2, €3], £3[yl, y2, y3, el, e2, e3l};

P1 = Sqrt[-el]l/Sqrt[all;

Df[y1_, y2_, y3_, el_, e2_,

e3_] = {{D[f1ly1, y2, y3, el, e2, e3], yil,

D[f1lyl, y2, y3, el, e2, e3], y21,

D[f1lyl, y2, y3, el, e2, e3], y31}, {D[f2[y1l, y2, y3, el, e2, €3],
y1l, D[f2[y1, y2, y3, el, e2, e3], y2I,

Dlf2[y1, y2, y3, el, e2, e3], y31}, {D[£f3[y1, y2, y3, el, e2, &3],
yil, DI[£3[y1, y2, y3, el, e2, e3], y21,

D[£f3[yl, y2, y3, el, e2, e3], y31}};

D2f1[yl_, y2_, y3_, el_, e2_,
e3_]1 = {{D[D[f1lyl, y2, y3, el, e2, 3], yil, yil,
DID[f1ly1l, y2, y3, el, e2, e3], yil, y21,
DID[f1ly1, y2, y3, el, e2, e3], yi1l, y31}, {DL[
D[f1l[yl, y2, y3, el, e2, 3], y21, yil,
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96

DID[f1ly1l, y2, y3, el, e2, e3], y21, y21,
DID[f1ly1, y2, y3, el, e2, e3], y21, y31}, {DL
D[f1lyl, y2, y3, el, e2, &3], y31, yil,
DID[f1ly1l, y2, y3, el, e2, e3], y3], y21,
DID[f1ly1l, y2, y3, el, e2, e3], y31, y31}};
D2f2[y1_, y2_, y3_, el_, e2_,
e3_]1 = {{D[D[f2[y1, y2, y3, el, e2, e3], yil, yil,
DID[f2[y1l, y2, y3, el, e2, e3], yil, y21,
DID[f2[y1, y2, y3, el, e2, e3], yil, y31}, {DL
D[f2[y1l, y2, y3, el, e2, &3], y21, yil,
DID[f2[y1l, y2, y3, el, e2, e3], y21, y21,
D[D[f2[y1l, y2, y3, el, e2, e3], y21, y31}, {D[
D[f2[y1, y2, y3, el, e2, 3], y31, yil,
D[D[f2[yl, y2, y3, el, e2, e3], y3], y21,
DID[f2[y1l, y2, y3, el, e2, e3], y31, y31}};
D2f3[yl_, y2_, y3_, el_, e2_,
e3_] = {{D[D[f3[y1, y2, y3, el, e2, e3], yil, yil,
DID[£3[yl, y2, y3, el, e2, e3], yil, y21,
D[D[£f3[y1l, y2, y3, el, e2, e3], yi1l, y31}, {D[
D[f3[yl, y2, y3, el, e2, 3], y21, yil,
D[D[£3[y1l, y2, y3, el, e2, e3], y21, y21,
DID[£3[yl, y2, y3, el, e2, e3], y21, y31}, {D[
D[£f3[yl, y2, y3, el, e2, e3], y31, yil,
DID[f3[y1, y2, y3, el, e2, 3], y31, y21,
DID[£3[yl, y2, y3, el, e2, e3], y31, y31}};

MatrixForm[Df[P1, 0, O, el, e2, e3]]

A = {{o, 1, 0}, {0, 0, 1}, {lambdal0 w0~2, -w0~2, lambdaOl}};



Apéndice C

Clear[vcl, vc2, vc3l
ve = {vcl, vc2, vc3};

A. vc - T w0 vc

{vc2 - I vcl w0, vec3 - I vc2 w0,

lambda0 vc3 - I ve3 w0 + lambdal vcl w0~2 - vc2 w0~2}

Solvel[{vc2 - I vcl w0 == 0, vc3 - I vc2 w0 == 0}, {vc2, vc3}]

{{vec2 -> I vcl w0, vc3 -> -vcl w0~2}}

vc3 = -vcl w0~2; ve2 =1 vecl wO; vel = 1;

vC

{1, I w0, -w0~2}

vl = {1, 0, -w0~2}; v2 = {0, w0, OF};

Clear[v3, v31, v32, v33]

v3 = {v31, v32, v33};

A.v3 - lambda0O v3

{-lambda0 v31 + v32, -lambda0 v32 + v33, lambdal0 v31 w0~2 - v32 w0~2}

Solve[{-lambda0 v31 + v32 == 0, -lambda0O v32 + v33 == 0}, {v32, v33}]

{{v32 -> lambda0 v31, v33 -> lambda0~2 v31}}

v33 = lambda0~2 v31; v32 = lambdaO v31; v31 = 1;

vl

v2
v3
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MatrixForm[P = {{0, 1, 1}, {w0, O, lambda0}, {0, -w0~2, lambda0~2}}]
MatrixForm[Simplify[Inverse[P]]]
MatrixForm[Simplify[Inverse[P].A. P]]
Wo = {{-((lambda0 w0)/(lambdal0~2 + w0~2)), 1/
w0, -(lambda0/(lambda0~2 w0 + w0~3))}, {lambda0~2/(
lambda0~2 + w0~2), 0, -(1/(lambda0~2 + w0~2))}};

w3 = {w0~2/(lambda0~2 + w0~2), 0, 1/(lambda0~2 + w0~2)};

vo = {{0, 1}, {wo0, 0}, {0, -w0~2}};

JH = {{0, -w0}, {w0, 03}};

z1 = {z11, z12};

G2 = (1/2) w3.{zl.Transpose[V0].D2f1[P1, 0, 0, el, e2, e3].V0.z1,

z1.Transpose[VO] .D2f2[P1, 0, 0, el, e2, e3].V0.z1,
z1.Transpose[V0] .D2£3[P1, 0, 0, el, e2, e3].V0.z1}

Glx_, y_1 = (
wO x (2a4 wOx+a2y)+y(@22wx+2aly-2a3w2y)/(
2 (lambda0~2 + w0~2));

DG[x_, y_1 = {D[G[x, yl, x], DIG[x, yl, yl}

G[JH.z1.{1, 0}, JH.z1.{0, 1}];

=
1

-((lambda0~2 + 2 w0~2) G[zl1l, z12] + lambda0 DG[z11l, z12].JH.z1l +
2 G[JH.z1.{1, 0}, JH.z1.{0, 1}])/(lambda0~3 + 4 w0~2 lambdaO);

o
1}

Simplify[(-2 al wO~2 - a2 lambda0 w0~2 - a4 lambda0~2 w0~2 +
2 a3 w0~4 - 2 a4 w0~4)/(
lambda0 (lambda0~2 + w0~2) (lambda0~"2 + 4 w0~2))];
b = Simplify[(-2 al lambda0 w0 - a2 lambda0~2 w0 +
2 a3 lambda0 w0~3 + 2 a4 lambda0 w0~3)/(
lambda0 (lambda0~2 + w0~2) (lambda0~2 + 4 w0~2))];
c = Simplify[(-al lambda0~2 - 2 al w0"2 + a2 lambda0 w0~2 +
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a3 lambda0~2 w0~2 + 2 a3 w0~4 - 2 a4 w0~4) /(
lambda0 (lambda0~2 + w0~2) (lambda0~2 + 4 w0~2))];
H={{2 a, b}, {b, 2 c}};
yp = {ypl - P1, yp2, yp3};
VarCen[ypl_, yp2_, yp3_] = w3.yp - yp.(Transpose[W0].H.WO).yp;
Planolypl_, yp2_, yp3_]1 = w0~2 (ypl - P1) + yp3;
al = a2 = a3 =1; a4 = 0;

lambda0 = e3 + a3 Sqrt[-el/all;

w0 = Sqrt[-e2 - a2 Sqrt[-el/all]l;

el = -.3;

e2 = -3.3;

e3 = -((2 al Sqrt[-el/al]l)/(a2 Sqrtl[-el/al] + e2)) - a3 Sqrtl-el/al]
P1

ContourPlot3D[

VarCenl[ypl, yp2, yp3] == 0, {ypl, -3, 3}, {yp2, -3, 3}, {yp3, -5,
5}1;
ContourPlot3D[
Planolypl, yp2, yp3] == 0, {ypi, -3, 3}, {yp2, -3, 3}, {yp3, -5, 5}1;
Show [%, %%l

Es[t_] = {P1, 0, O} + t v3;

pOEs = Es[-0.002];

p0 = {P1, 0.001, 0};

x0 = p0.{1, 0, 0};

yo = p0.{0, 1, 0};

z0 = p0.{0, 0, 1};

ap = D[Plano[ypl, yp2, yp3]l, ypll;
bp = D[Plano[ypl, yp2, yp3]l, yp2l;
cp = D[Plano[ypl, yp2, yp3l, yp3l;
dp = -Plano[0, 0, 0];
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popl = {(bp/ap) yO, -y0, 0};

pop2 = {-x0, -(bp/ap) x0, dp - bp yO + (bp~2/ap) x0 - z0};

vnl = (1/(Sqrt[((bp/ap) y0)~2 + (-y0)~2])) pOpl;

vn2 = (1/(Sqrt[(-x0)~2 + ((bp/ap) x0)~2 + (dp - bp yO + (bp~2/ap) x0 -
z0)~21)) pOp2;

r = .005;

Circulteta_] = pOEs + r Cos[tetal vnl + r Sin[tetal vn2;

cx[t_] = Circult].{1, 0, OF;
cylt_] = Circult].{0, 1, 0};
cz[t_] = Circult].{0, 0, 13};

ParametricPlot3D[Circul[teta] == 0, {teta, 0, 2. Pi}];
ContourPlot3D[
VarCenl[x, y, z] == 0, {x, 0, 1.05}, {y, -.3, .3}, {z, -.3, .3}];
Show [%, %%kl
Clear[w0, lambda0O, ap2, bp2, cp2, yps, ypsl, yps2, yps3, P2]
P2 = -P1;
ap2 = Simplify[(-2 al w0~2 - a2 lambda0 w0~2 - a4 lambda0~2 w0~2 +
2 a3 w0~4 - 2 a4 w0~4)/(
lambda0 (lambda0~2 + w0~2) (lambda0~2 + 4 w0~2))];
bp2 = Simplify[(-2 al lambda0 wO - a2 lambda0~2 w0 +
2 a3 lambda0 w0~3 + 2 a4 lambda0 w0~3)/(
lambda0 (lambda0~2 + w0~2) (lambda0~2 + 4 w0~2))];
cp2 = Simplify[(-al lambda0~2 - 2 al w0~2 + a2 lambda0 w0~2 +
a3 lambda0~2 w0"2 + 2 a3 w0~4 - 2 a4 w0~4) /(
lambda0 (lambda0~2 + w0~2) (lambda0~2 + 4 w0~2))];
H2 = {{2 ap2, bp2}, {bp2, 2 cp2}};
yps = {ypsl - P2, yps2, yps3};
VarCen2[ypsl_, yps2_, yps3_] = w3.yps - yps.(Transpose[WO0].H2.WO0) .yps;
lambda0 = e3 - a3 Sqrt[-el/all;
w0 = Sqrt[-e2 + a2 Sqrt[-el/alll;
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ContourPlot3D[
VarCen2[x, y, z] == 0, {x, -1, 0}, {y, -.2, .2}, {z, -.2, .2},
PlotRange -> All];
Show [%]
P10 = NDSolvel{x’[t] == y[t], y’[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + a1l x[t]~2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]~2, x[0] == cx[0], y[0] == cylo0],
z[0] == cz[0]}, {x, y, z}, {t, 0, 200}, MaxSteps -> Infinityl;
P11 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’>[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 yl[t] + e3 z[t] + al x[t]1~2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]1~2, x[0] == cx[2 Pi/20],
y[0] == cy[2 Pi/20], z[0] == cz[2 Pi/20]}, {x, y, z}, {t, 0, 200},
MaxSteps -> Infinity];
P12 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’>[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + a1l x[t]1~2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]1~2, x[0] == cx[4 Pi/20],
y[0] == cy[4 Pi/20]1, z[0] == cz[4 Pi/20]}, {x, y, z}, {t, 0, 2003},
MaxSteps -> Infinity];
P13 = NDSolvel{x’[t] == y[t], y’[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]"2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]l~2, x[0] == cx[6 Pi/20],
y[0] == cy[6 Pi/20], z[0] == cz[6 Pi/20]}, {x, y, z}, {t, 0, 200},
MaxSteps -> Infinity];
P14 = NDSolvel{x’[t] == y[t], y’[t] == z[t],
z’ [t] ==

el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]~2 + a2 x[t] y[t] +
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a3 x[t] z[t] + a4 y[t]l~2, x[0] == cx[8 Pi/20],
y[0] == cy[8 Pi/20]1, z[0] == cz[8 Pi/20]}, {x, y, z}, {t, 0, 2003},
MaxSteps -> Infinity];
P15 = NDSolvel{x’[t] == y[t], y’[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]"2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]l~2, x[0] == cx[10 Pi/20],
y[0] == cy[10 Pi/20], z[0] == cz[10 Pi/20]1}, {x, y, z}, {t, O,
200}, MaxSteps -> Infinity];
P16 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’>[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 yl[t] + e3 z[t] + al x[t]1~2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]1~2, x[0] == cx[12 Pi/20],
y[0] == cy[12 Pi/20]1, z[0] == cz[12 Pi/20]1}, {x, y, z}, {t, O,
200}, MaxSteps -> Infinity];
P17 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’>[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + a1l x[t]1~2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]l~2, x[0] == cx[14 Pi/20],
y[0] == cy[14 Pi/20], z[0] == cz[14 Pi/20]}, {x, y, z}, {t, O,
200}, MaxSteps -> Infinity];
P18 = NDSolvel{x’[t] == y[t], y’[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]"2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]1~2, x[0] == cx[16 Pi/20],
y[0] == cy[16 Pi/20], z[0] == cz[16 Pi/20]1}, {x, y, z}, {t, O,
200}, MaxSteps -> Infinity];
P19 = NDSolvel{x’[t] == y[t], y’[t] == z[t],
z’ [t] ==

el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]~2 + a2 x[t] y[t] +
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a3 x[t] z[t] + a4 y[t]l~2, x[0] ==
y[0] == cy[18 Pi/20]1, z[0] == cz[18
200}, MaxSteps -> Infinityl];
P110 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] ==
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]"2
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]l~2, x[0] ==
y[0] == cy[20 Pi/20], z[0] == cz[20
200}, MaxSteps -> Infinityl];
P111 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] ==
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + a1l x[t]"2
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]1~2, x[0] ==
y[0] == cy[22 Pi/20], z[0] == cz[22
200}, MaxSteps -> Infinity];
P112 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’>[t] ==
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + a1l x[t]"2
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]l~2, x[0] ==
y[0] == cy[24 Pi/20], z[0] == cz[24
200}, MaxSteps -> Infinity];
P113 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] ==
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]~2
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]l~2, x[0] ==
y[0] == cy[26 Pi/20], z[0] == cz[26
200}, MaxSteps -> Infinityl];
P114 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] ==
z’ [t] ==

el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]"2

cx[18 Pi/20],
Pi/20]}, {x, y, z}, {¢t,

z[t],

+ a2 x[t] y[t] +

cx[20 Pi/20],

Pi/201%}, {x, y, z}, {t,
z[t],

+ a2 x[t] y[t] +

cx[22 Pi/20],

Pi/201%}, {x, y, z}, {t,
z[t],

+ a2 x[t] y[t] +

cx[24 Pi/20],

Pi/201%}, {x, y, z}, {t,
z[t],

+ a2 x[t] y[t] +

cx[26 Pi/20],

Pi/201%}, {x, y, z}, {t,

z[t],

+ a2 x[t] y[t] +
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a3 x[t] z[t] + a4 y[t]1~2, x[0] == cx[28 Pi/20],
y[0] == cy[28 Pi/20], z[0] == cz[28 Pi/20]}, {x, y, z}, {t, O,
200}, MaxSteps -> Infinity];
P115 =NDSolvel[{x’[t] == y[t]l, y’[t] == z[t],
z’[t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]"2 + a2 x[t] y[t] + a3 x[t] z[t] +
a4 y[tl~2, x[0] == cx[30 Pi/20], y[0] == cy[30 Pi/20],
z[0] == cz[30 Pi/201}, {x, y, =z}, {t, 0, 200},
MaxSteps -> Infinity];
P116 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 yl[t] + e3 z[t] + al x[t]1~2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]1~2, x[0] == cx[32 Pi/20],
y[0] == cy[32 Pi/20], z[0] == cz[32 Pi/20]1}, {x, y, z}, {t, O,
200}, MaxSteps -> Infinity];
P117 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + a1l x[t]1~2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]l~2, x[0] == cx[34 Pi/20],
y[0] == cy[34 Pi/20], z[0] == cz[34 Pi/20]}, {x, y, z}, {t, O,
200}, MaxSteps -> Infinity];
P118 = NDSolve[{x’[t] == y[tl, y’[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]"2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]1~2, x[0] == cx[36 Pi/20],
y[0] == cy[36 Pi/20], z[0] == cz[36 Pi/20]}, {x, y, z}, {t, O,
200}, MaxSteps -> Infinity];
P119 = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] == z[t],z’[t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]"2 + a2 x[t] y[t] + a3 x[t] z[t] +
a4 y[tl~2, x[0] == cx[38 Pi/20], y[0] == cy[38 Pi/20],
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z[0] == cz[38 Pi/20]}, {x, y, z}, {t, 0, 200},
MaxSteps -> Infinity];
Plsol = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] == z[t],
z’ [t] ==
el + e2 y[t] + e3 z[t] + al x[t]1~2 + a2 x[t] y[t] +
a3 x[t] z[t] + a4 y[t]1~2, x[0] == 0.547, y[0] == 0,
z[0] == 0}, {x, y, z}, {t, 0, 200}, MaxSteps -> Infinityl;

ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t], y[t], z[t]l} /. P10], {t, O, 200},
PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];

ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t], y[tl, z[tl} /. P11], {t, O, 200},
PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];

Show[%, %%l ;

ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t], y[tl, z[tl} /. P12], {t, O, 200},
PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];

Show[%, %%l ;

ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t], y[t], z[t]l} /. P13], {t, 0, 200},
PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];

Show [%, %hl;

ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t], y[t], z[t]l} /. P14]1, {t, 0, 200},
PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];

Show [%, %hl;

ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t], y[t], z[t]l} /. P15], {t, O, 200},
PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];

Show [%, %hl;

ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t], y[tl, z[tl} /. P16], {t, O, 200},
PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];

Show[%, %hl;

ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t], y[tl, z[tl} /. P17], {t, O, 200},
PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];
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Show[%, %4l
ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t],
PlotPoints -> 10000, PlotRange
Show[%, %Al
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],
PlotPoints -> 10000, PlotRange
Show [%, %Al
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],
PlotPoints -> 10000, PlotRange
Show[%, %%l ;
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],
PlotPoints -> 10000, PlotRange
Show[%, %%l ;
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],
PlotPoints -> 10000, PlotRange
Show[%, %%l ;
ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t],
PlotPoints -> 10000, PlotRange
Show [%, %hl;
ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t],
PlotPoints -> 10000, PlotRange
Show[%, %4l
ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t],
PlotPoints -> 10000, PlotRange
Show[%, %Al
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],
PlotPoints -> 10000, PlotRange
Show[%, %kl
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],

PlotPoints -> 10000, PlotRange

yltl, z[t]l}
-> Al11];

y[t]l, z[t]}
-> Al11];

y[t]l, z[t]}
-> Al11];

y[t]l, z[t]}
-> Al11];

y[t]l, z[t]}
-> Al11];

y[tl, z[t]l}
-> Al1];

y[tl, z[t]l}
-> All];

y[tl, z[t]l}
-> Al11];

y[t]l, z[t]}
-> Al11];

y[t]l, z[t]}
-> Al11];

. P110],

. P111],

. P112],

. P113],

. P114],

. P115],

. P116],

. P117],

{t,

{t,

{t,

{t,

{t,

{t,

. p18], {t, 0, 200},

. P191, {t, 0, 200},

200},

200},

200},

2007},

2003},

2003},

200},

200},
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Show[%, %4l

ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t], y[t], z[t]} /. P118], {t, 0, 200},
PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];

Show[%, %Al

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t], y[t]l, z[tl} /. P119], {t, 0, 200},
PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];

Show [%, %Al

ParametricPlot3D[Evaluate [{x[t], y[t]l, z[t]l} /. Pisoll, {t, 0, 200},
PlotStyle -> {Black}, PlotPoints -> 10000, PlotRange -> All];

Show [%, %Al ;

ContourPlot3D[
VarCenl[x, y, z] == 0, {x, 0.5, 2}, {y, -.1, .1}, {z, -.1, .1},
PlotRange -> All];

Show[%, %%l
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