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Śımbolos y notación

N Conjunto de números naturales

N0 Conjunto de números naturales en unión con el cero

Z Conjunto de números enteros

Zn Conjunto de n-adas con entradas enteras

R Conjunto de números reales

C Conjunto de números complejos

Rn Espacio euclidiano n-dimensional

K Campo, puede ser R o C

dX Métrica en el espacio X

∥ · ∥X Norma en el espacio X

∥T∥X→Y Norma del operador T : X → Y

ℓp Espacio de sucesiones con norma p

ℓ∞ Espacio de sucesiones acotadas

c Espacio de sucesiones convergentes

c0 Espacio de sucesiones convergentes a cero

ℓpq Espacio de Morrey discreto

Lp Espacio de Lebesgue con norma p

Lp
loc Espacio de funciones localmente Lp

Lp,λ Espacio de Morrey

Mp
q Espacio de Morrey en la recta real

A \B Conjunto A menos el conjunto B

χA Función caracteŕıstica del conjunto A

⌊a⌋ El entero más grande menor o igual a a

⌈a⌉ El entero más pequeño mayor o igual a a

a≫ b a mucho mayor que b

a ∨ b La menor cota superior de a y b

a ∼ b a equivalente a b

RZ
d

Conjunto de funciones que van de Zd a R

Br(a) Bola de radio r y centro a

1





Introducción

En 1938, Charles B. Morrey introduce en [21] ciertos espacios de funciones con el

objeto de estudiar el comportamiento local de soluciones de ecuaciones diferenciales par-

ciales eĺıpticas de segundo orden. Posteriormente estos espacios fueron generalizados y

denominados espacios de Morrey.

Los espacios de Morrey se denotan por Lp,λ(Rn) donde 1 ≤ p < ∞ y λ ≥ −1
p
y se

definen como el conjunto de funciones f en Lp
loc(R

n) tales que

∥f∥Lp,λ(Rn) := sup
a∈Rn,r>0

[
1

|Br(a)|1+λp

∫
Br(a)

|f(x)|pdx
] 1

p

<∞.

De la definición se puede ver fácilmente que para ciertos valores de λ los espacios de

Morrey Lp,λ(Rn) coinciden con los espacios de Lebesgue Lp(Rn) con 1 ≤ p ≤ ∞ (ver

apéndice A, observación A.2), por lo que constituyen una generalización de los espacios

Lp(Rn). Por esta razón, a lo largo de los años se ha estudiado el comportamiento de algu-

nos operadores que inicialmente hab́ıan sido estudiados en Lp(Rn), pero ahora actuando

sobre los espacios de Morrey Lp,λ(Rn) (ver [1, 3, 22, 24, 25]).

Recordemos que los espacios de sucesiones ℓp son la versión discreta de los espacios de

Lebesgue Lp y que hay operadores en Lp que tienen análogos discretos en ℓp. De manera

similar los espacios de Morrey tienen una versión discreta, a saber, los espacios de Morrey

discretos (o a veces llamados espacios de sucesiones de Morrey), los cuales heredan algo

de teoŕıa de los espacios de Morrey clásicos, por ejemplo el acotamiento de versiones

discretas de algunos operadores en Lp,λ(Rn).

Los espacios de Morrey discretos fueron introducidos recientemente en 2018. Desde

entonces se han publicado diversos art́ıculos donde se desarrolla la teoŕıa sobre estos

espacios. Este trabajo tiene como principal objetivo recopilar, organizar y dar a conocer

parte de la teoŕıa que se ha desarrollado sobre los espacios de Morrey discretos.
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4 Introducción

En el caṕıtulo 1 veremos cómo se definen los espacios de Morrey discretos. Veremos

que son una generalización de los espacios ℓp y demostraremos algunas propiedades im-

portantes como la completitud con respecto a su norma y la inclusión entre dos espacios

de Morrey discretos al variar alguno de sus parámetros. También demostraremos que son

subespacios cerrados de los espacios de Morrey clásicos.

En el caṕıtulo 2 estudiaremos el comportamiento de algunos operadores actuando

sobre los espacios de Morrey discretos. Dos de ellos son: el operador maximal de Hardy-

Littlewood y los potenciales de Riesz, los cuales son ejemplos de operadores que primero

fueron estudiados en los espacios de Lebesgue Lp y que posteriormente fueron estudiados

en Lp,λ(Rn) [1, 3].

En el caṕıtulo 3 definiremos tres constantes geométricas que nos darán información

sobre los espacios de Morrey discretos. La primera será la constante de Von Neumann-

Jordan que nos dirá si un espacio es espacio de Hilbert y en caso de no serlo, nos mide

qué tan cerca está de ser uno. La segunda será la constante de James la cual nos dirá si

un espacio es reflexivo, es decir, si es isométrico a su doble dual bajo el mapeo natural. Y

la tercera será la constante de Dunkl-Williams la cual nos da la misma información que

las otras dos.

Por último, en el caṕıtulo 4 veremos tres generalizaciones de los espacios de Morrey

discretos y propiedades importantes de éstas, como su completitud, algunas propiedades

de inclusión y en el caso de los espacios de Morrey discretos tipo débil demostraremos

que son subespacios cerrados de los espacios de Morrey tipo débil.

También fueron incluidos dos apéndices. En el apéndice A se desarrolla teoŕıa básica

sobre espacios de Morrey como su definición, propiedades importantes y el acotamiento del

operador maximal de Hardy-Littlewood. En el apéndice B se enuncian dos desigualdades

importantes para este trabajo: la desigualdad integral de Minkowski y la desigualdad de

Fefferman-Stein.



Caṕıtulo 1

Espacios de Morrey discretos

Los espacios de Morrey discretos fueron introducidos en 2018 por Hendra Gunawan,

Eder Kikianty y Christopher Schwanke en [11]. Este caṕıtulo servirá de introducción a los

espacios de Morrey discretos, pues además de su definición, veremos que son espacios de

Banach y estudiaremos algunas propiedades de inclusión, las cuales pueden encontrarse

en [11] y [19]. Finalmente demostraremos nuevamente su completitud pero vistos como

subespacios de los espacios de Morrey clásicos [19].

1.1. Definición y completitud

Comenzaremos con algo de notación para posteriormente definir los espacios de Morrey

discretos.

Sean m ∈ Z y N ∈ N0 = N ∪ {0}. Definimos el conjunto Sm,N como

Sm,N := {m−N, . . . ,m, . . . ,m+N}

el cual tiene cardinalidad |Sm,N | = 2N + 1.

Definición 1.1.1. Sean 1 ≤ p ≤ q < ∞. El espacio de Morrey discreto, denotado

por ℓpq = ℓpq(Z), se define como el conjunto de sucesiones x = (xk)k∈Z tomando valores en

K tales que ∥x∥ℓpq <∞, donde

∥x∥ℓpq := sup
m∈Z,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

.
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6 Sección 1.1. Definición y completitud

La siguiente observación se sigue inmediatamente de la definición.

Observación 1.1.2. Para q = p, el espacio de Morrey discreto ℓpq coincide con el espacio

de sucesiones ℓp, es decir,

ℓpp = ℓp.

En efecto, tomando q = p y x = (xk)k∈Z tenemos que

∥x∥ℓpp = sup
m∈Z,N∈N0

|Sm,N |
1
p
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

= sup
m∈Z,N∈N0

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

= ∥x∥ℓp

de aqúı que ℓpp ⊂ ℓp y ℓp ⊂ ℓpp.

La siguiente proposición nos dice que los espacios de Morrey discretos pertenecen a un

tipo de espacios muy importantes en el análisis funcional, que son los espacios normados

completos (Banach).

Proposición 1.1.3. Para 1 ≤ p ≤ q <∞, el mapeo ∥ · ∥ℓpq define una norma en ℓpq. Más

aún, (ℓpq , ∥ · ∥ℓpq ) es un espacio de Banach.

Demostración. De la definición se sigue que ∥x∥ℓpq ≥ 0 para toda x ∈ ℓpq .

Es fácil ver que ∥x∥ℓpq = 0 si y sólo si x = 0. Si x = 0 es claro que ∥x∥ℓpq = 0. Si ∥x∥ℓpq = 0

entonces
∑

k∈Sm,N
|xk|p = 0 para toda m ∈ Z y toda N ∈ N0, entonces xk = 0 para toda

k ∈ Z, por tanto x = 0.

También es evidente que ∥αx∥ℓpq = |α|∥x∥ℓpq para toda x ∈ ℓpq y toda α ∈ K.

Por último, para cualesquiera x, y ∈ ℓpq , m ∈ Z y N ∈ N0, y usando la desigualdad de

Minkowski se tiene que

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk + yk|p
 1

p

≤ |Sm,N |
1
q
− 1

p


 ∑

k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

+

 ∑
k∈Sm,N

|yk|p
 1

p

 .
Luego al tomar supremos sobre m ∈ Z y N ∈ N0 obtenemos ∥x+ y∥ℓpq ≤ ∥x∥ℓpq + ∥y∥ℓpq .
Aśı ∥ · ∥ℓpq define una norma en ℓpq .
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Ahora veamos que (ℓpq , ∥ · ∥ℓpq ) es un espacio de Banach.

Sea ε > 0 y (x(n))n∈N una sucesión de Cauchy en ℓpq . Entonces existe nε ∈ N0 tal que

∥x(i) − x(j)∥ℓpq < ε para toda i, j ≥ nε, es decir,

sup
m∈Z,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣p
 1

p

< ε

para toda i, j ≥ nε. De aqúı que para toda m ∈ Z y toda N ∈ N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣p
 1

p

< ε (1.1)

para toda i, j ≥ nε. Luego, tomando N = 0 obtenemos que para cada k ∈ Z∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣ < ε

para toda i, j ≥ nε. Aśı (x
(n)
k )n∈N es una sucesión de Cauchy para cada k ∈ Z.

Definamos x = (xk)k∈Z donde

xk := ĺım
n→∞

x
(n)
k

para cada k ∈ Z. Luego, haciendo j → ∞ en (1.1) obtenemos

sup
m∈Z,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

∣∣∣x(i)k − xk

∣∣∣p
 1

p

≤ ε

para toda i ≥ nε. Aśı x
(i) − x ∈ ℓpq , entonces x = x(i) − (x(i) − x) ∈ ℓpq . Además,

∥x(i) − x∥ℓpq ≤ ε

para toda i ≥ nε, por lo que x(i) → x cuando i→ ∞.

Por lo tanto, (ℓpq , ∥ · ∥ℓpq ) es un espacio de Banach.

■

A continuación veremos cómo se relacionan los espacios de Morrey discretos ℓpq con los

espacios de sucesiones ℓp cuando q > p y con ℓ∞ para 1 ≤ p ≤ q < ∞. Esto nos ayudará

a ilustrar el comportamiento de las sucesiones en ℓpq .
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Proposición 1.1.4. Para 1 ≤ p ≤ q <∞, tenemos que

ℓp ⊆ ℓpq

y ∥x∥ℓpq ≤ ∥x∥ℓp para cada x ∈ ℓp. Además, la inclusión es estricta para 1 ≤ p < q <∞.

Demostración. Sea x ∈ ℓp. Notemos que para toda m ∈ Z y toda N ∈ N0, se cumple que

0 < |Sm,N |
1
q
− 1

p ≤ 1 ya que 1
q
− 1

p
≤ 0. Aśı

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

≤

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

,

luego tomando supremos sobre m ∈ Z y N ∈ N0 obtenemos que ∥x∥ℓpq ≤ ∥x∥ℓp .
Por lo tanto ℓp ⊆ ℓpq .

Ahora veamos que la inclusión es estricta cuando 1 ≤ p < q <∞.

Consideremos la sucesión x = (xk)k∈Z dada por xk = |k|−
1
q cuando k ̸= 0 y x0 = 1.

Como p
q
< 1, entonces la serie

∑
k∈Z

|xk|p = 1 +
∑

k∈Z\{0}

|k|−
p
q = 1 + 2

∞∑
k=1

k−
p
q

diverge y aśı x /∈ ℓp.

Por otro lado, para toda m ∈ Z y toda N ∈ N0 tenemos que

∑
k∈Sm,N

|xk|p ≤
∑

k∈S0,N+1

|xk|p = 1 + 2
N+1∑
k=1

k−
p
q

y usando la suma inferior de Riemann vemos que

N+1∑
k=1

k−
p
q ≤ 1 +

∫ N+1

1

x−
p
q dx = 1 +

x−
p
q
+1

−p
q
+ 1

∣∣∣∣∣
N+1

1

= 1 +
qx

q−p
q

q − p

∣∣∣∣∣
N+1

1

= 1 +
q(N + 1)

q−p
q − q

q − p
= 1− q

q − p
+

q

q − p
(N + 1)1−

p
q .
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Luego, como (2N + 1)
p
q
−1 ≤ 1 y N + 1 ≤ 2N + 1, entonces

|Sm,N |
p
q
−1

∑
k∈Sm,N

|xk|p ≤ (2N + 1)
p
q
−1

(
3− 2q

q − p
+

2q(N + 1)1−
p
q

q − p

)

≤ (2N + 1)
p
q
−1

(
3− 2q

q − p
+

2q(2N + 1)1−
p
q

q − p

)

≤ (2N + 1)
p
q
−1

(
3 +

2q(2N + 1)1−
p
q

q − p

)

≤ 3 +
2q

q − p
,

por último, tomando ráız p-ésima y supremo sobre todam ∈ Z y toda N ∈ N0, obtenemos

sup
m∈Z,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

≤
(
3 +

2q

q − p

) 1
p

<∞

por lo que x ∈ ℓpq .

■

Que la inclusión de ℓp en ℓpq sea estricta para q > p nos dice que hay sucesiones en ℓpq

que tienen un decaimiento no lo suficientemente rápido como para estar en ℓp. Sin embar-

go, estas sucesiones tienen que estar acotadas, como se muestra en la siguiente proposición.

Proposición 1.1.5. Para 1 ≤ p ≤ q <∞, tenemos que

ℓpq ⊂ ℓ∞

y ∥x∥ℓ∞ ≤ ∥x∥ℓpq para cada x ∈ ℓpq.

Demostración. Sea x ∈ ℓpq . Para toda m ∈ Z tenemos que

|xm| = |Sm,0|
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,0

|xk|p
 1

p

≤ ∥x∥ℓpq ,
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luego tomando supremo sobre m ∈ Z obtenemos

∥x∥ℓ∞ = sup
m∈Z

|xm| ≤ ∥x∥ℓpq

lo cual completa la prueba. ■

1.2. Propiedades de inclusión

En esta sección veremos las relaciones que hay entre dos espacios de Morrey discretos

al variar los parámetros p y q.

Antes de ver dichas relaciones enunciaremos un lema que será se utilidad para demos-

trar algunas de ellas.

Lema 1.2.1. Sean 1 ≤ p1 ≤ p2 <∞. Para toda m ∈ Z y toda N ∈ N0, tenemos

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk|p1
 1

p1

≤

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk|p2
 1

p2

(1.2)

donde xk ∈ K para toda k ∈ Sm,N .

Demostración. Sean 1 ≤ p1 ≤ p2 <∞, m ∈ Z y N ∈ N0. Por la desigualdad de Hölder

∑
k∈Sm,N

|xk|p1 ≤

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p1
p2
p1


p1
p2

 ∑
k∈Sm,N

1

1− p1
p2

= |Sm,N |1−
p1
p2

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p2


p1
p2

= |Sm,N |

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk|p2


p1
p2

,
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de aqúı que  1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk|p1
 1

p1

≤

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk|p2
 1

p2

.

■

La primera relación entre dos espacios de Morrey discretos que veremos será cuando

variamos p y dejamos fija q.

Proposición 1.2.2. Sean 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ q <∞. Entonces

ℓp2q ⊆ ℓp1q

y ∥x∥ℓp1q ≤ ∥x∥ℓp2q para cada x ∈ ℓp2q .

Demostración. Reescribiendo (1.2)

|Sm,N |−
1
p1

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p1
 1

p1

≤ |Sm,N |−
1
p2

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p2
 1

p2

luego, multiplicando a ambos lados por |Sm,N |
1
q y tomando supremo sobre m ∈ Z y

N ∈ N0 obtenemos

∥x∥ℓp1q ≤ ∥x∥ℓp2q

por lo que ℓp2q ⊂ ℓp1q . ■

Ahora veremos la inclusión de un espacio de Morrey discreto en otro al variar el paráme-

tro q y dejar fija p.

Proposición 1.2.3. Sean 1 ≤ p ≤ q2 ≤ q1 <∞. Entonces

ℓpq2 ⊆ ℓpq1

y ∥x∥ℓpq1 ≤ ∥x∥ℓpq2 para cada x ∈ ℓpq2.
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Demostración. Sea x ∈ ℓpq2 . Para toda m ∈ Z y toda N ∈ N0, como q2 ≤ q1 entonces

|Sm,N |
1
q1 = (2N + 1)

1
q1 ≤ (2N + 1)

1
q2 = |Sm,N |

1
q2

y por tanto

|Sm,N |
1
q1

− 1
p

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

≤ |Sm,N |
1
q2

− 1
p

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

y tomando supremos sobre m ∈ Z y N ∈ N0 obtenemos

∥x∥ℓpq1 ≤ ∥x∥ℓpq2

lo cual completa la prueba.

■

Por último, podemos variar ambos parámetros y obtener la siguiente relación.

Proposición 1.2.4. Sean 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ q2 ≤ q1 <∞. Entonces

ℓp2q2 ⊆ ℓp1q1

y ∥x∥ℓp1q1 ≤ ∥x∥ℓp2q2 para cada x ∈ ℓp2q2 .

Demostración. De las Proposiciones 1.2.2 y 1.2.3 se sigue que

ℓp2q2 ⊆ ℓp1q2 ⊆ ℓp1q1 ,

y que

∥x∥ℓp1q1 ≤ ∥x∥ℓp1q2 ≤ ∥x∥ℓp2q2 .

■
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1.3. ℓpq como subespacio de Mp
q

Recordemos que los espacios de Morrey discretos fueron introducidos en [11]. Este

art́ıculo fue presentado a modo de charla en la conferencia Function Spaces XII en Cra-

covia (julio de 2018). Ah́ı, gracias a la pregunta del profesor Y. Sawano, se observó que la

propiedad de espacio de Banach de los espacios de Morrey discretos se deriva del hecho

de que estos espacios son subespacios cerrados de los espacios de Morrey clásicos.

En esta sección, veremos la completitud de los espacios de Morrey discretos demos-

trando que son subespacios cerrados de los espacios de Morrey clásicos.

Definición 1.3.1. Sean 1 ≤ p ≤ q < ∞. El espacio de Morrey en la recta real,

denotado por Mp
q = Mp

q(R), se define como el conjunto de funciones f ∈ Lp
loc(R) tales

que ∥f∥Mp
q
<∞, donde

∥f∥Mp
q
:= sup

a∈R,r>0
(2r)

1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|f(t)|pdt
) 1

p

.

Para poder mostrar lo deseado, necesitamos ver a los elementos de ℓpq como elementos

de Mp
q , para ello haremos uso de la siguiente identificación.

Observación 1.3.2. Cualquier sucesión x = (xk)k∈Z puede ser naturalmente identificada

con una función x̄ : R→ R definida por

x̄(t) =
∑
k∈Z

xkχ[k,k+1)(t)

para t ∈ R.

Teorema 1.3.3. Sean 1 ≤ p ≤ q < ∞. Entonces ℓpq puede ser considerado como un

subespacio cerrado de Mp
q. Más aún, existen constantes B,C > 0 tal que para cada

x ∈ ℓpq,

B∥x∥ℓpq ≤ ∥x̄∥Mp
q
≤ C∥x∥ℓpq .
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Demostración. Sea x ∈ ℓpq . Queremos demostrar que ∥x̄∥Mp
q
< ∞. Para esto, tomemos

a ∈ R, r ∈ (0, 1) y consideremos los siguientes cinco casos mutuamente disjuntos.

Caso 1: a ∈ Z.
Entonces

(2r)
1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

= (2r)
1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

[∑
k∈Z

|xk|pχ[k,k+1)(t)

]
dt

) 1
p

= (2r)
1
q
− 1

p (|xa−1|pr + |xa|pr)
1
p

= (2r)
1
q
− 1

p r
1
p (|xa−1|p + |xa|p)

1
p

≤ (2r)
1
q
− 1

p (2r)
1
p (|xa−1|p + |xa|p)

1
p

= (2r)
1
q (|xa−1|p + |xa|p)

1
p

≤ 2
1
p2

1
q
− 1

p (|xa−1|p + |xa|p)
1
p

= 2
1
p (2 · 1)

1
q
− 1

p

(∫ a+1

a−1

|x̄(t)|pdt
) 1

p

.

Caso 2: a /∈ Z, r > a− ⌊a⌋ y r > ⌈a⌉ − a.

Figura 1.1: Caso 2

Entonces r > 1
2
y aśı (2r)

1
q
− 1

p ≤ 1. Más aún, también tenemos ⌊a − r⌋ = ⌊a − 1⌋ y

⌊a+ r⌋ = ⌊a+ 1⌋.
Aśı, como x̄ es una función escalonada, tenemos

(2r)
1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

= (2r)
1
q
− 1

p
[
|x⌊a−r⌋|p(⌊a⌋ − (a− r)) + |x⌊a⌋|p + |x⌊a+r⌋|p(a+ r − ⌈a⌉)

] 1
p
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≤
[
|x⌊a−r⌋|p(⌊a⌋ − (a− 1)) + |x⌊a⌋|p + |x⌊a+r⌋|p(a+ 1− ⌈a⌉)

] 1
p

=
[
|x⌊a−1⌋|p(⌊a⌋ − (a− 1)) + |x⌊a⌋|p + |x⌊a+1⌋|p(a+ 1− ⌈a⌉)

] 1
p

= 2
1
p (2 · 1)

1
q
− 1

p

(∫ a+1

a−1

|x̄(t)|pdt
) 1

p

.

Caso 3: a /∈ Z, r ≤ a− ⌊a⌋ y r ≤ ⌈a⌉ − a.

Figura 1.2: Caso 3

Entonces

(2r)
1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

= (2r)
1
q
− 1

p |x⌊a⌋|(2r)
1
p = (2r)

1
q |x⌊a⌋| ≤ 2

1
q |x⌊a⌋| = 2

1
p2

1
q
− 1

p |x⌊a⌋|

≤ 2
1
p2

1
q
− 1

p
[
|x⌊a−1⌋|p(⌊a⌋ − (a− 1)) + |x⌊a⌋|p + |x⌊a+1⌋|p(a+ 1− ⌈a⌉)

] 1
p

= 2
1
p (2 · 1)

1
q
− 1

p

(∫ a+1

a−1

|x̄(t)|pdt
) 1

p

.

Caso 4: a /∈ Z y a− ⌊a⌋ < r ≤ ⌈a⌉ − a.

Figura 1.3: Caso 4

Notemos que ⌊a− r⌋ = ⌊a− 1⌋. Entonces
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(2r)
1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

= (2r)
1
q
− 1

p
[
|x⌊a−r⌋|p(⌊a⌋ − (a− r)) + |x⌊a⌋|p(a+ r − ⌊a⌋)

] 1
p

= (2r)
1
q
− 1

p
[
|x⌊a−1⌋|p(⌊a⌋ − (a− r)) + |x⌊a⌋|p(a+ r − ⌊a⌋)

] 1
p

≤ (2r)
1
q
− 1

p
[
2rmáx

{
|x⌊a−1⌋|p, |x⌊a⌋|p

}] 1
p

= (2r)
1
q
[
máx

{
|x⌊a−1⌋|p, |x⌊a⌋|p

}] 1
p

≤ 2
1
p2

1
q
− 1

p máx
{
|x⌊a−1⌋|, |x⌊a⌋|

}
.

Si máx
{
|x⌊a−1⌋|, |x⌊a⌋|

}
= |x⌊a⌋|, entonces

2
1
p2

1
q
− 1

p máx
{
|x⌊a−1⌋|, |x⌊a⌋|

}
= 2

1
p2

1
q
− 1

p |x⌊a⌋|

≤ 2
1
p2

1
q
− 1

p
[
|x⌊a−1⌋|p(⌊a⌋ − (a− 1)) + |x⌊a⌋|p + |x⌊a+1⌋|p(a+ 1− ⌈a⌉)

] 1
p

= 2
1
p (2 · 1)

1
q
− 1

p

(∫ a+1

a−1

|x̄(t)|pdt
) 1

p

.

Por otro lado si máx
{
|x⌊a−1⌋|, |x⌊a⌋|

}
= |x⌊a−1⌋|, entonces

2
1
p2

1
q
− 1

p máx
{
|x⌊a−1⌋|, |x⌊a⌋|

}
= 2

1
p2

1
q
− 1

p |x⌊a−1⌋|

≤ 2
1
p2

1
q
− 1

p
[
|x⌊a−2⌋|p(⌊a− 1⌋ − (a− 2)) + |x⌊a−1⌋|p + |x⌊a⌋|p(a− ⌈a− 1⌉)

] 1
p

= 2
1
p (2 · 1)

1
q
− 1

p

(∫ (a−1)+1

(a−1)−1

|x̄(t)|pdt

) 1
p

.

Caso 5: a /∈ Z y ⌈a⌉ − a < r ≤ a− ⌊a⌋.
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Figura 1.4: Caso 5

Este caso se desarrolla bajo un proceso similar al caso 4. Luego, de los cinco casos

podemos concluir que

∥x̄∥Mp
q
≤ C sup

a∈R,r≥1
(2r)

1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

.

Además si u ≥ 1, como 1
q
− 1

p
≤ 0 y 2u = u+u ≥ u+1 entonces (2u)

1
q
− 1

p ≤ (u+1)
1
q
− 1

p ,

y aśı

(2u)
1
q
− 1

p ≤ 2
1
p
− 1

q (2(u+ 1))
1
q
− 1

p . (1.3)

Entonces para a ∈ R y r ≥ 1 tenemos

(2r)
1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

≤ (2⌊r⌋)
1
q
− 1

p

(∫ a+⌈r⌉

a−⌈r⌉
|x̄(t)|pdt

) 1
p

≤ 2
1
p
− 1

q (2⌈r⌉)
1
q
− 1

p

(∫ a+⌈r⌉

a−⌈r⌉
|x̄(t)|pdt

) 1
p

.

Aśı

∥x̄∥Mp
q
≤ C sup

a∈R,r∈N
(2r)

1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

.

Ahora, sea a /∈ Z y fijemos r ∈ N. Entonces ⌊a± r⌋ = ⌊a⌋± r y ⌈a± r⌉ = ⌈a⌉± r. Aśı,

(2r)
1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

= (2r)
1
q
− 1

p

⌊a+r−1⌋∑
i=⌈a−r⌉

|xi|p + |x⌊a−r⌋|p(⌈a− r⌉ − (a− r)) + |x⌊a+r⌋|p(a+ r − ⌊a+ r⌋)

 1
p

= (2r)
1
q
− 1

p

⌊a⌋+r−1∑
i=⌈a⌉−r

|xi|p + |x⌊a⌋−r|p(⌈a⌉ − a) + |x⌊a⌋+r|p(a− ⌊a⌋)

 1
p

.
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Definamos la función continua g : [⌊a⌋, ⌈a⌉] → R por

g(u) = (2r)
1
q
− 1

p

⌊a⌋+r−1∑
i=⌈a⌉−r

|xi|p + |x⌊a⌋−r|p(⌈a⌉ − u) + |x⌊a⌋+r|p(u− ⌊a⌋)

 1
p

.

Observemos que g es monótona en [⌊a⌋, ⌈a⌉]. Se sigue que

(2r)
1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

≤ máx

(2r)
1
q
− 1

p

(∫ ⌊a⌋+r

⌊a⌋−r

|x̄(t)|pdt

) 1
p

, (2r)
1
q
− 1

p

(∫ ⌈a⌉+r

⌈a⌉−r

|x̄(t)|pdt

) 1
p

 .

Por lo tanto,

∥x̄∥Mp
q
≤ C sup

a∈Z,r∈N
(2r)

1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

.

Usando (1.3) se sigue que

∥x̄∥Mp
q
≤ C sup

a∈Z,r∈N
(2r)

1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

= C sup
a∈Z,r∈N

(2r)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sa,r\{a+r}

|xk|p
 1

p

≤ 2
1
p
− 1

qC

 sup
a∈Z,r∈N0

(2r + 2)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sa,r

|xk|p
 1

p



≤ 2
1
p
− 1

qC

 sup
a∈Z,r∈N0

(2r + 1)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sa,r

|xk|p
 1

p


= 2

1
p
− 1

qC∥x∥ℓpq <∞.

Aśı, ℓpq puede ser considerado un subconjunto de Mp
q .

Para ver que es subconjunto cerrado, basta observar que toda sucesión de Cauchy en ℓpq

será una sucesión de Cauchy en Mp
q bajo esta identificación, por lo que al ser ℓpq completo,

visto como subconjunto de Mp
q también lo será.
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Para el último enunciado de la prueba, fijemos Rm,N = Sm,N \ {m+N} y observemos

que

∥x∥ℓpq = sup
m∈Z,N∈N0

(2N + 1)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

= |xm| ∨ sup
m∈Z,N∈N

(2N + 1)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Rm,N

|xk|p + |xm+N |p
 1

p

≤ 2
1
p
− 1

q ∥x̄∥Mp
q
∨ sup

m∈Z,N∈N
(2N)

1
q
− 1

p


 ∑

k∈Rm,N

|xk|p
 1

p

+ |xm+N |



≤ 2
1
p
− 1

q ∥x̄∥Mp
q
∨ 2 sup

m∈Z,N∈N
(2N)

1
q
− 1

p máx


 ∑

k∈Rm,N

|xk|p
 1

p

, |xm+N |

 .

Además

sup
m∈Z,N∈N

(2N)
1
q
− 1

p máx


 ∑

k∈Rm,N

|xk|p
 1

p

, |xm+N |


≤ 2

1
p
− 1

q sup
m∈Z,N∈N

máx

(2N)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Rm,N

|xk|p
 1

p

, (4N)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Rm,2N

|xk|p
 1

p


y

sup
m∈Z,N∈N

máx

(2N)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Rm,N

|xk|p
 1

p

, (4N)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Rm,2N

|xk|p
 1

p


≤ máx

 sup
m∈Z,N∈N

(2N)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Rm,N

|xk|p
 1

p

, sup
m∈Z,N∈N

(4N)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Rm,2N

|xk|p
 1

p
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= sup
m∈Z,N∈N

(2N)
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Rm,N

|xk|p
 1

p

= sup
m∈Z,N∈N

(2N)
1
q
− 1

p

(∫ m+N

m−N

|x̄(t)|pdt
) 1

p

≤ sup
a∈R,r>0

(2r)
1
q
− 1

p

(∫ a+r

a−r

|x̄(t)|pdt
) 1

p

= ∥x̄∥Mp
q
.

■

Como una consecuencia inmediata de este teorema tenemos la siguiente observación.

Observación 1.3.4. Sea 1 ≤ p < ∞. Entonces ℓp puede ser considerado un subespacio

cerrado de Lp. Más aún, existen constantes B,C > 0 tales que para cada x ∈ ℓp se tiene

B∥x∥ℓp ≤ ∥x̄∥Lp ≤ C∥x∥ℓp .



Caṕıtulo 2

Acotamiento y compacidad de

operadores en ℓ
p
q

Parte del estudio de espacios normados es analizar el comportamiento de operadores

actuando sobre ellos. En este caṕıtulo analizaremos las propiedades de las versiones dis-

cretas de algunos operadores clásicos actuando sobre los espacios de Morrey discretos ℓpq .

Las propiedades que serán de nuestro interés serán la de acotamiento y compacidad.

Comenzaremos analizando el acotamiento de los operadores de multiplicación y con-

volución, para posteriormente ver la compacidad de su composición y el conmutador de

estos operadores. Estos resultados fueron demostrados en [13].

Posteriormente analizaremos el acotamiento del operador maximal de Hardy-Littlewood

en su versión discreta haciendo uso de la versión discreta de la desigualdad de Fefferman-

Stein. Luego, como consecuencia de esto tendremos el acotamiento de algunos potenciales

de Riesz en espacios de Morrey discretos. Esto fue demostrado en [12].

2.1. Operadores multiplicación y convolución

Comenzaremos demostrando que el operador multiplicación es acotado.

21
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Proposición 2.1.1. Sea z ∈ ℓ∞ y x ∈ ℓpq con 1 ≤ p ≤ q < ∞. Entones el operador

multiplicación por z definido por

Mz(x) := xz = (xkzk)k∈Z,

es un operador acotado de ℓpq en śı mismo.

Demostración. Sea x ∈ ℓpq y notemos que para cada m ∈ Z y cada N ∈ N0 tenemos

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

≤ ∥x∥ℓpq |Sm,N |
1
p
− 1

q

de aqúı que

 ∑
k∈Sm,N

|xkzk|p
 1

p

≤

 ∑
k∈Sm,N

∥z∥pℓ∞|xk|p
 1

p

≤ ∥z∥ℓ∞∥x∥ℓpq |Sm,N |
1
p
− 1

q .

Por lo tanto Mz(x) ∈ ℓpq y

∥Mz(x)∥ℓpq ≤ ∥z∥ℓ∞∥x∥ℓpq .

■

Veamos que el operador de convolución también es acotado.

Proposición 2.1.2. Sea y ∈ ℓ1 y x ∈ ℓpq con 1 ≤ p ≤ q < ∞. Entonces el operador de

convolución con y definido por

Cy(x)(k) := x ∗ y(k) =
∑
n∈Z

xnyk−n,

es un operador acotado de ℓpq en śı mismo.

Demostración. Notemos que para cualesquiera m ∈ Z y N ∈ N0, por la desigualdad de

Minkowski para integrales se tiene que

(
m+N∑

k=m−N

|Cy(x)(k)|p
) 1

p

=

(
m+N∑

k=m−N

∣∣∣∣∣ ∑
j∈Z

xj yk−j

∣∣∣∣∣
p ) 1

p
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=

(
m+N∑

k=m−N

∣∣∣∣∣ ∑
l∈Z

xk−l yl

∣∣∣∣∣
p ) 1

p

≤
∑
l∈Z

(
m+N−l∑

s=m−N−l

|xs|p
) 1

p

|yl|

=
∑
l∈Z

 (m−l)+N∑
s=(m−l)−N

|xs|p
 1

p

|yl|

≤ ∥y∥ℓ1 ∥x∥ℓpq (2N + 1)
1
p
− 1

q

de aqúı que

∥Cy(x)∥ℓpq ≤ ∥y∥ℓ1∥x∥ℓpq

como queŕıamos probar. ■

2.2. Composición y conmutador de Mz y Cy

En esta sección veremos la compacidad de la composición de Mz con Cy y el conmu-

tador de ambos. Para demostrar la compacidad de la composición haremos uso de los

siguientes dos lemas. El primero es una caracterización de cuándo un espacio métrico

es totalmente acotado el cual fue demostrado en [14] y el segundo es un resultado de

precompacidad para familias en ℓpq , cuya demostración hará uso del primero.

Lema 2.2.1. Sea X un espacio métrico. Supongamos que para cada ε > 0 existen δ > 0,

un espacio métrico W y un mapeo ϕ : X → W donde ϕ(X) es totalmente acotado1.

Además, si para x, y ∈ X tales que dW (ϕ(x), ϕ(y)) < δ, se tiene que dX(x, y) < ε.

Entonces X es totalmente acotado.

Demostración. Para cada ε > 0 elegimos δ > 0, un espacio métrico W y un mapeo ϕ

como en las hipótesis del lema.

Como ϕ(X) es totalmente acotado, existe una δ-cubierta finita {V1, . . . , Vn} de ϕ(X).

Luego, como dW (ϕ(x), ϕ(y)) < δ implica que dX(x, y) < ε para cualesquiera ϕ(x), ϕ(y) ∈
Vi, para cada i = 1, . . . , n, entonces ϕ−1(Vi) tiene diámetro a lo más ε para cada i =

1La definición de totalmente acotado puede encontrarse en [23] página 154.
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1, . . . , n.

Aśı {ϕ−1(V1), . . . , ϕ
−1(Vn)} es una ε-cubierta finita de X.

Por lo tanto, X es totalmente acotado. ■

Lema 2.2.2. Sea F = {xα : α ∈ A} un subconjunto de ℓpq. Supongamos que las siguientes

condiciones se cumplen:

(a) Existe C > 0 tal que ∥xα∥ℓpq ≤ C para cada α ∈ A.

(b) Dado ε > 0 existe K ∈ N tal que

1

|Sm,N |
1
p
− 1

q

 ∑
k∈Sm,N

|k|>K

|xα(k)|p


1
p

< ε

para cada α ∈ A, cada N ∈ N0 y cada m ∈ Z.

Entonces el conjunto F es totalmente acotado.

Demostración. Definamos ϕ : F → R2K+3 por

ϕ(xα) = (xα(−K − 1), . . . , xα(K + 1)).

Por la condición (a) tenemos que existe una constante C1 = C1(K, p, q) tal que

∥ϕ(xα)∥(R2K+3,∥·∥2) ∼

(
K+1∑

k=−K−1

|xα(k)|p
) 1

p

≤ C1

para cada α ∈ A.

Como en espacios de dimensión finita es equivalente ser acotado y totalmente acotado,

entonces concluimos que ϕ(F) es un subconjunto totalmente acotado de R2K+3.

Ahora, dado ε > 0, si α, β ∈ A y

∥ϕ(xα)− ϕ(xβ)∥(R2K+3,∥·∥p) < ε (2.1)
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entonces de la condición (b) y de (2.1) tendremos que para cualquier N ∈ N0 y m ∈ Z

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xα(k)− xβ(k)|p
 1

p

≤ |Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|k|≤K

|xα(k)− xβ(k)|p


1
p

+ |Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|k|>K

|xα(k)− xβ(k)|p


1
p

< ε+ 2ε

Aśı, ∥xα − xβ∥ℓpq < 3ε. Luego por el Lema 2.2.1, F es totalmente acotado.

■

Teorema 2.2.3. Sean y ∈ ℓ1 y z ∈ c0 donde c0 es el espacio de sucesiones convergentes

a cero. Entonces el operador MzCy es compacto en ℓpq.

Demostración. Supongamos que z ∈ c0 y sea B cualquier conjunto acotado de ℓpq . Aśı,

existe M > 0 tal que para cada x ∈ B, ∥x∥ℓpq ≤M .

Necesitamos demostrar que {MzCy(x) : x ∈ B} es un subconjunto relativamente com-

pacto de ℓpq , es decir, que su cerradura es compacta. Para esto será suficiente probar que

ambas condiciones del lema 2.2.2 se satisfacen, ya que si un conjunto es totalmente aco-

tado entonces su cerradura es totalmente acotada y por tanto compacta.

Sean x ∈ B, m ∈ Z y N ∈ N0. Por la desigualdad de Minkowski para integrales tenemos

 ∑
k∈Sm,N

|MzCy(x)(k)|p
 1

p

=

 ∑
k∈Sm,N

∣∣∣∣∣ ∑
j∈Z

xj yk−j zk

∣∣∣∣∣
p
 1

p

≤ ∥y∥ℓ1∥x∥ℓpq (2N + 1)
1
p
− 1

q ∥z∥ℓ∞

y esto implica

∥MzCy(x)∥ℓpq ≤M∥z∥ℓ∞∥y∥ℓ1
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uniformemente en x ∈ B. Por lo tanto, la condición (a) del lema 2.2.2 se satisface.

Ahora, sea ε > 0. Sea K ∈ N fijo cuyo tamaño se elegirá apropiadamente después.

Entonces para cualesquiera m ∈ Z y N ∈ N0 tendremos que para toda x ∈ B

 ∑
k∈Sm,N

|k|>K

|MzCy(x)(k)|p


1
p

≤ ∥y∥ℓ1∥x∥ℓpq (2N + 1)
1
p
− 1

q sup
|k|>K

|zk|

< Mε∥y∥ℓ1(2N + 1)
1
p
− 1

q

siempre que se elija K suficientemente grande. Aśı la condición (b) del lema 2.2.2 se

cumple, lo cual completa la prueba.

■

Para probar la compacidad del conmutador de Mz y Cy necesitaremos de un lema

adicional.

Lema 2.2.4. Para z ∈ c0 y y ∈ ℓ1 definimos la sucesión

ξ(n) :=
∑
k∈Z

|zn − zn−k||yk|

con n ∈ Z. Entonces ξ ∈ c0.

Demostración. Claramente ξ ∈ ℓ∞. Dado ε > 0 seleccionamos K1 suficientemente grande

de modo que ∑
|k|>K1

|yk| < ε.

Ahora, para n ∈ N tenemos

ξ(n) =
∑

|k|≤K1

|zn − zn−k||yk|+
∑

|k|>K1

|zn − zn−k||yk|

≤
∑

|k|≤K1

|zn − zn−k||yk|+ 2ε∥z∥ℓ∞ .

Como z ∈ c0, podemos elegir K ≫ K1 tal que para |n| > K

∑
|k|≤K1

|zn − zn−k||yk| ≤ ε∥y∥ℓ1 .
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Finalmente, por las estimaciones previas obtenemos

0 ≤ ξ(n) < ε∥y∥ℓ1 + 2ε∥z∥ℓ∞

para |n| > K, esto es, ξ ∈ c0.

■

Observación 2.2.5. Notemos que la demostración anterior funciona incluso para z ∈ c,

el espacio de las sucesiones convergentes.

Teorema 2.2.6. Sean z ∈ c0, y ∈ ℓ1 y 1 < p ≤ q < ∞. Entonces el operador conmu-

tador [[[Mz,Cy]]] es compacto en ℓpq.

Demostración. Por el lema 2.2.4, dado ε > 0 existe K suficientemente grande tal que

sup
|n|>K

∑
k∈Z

|zn − zn−k||yk| < ε.

Recordemos que el conmutador de los operadores Mz y Cy está definido por

[Mz, Cy] :=MzCy − CyMz.

Aśı dada una sucesión x = (xn)n∈Z, para n ∈ Z y 1
p
+ 1

p′
= 1, se tiene que

|[Mz, Cy](x)(n)| = |MzCy(x)(n)− CyMz(x)(n)|

=

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

xn−k yk zn −
∑
k∈Z

xn−k yk zn−k

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

xn−k yk (zn − zn−k)

∣∣∣∣∣
≤
∑
k∈Z

|xn−k| |yk| |zn − zn−k|

=
∑
k∈Z

|xn−k| |yk|
1
p |yk|

1
p′ |zn − zn−k|

1
p |zn − zn−k|

1
p′

≤

(∑
k∈Z

|xn−k|p |yk|
p
p |zn − zn−k|

p
p

) 1
p
(∑

k∈Z

|yk|
p′
p′ |zn − zn−k|

p′
p′

) 1
p′
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≤ 2
1
p∥z∥

1
p

ℓ∞

(∑
k∈Z

|xn−k|p |yk|

) 1
p
(∑

k∈Z

|yk| |zn − zn−k|

) 1
p′

. (2.2)

Si TK denota el operador de truncamiento, es decir

x 7→ (. . . , 0, x−K , . . . , xK , 0, . . . )

e I denota el operador identidad, usando (2.2) tendremos que para |n| > K

|(I − TK)[Mz, Cy](x)(n)| ≤ (2∥z∥ℓ∞)
1
p sup
|n|>K

(∑
k∈Z

|zn − zn−k||yk|

) 1
p′
(∑

k∈Z

|xn−k|p|yk|

) 1
p

≤
(
2ε

p
p′ ∥z∥ℓ∞

) 1
p

(∑
k∈Z

|xn−k|p|yk|

) 1
p

.

Ahora, tomando en consideración que (I − TK)(ξ)(n) = 0 para |n| ≤ K, para cualquier

sucesión ξ, entonces para x ∈ ℓpq , para cada m ∈ Z y N ∈ N0 tenemos

(
m+N∑

n=m−N

|(I − TK)[Mz, Cy](x)(n)|p
) 1

p

≤
(
2ε

p
p′ ∥z∥ℓ∞

) 1
p

(
m+N∑

n=m−N

∑
k∈Z

|xn−k|p|yk|

) 1
p

=
(
2ε

p
p′ ∥z∥ℓ∞

) 1
p

(∑
k∈Z

|yk|

(
m+N−k∑

j=m−N−k

|xj|p
)) 1

p

≤
(
2ε

p
p′ ∥z∥ℓ∞

) 1
p ∥x∥ℓpq ∥y∥

1
p

ℓ1 (2N + 1)
1
p
− 1

q

lo cual implica que

∥(I − TK)[Mz, Cy]∥ℓpq→ℓpq ≤
(
2ε

p
p′ ∥z∥ℓ∞∥y∥ℓ1

) 1
p

o equivalentemente

∥[Mz, Cy]− TK [Mz, Cy]∥ℓpq→ℓpq
≤
(
2ε

p
p′ ∥z∥ℓ∞∥y∥ℓ1

) 1
p
. (2.3)

Como el operador TK [Mz, Cy] es compacto al ser de rango finito, entonces (2.3) implica

que [Mz, Cy] es compacto.

■
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2.3. Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Hasta ahora hemos trabajado con espacios de Morrey discretos en dimensión uno, sin

embargo, también podemos trabajar con espacios de Morrey discretos en dimensión finita

arbitraria.

En esta sección estudiaremos el acotamiento del operador de Hardy-Littlewood en espa-

cios de Morrey discretos en dimensión d ≥ 1. Para ello retomaremos las definiciones de

Sm,N y de ℓpq pero adaptadas a dimensiones superiores.

Definición 2.3.1. Sean 1 ≤ p ≤ q < ∞. El espacio de Morrey discreto ℓpq(Z
d) se

define como el conjunto de todas las funciones x : Zd → R tales que

∥x∥ℓpq(Zd) := sup
m∈Zd,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|x(k)|p
 1

p

<∞,

donde Sm,N := {k ∈ Zd : ∥k−m∥∞ ≤ N}, con m = (m1, . . . ,md) ∈ Zd, N ∈ N0 y cuya

cardinalidad es |Sm,N | = (2N + 1)d.

A continuación tenemos un resultado análogo a la proposición 1.1.3, cuya demostración

omitimos por ser totalmente similar.

Proposición 2.3.2. Para 1 ≤ p ≤ q < ∞, el mapeo ∥ · ∥ℓpq(Zd) define una norma en

ℓpq(Z
d). Además

(
ℓpq(Z

d), ∥ · ∥ℓpq(Zd)

)
es un espacio de Banach.

Ahora, definamos el operador maximal de Hardy-Littlewood para espacios discretos y

dos variantes de éste, las cuales serán de utilidad en demostraciones posteriores.

Definición 2.3.3. Sean x : Zd → R (también puede escribirse x ∈ RZd
) y m ∈ Zd.

El operador maximal de Hardy-Littlewood discreto denotado por M está definido

por

Mx(m) := sup
N∈N0

1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|x(k)|.

El operador maximal de Hardy-Littlewood discreto par denotado por M̂ está

definido por

M̂x(m) := sup
N∈N

1

|Rm,N |
∑

k∈Rm,N

|x(k)|
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donde Rm,N := Sm,N \ {(k1, . . . , kd) ∈ Zd : ki = mi + N para algún 1 ≤ i ≤ d} con

m ∈ Zd, N ∈ N y cuya cardinalidad es |Rm,n| = (2N)d.

El operador maximal de Hardy-Littlewood discreto no centrado denotado

por M̃ está definido por

M̃x(m) := sup
S∋m

1

|S|
∑
k∈S

|x(k)|

donde el supremo se toma sobre todos los conjuntos de la forma S = Sk,N para algún

k ∈ Zd y algún N ∈ N0 de modo que m ∈ Sk,N .

A pesar de que pareciera que tenemos tres operadores de Hardy-Littlewood diferen-

tes, en realidad estas tres versiones son equivalentes (como se demostrará en el siguiente

lema), por lo que no tendremos problemas al tomar la versión que más nos convenga en

cierto momento.

Recordemos que dos operadores T1, T2 : R
Zd → RZ

d
son equivalentes si existen C1, C2 > 0

tales que para toda x ∈ RZd
y toda k ∈ Zd, se tiene C1T1x(k) ≤ T2x(k) ≤ C2T1x(k).

Lema 2.3.4. Los operadores M , M̂ y M̃ son equivalentes por pares.

Demostración. Primero veamos que M y M̂ son equivalentes.

Sean x ∈ RZd
y k ∈ Zd. Notemos que si N ≥ 1 entonces

(2N)d ≥ (N + 1)d = 2−d(2(N + 1))d = 2−d(2N + 2)d ≥ 2−d(2N + 1)d (2.4)

por lo que

|Rm,N | ≥ 2−d|Sm,N |

para cualquier m ∈ Zd. De aqúı que,

1

|Rm,N |
∑

k∈Rm,N

|x(k)| ≤ 2d

|Sm,N |
∑

k∈Rm,N

|x(k)| ≤ 2d

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|x(k)|,

por lo que tomando supremos sobre N ∈ N

M̂x(m) ≤ 2d sup
N∈N

1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|x(k)| ≤ 2dMx(m).
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Ahora, para x ∈ RZd
, m ∈ Zd y N ∈ N

1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|x(k)| ≤ 1

|Sm,N |
∑

k∈Rm,N+1

|x(k)|

≤ 1

|Rm,N |
∑

k∈Rm,N+1

|x(k)|

≤ 2d

|Rm,N+1|
∑

k∈Rm,N+1

|x(k)|

ya que, de (2.4) se tiene que (2N)d ≥ 2−d(2(N + 1))d, lo cual implica que (2N)−d ≤
2d(2(N + 1))−d, es decir |Rm,N |−1 ≤ 2d|Rm,N+1|−1.

Aśı, tomando supremos sobre N ∈ No

Mx(m) ≤ 2dM̂x(m).

Por lo tanto,

2−dMx(m) ≤ M̂x(m) ≤ 2dMx(m) (2.5)

Veamos que M y M̃ son equivalentes.

Sea x ∈ RZd
. Notemos que para cualquier N ∈ N0 tenemos

1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|x(k)| ≤ sup
S∋m

1

|S|
∑
k∈S

|x(k)| = M̃x(m)

por lo que tomando supremo sobre N ∈ N0 obtenemos

Mx(m) ≤ M̃x(m).

Por otro lado, sean x ∈ RZd
y m ∈ Zd. Tomamos S = Sk,N para algún k ∈ Zd y N ∈ N0

de modo que m ∈ S. Notemos que

1

|S|
∑
l∈S

|x(l)| = 1

|Sk,N |
∑

l∈Sk,N

|x(l)| ≤ 1

|Sk,N |
∑

l∈Sm,2N

|x(l)|.

Luego,

(2N + 1)d ≥ 2−d(2N + 1)d = 2−d2−d(2(2N + 1))d = 4−d(2(2N) + 2)d ≥ 4−d(2(2N) + 1)d,
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de aqúı que
1

|Sk,N |
∑

l∈Sm,2N

|x(l)| ≤ 4d

|Sm,2N |
∑

l∈Sm,2N

|x(l)| ≤ 4dMx(m).

Aśı,
1

|S|
∑
l∈S

|x(l)| ≤ 4dMx(m)

para cualquier S de la forma Sk,N tal que m ∈ S. De aqúı se sigue que

M̃x(m) ≤ 4dMx(m).

Por lo tanto

4−dM̃x(m) ≤Mx(m) ≤ M̃x(m). (2.6)

Por último, para ver que M̂ y M̃ son equivalentes, basta observar que de (2.5) y (2.6)

se sigue que

M̂x(m) ≥ 2−dMx(m) ≥ 2−d4−dM̃x(m) = 8−dM̃x(m)

y

M̂x(m) ≤ 2dMx(m) ≤ 2dM̃x(m)

es decir

8−dM̃x(m) ≤ M̂x(m) ≤ 2dM̃x(m)

lo cual completa la prueba. ■

En 1987, Filippo Chiarenza y Michele Frasca demostraron el acotamiento de la función

maximal de Hardy-Littlewood en espacios de Morrey clásicos [3]. Para esta demostración

usaron una desigualdad demostrada por Charles Fefferman y Elias M. Stein en [6], la cual

se conoce como desigualdad de Fefferman-Stein (ver apéndice B, teorema B.2).

Para demostrar el acotamiento del operador maximal de Hardy-Littlewood discreto en

espacios de Morrey discretos, haremos uso de la versión discreta de la desigualdad de

Fefferman-Stein, la cual fue enunciada y demostrada en [12].

Teorema 2.3.5. (Desigualdad de Fefferman-Stein discreta)

Sea 1 < p < ∞. Existe K > 0 tal que para toda x ∈ RZ
d
y cada función no negativa

ϕ ∈ RZd
,
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(a)
∑
k∈Zd

(Mx(k))p ϕ(k) ≤ K
∑
k∈Zd

|x(k)|pMϕ(k),

(b)
∑
k∈Zd

(M̂x(k))pϕ(k) ≤ K
∑
k∈Zd

|x(k)|pM̂ϕ(k) y

(c)
∑
k∈Zd

(M̃x(k))pϕ(k) ≤ K
∑
k∈Zd

|x(k)|pM̃ϕ(k).

Demostración. Notemos que por el lema 2.3.4, basta con probar un inciso para tener los

otros dos. Aśı que haremos la prueba de (b).

Para cada k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd definimos el cubo d−dimensional de volumen 1 por

ck :=
{
(y1, . . . , yd) ∈ Rd : ki ≤ yi < ki + 1 para toda 1 ≤ i ≤ d

}
.

Notemos que para cada a ∈ RZd
la función ā definida por

ā(t) :=
∑
k∈Zd

a(k)χck(t) (2.7)

con t ∈ Rd, es un elemento de L1
loc(R

d). Además para m ∈ Zd y N ∈ N0

∑
k∈Rm,N

a(k) =

∫
Qm,N

ā(t)dt (2.8)

donde Qm,N =
{
t ∈ Rd : ∥t−m∥∞ ≤ N

}
. Por tanto tenemos

∑
k∈Zd

a(k) =

∫
Rd

ā(t)dt. (2.9)

Sean x, ϕ ∈ RZd
y supongamos que ϕ es positiva. Entonces ϕ̄(t) ≥ 0 para toda t ∈ Rd,

luego por (2.7), (2.8) y (2.9) tenemos

∑
k∈Zd

(
M̂x(k)

)p
ϕ(k) =

∫
Rd

∑
k∈Zd

(
M̂x(k)

)p
ϕ(k)χck(t)dt

=

∫
Rd

∑
k∈Zd

sup
N∈N

1

(2N)d

∑
i∈Rk,N

|x(i)|

p

ϕ(k)χck(t)dt

=
∑
k∈Zd

∫
ck

(
sup
N∈N

1

(2N)d

∫
Qk,N

|x̄(s)|ds

)p

ϕ(k)dt.
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Observemos que para cada k ∈ Zd y toda t ∈ ck tenemos∫
Qk,N

|x̄(s)| ds ≤
∫
Qt,N+1

|x̄(s)| ds

pues Qk,N ⊂ Qt,N+1. Aśı

∑
k∈Zd

∫
ck

(
sup
N∈N

1

(2N)d

∫
Qk,N

|x̄(s)|ds

)p

ϕ(k)dt

≤ 2d
∑
k∈Zd

∫
ck

(
sup
N∈N

1

(2(N + 1))d

∫
Qt,N+1

|x̄(s)|ds

)p

ϕ(k)dt

≤ 2d
∫
Rd

(
M̄x̄(t)

)p
ϕ̄(t)dt.

Por la desigualdad de Fefferman-Stein (ver apéndice B, teorema B.2) existe K > 0 tal

que ∫
Rd

(
M̄x̄(t)

)p
ϕ̄(t)dt ≤ K

∫
Rd

|x̄(t)|pM̄ϕ̄(t)dt.

Aśı, tenemos que

∑
k∈Zd

(
M̂x(k)

)p
ϕ(k) ≤ 2dK

∫
Rd

|x̄(t)|pM̄ϕ̄(t)dt

= 2dK

∫
Rd

∑
k∈Zd

|x(k)|pM(ϕ̄(t))χck(t)dt

= 2dK
∑
k∈Zd

∫
ck

|x(k)|p
(
sup
r>0

1

(2r)d

∫
Qt,r

ϕ̄(s)ds

)
dt. (2.10)

Luego, sea k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd y t = (t1, . . . , td) ∈ ck, de modo que ki = ⌊ti⌋ para cada

i ∈ {1, . . . , d}. Supongamos que 0 < r < 1
2
y sea

D = {i ∈ Zd : Qt,r ∩ ci ̸= ∅}.

Notemos que D ̸= ∅, pues al menos k ∈ D. Es más

1

(2r)d

∫
Qt,r

ϕ̄(s)ds =
1

(2r)d

∑
i∈D

ϕ(i)ε1 . . . εd
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donde para cada j ∈ {1, . . . , d} se tiene que εj ≤ 2r. Aśı

1

(2r)d

∑
i∈D

ϕ(i)ε1 . . . εd ≤
∑
i∈D

ϕ(i) ≤ 4d
1

(2 · 2)d

∫
Qk,2

ϕ̄(s)ds.

También para r ≥ 1
2

1

(2r)d

∫
Qk,r

ϕ̄(s)ds ≤ 5d
1

(2⌈r + 1⌉)d

∫
Qk,⌈r+1⌉

ϕ̄(s)ds

pues

(2r)d ≥ (r + 1
2
)d = 5−d5d(r + 1

2
)d ≥ 5−d4d(r + 1

2
)d = 5−d(4r + 2)d

= 5−d(2(2r + 1))d ≥ 5−d(2⌊2r + 1⌋)d ≥ 5−d(2⌈r + 1⌉)d.

Aśı

∑
k∈Zd

∫
ck

|x(k)|p
(
sup
r>0

1

(2r)d

∫
Qt,r

ϕ̄(s)ds

)
dt

≤ 5d
∑
k∈Zd

|x(k)|p
(
sup
r>0

1

(2⌈r + 1⌉)d

∫
Qk,⌈r+1⌉

ϕ̄(s)ds

)

≤ 5d
∑
k∈Zd

|x(k)|p
sup

N∈N

1

(2N)d

∑
i∈Rk,N

ϕ(i)


≤ 5d

∑
k∈Zd

|x(k)|pM̂ϕ(k).

De aqúı y de (2.10) concluimos que

∑
k∈Zd

(
M̂x(k)

)p
ϕ(k) ≤ (10)dK

∑
k∈Zd

|x(k)|pM̂ϕ(k)

lo que completa la prueba. ■

Además de la desigualdad discreta de Fefferman-Stein, también haremos uso del si-

guiente lema.
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Lema 2.3.6. Para cualquier x ∈ ℓpq(Z
d) con 1 ≤ p ≤ q <∞, tenemos que Mx ∈ ℓ∞(Zd)

y ∥Mx∥ℓ∞(Zd) ≤ ∥x∥ℓpq(Zd).

Demostración. Sean x ∈ ℓpq(Z
d) y m∗ ∈ Zd fija. Entonces

Mx(m∗) = sup
N∈N0

1

|Sm∗,N |
∑

k∈Sm∗,N

|x(k)| ≤ sup
m∈Zd,N∈N0

1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|x(k)|.

Luego, bajo un proceso análogo al de la demostración del lema 1.2.1 tenemos que

1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|x(k)| ≤

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|x(k)|p
 1

p

.

Aśı

sup
m∈Zd,N∈N0

1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|x(k)| ≤ sup
m∈Zd,N∈N0

|Sm,N |−
1
p

 ∑
k∈Sm,N

|x(k)|p
 1

p

≤ sup
m∈Zd,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|x(k)|p
 1

p

= ∥x∥ℓpq(Zd)

lo que prueba el lema. ■

A continuación veremos el acotamiento del operador maximal de Hardy-Littlewood

como operador de ℓpq en śı mismo.

Teorema 2.3.7. Sea x ∈ ℓpq(Z
d) con 1 ≤ p ≤ q < ∞. Entonces Mx ∈ ℓpq(Z

d) y existe

C > 0 tal que ∥Mx∥ℓpq(Zd) ≤ C∥x∥ℓpq(Zd) para toda x ∈ ℓpq(Z
d).

Demostración. Sean m ∈ Zd y N ∈ N. Por el inciso (a) de la desigualdad de Fefferman-

Stein discreta existe K > 0 tal que

∑
k∈Zd

(Mx(k))p χSm,N
(k) ≤ K

∑
k∈Zd

|x(k)|pMχSm,N
(k)
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de aqúı que

∑
k∈Sm,N

(Mx(k))p ≤ K
∑
k∈Zd

|x(k)|pMχSm,N
(k)

= K
∑

k∈Sm,N

|x(k)|pMχSm,N
(k) +K

∞∑
j=1

∑
k∈S

m,2j+1N
\S

m,2jN

|x(k)|pMχSm,N
(k).

Luego, notemos que para cada k ∈ Zd tenemos

MχSm,N
(k) = sup

t∈N0

1

(2t+ 1)d

∑
i∈Sk,t

χSm,N
(i) = sup

t∈N0

1

(2t+ 1)d
|Sk,t ∩ Sm,N |.

Sea j ∈ N y supongamos que k ∈ Sm,2j+1N \Sm,2jN , entonces 2
jN < ∥k−m∥∞ < 2j+1N

con j ≥ 1, de aqúı que 0 < 2jN −N < ∥k −m∥∞ −N y por tanto ∥k −m∥∞ −N > 0.

Ahora observemos que

Sk,t ∩ Sm,N ̸= ∅ ⇔ ∥k −m∥∞ −N ≤ t (2.11)

pues si Sk,t ∩ Sm,N ̸= ∅ entonces existe al menos una l ∈ Sk,t ∩ Sm,N . Para esta l

se tiene que ∥l − m∥∞ ≤ N y ∥l − k∥∞ ≤ t, luego por la desigualdad del triángulo

∥k−m∥∞ ≤ ∥m− l∥∞ + ∥l− k∥∞ ≤ N + t, es decir, ∥k−m∥∞ −N ≤ t. Por otro lado si

∥k−m∥∞ −N ≤ t, entonces |ki −mi| −N ≤ t para toda i ∈ {1, . . . , d}. Suponiendo que

ki > mi tendŕıamos que ki− (mi−N) ≤ t. Similarmente, si suponemos ki < mi, entonces

(mi −N)− ki ≤ t. Definamos li := mi −N si ki < mi y li := mi +N si ki > mi. Es claro

que l = (l1, . . . , ld) ∈ Sm,N . También es claro que |li − ki| ≤ t para toda i ∈ {1, . . . , d}.
Aśı l ∈ Sk,t. Por lo que Sk,t ∩ Sm,N ̸= ∅.

También observemos que claramente

∥k −m∥∞ +N ≤ t⇒ Sk,t ∩ Sm,N = Sm,N . (2.12)

De las observaciones (2.11) y (2.12) se sigue que
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sup
t∈N0

1

(2t+ 1)d
|Sk,t ∩ Sm,N | = sup

∥k−m∥∞−N≤t≤∥k−m∥∞+N

1

(2t+ 1)d
|Sk,t ∩ Sm,N |

≤ (2N + 1)d

(2(∥k −m∥∞ −N) + 1)d

≤ (2N +N)d

(2(∥k −m∥∞ −N))d

≤
(
3

2

)d
Nd

(∥k −m∥∞ −N)d
.

Notemos que para cada k ∈ Zd tenemos MχSm,N
(k) ≤ M1(k) = 1 donde 1 denota la

función constante 1 en Zd.

Aśı

K
∑

k∈Sm,2N

|x(k)|pMχSm,N
(k) +K

∞∑
j=1

∑
k∈S

m,2j+1N
\S

m,2jN

|x(k)|pMχSm,N
(k)

≤ K
∑

k∈Sm,2N

|x(k)|p + (3
2
)dK

∞∑
j=1

∑
k∈S

m,2j+1N
\S

m,2jN

|x(k)|p Nd

(∥k −m∥∞ −N)d
.

Ahora, si k ∈ Sm,2j+1N \Sm,2jN entonces ∥k−m∥∞−N > 2jN−N ≥ 2j−1N . Entonces

K
∑

k∈Sm,2N

|x(k)|p + (3
2
)dK

∞∑
j=1

∑
k∈S

m,2j+1N
\S

m,2jN

|x(k)|p Nd

(∥k −m∥∞ −N)d

≤ K
∑

k∈Sm,2N

|x(k)|p + (3
2
)dK

∞∑
j=1

∑
k∈S

m,2j+1N

|x(k)|p Nd

(2j−1N)d

= K
∑

k∈Sm,2N

|x(k)|p + (3
2
)dK

∞∑
j=1

1

(2d)j−1

∑
k∈S

m,2j+1N

|x(k)|p.

Luego, observemos que para cada t ∈ Zd y toda n ∈ N0 tenemos
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∑
k∈St,n

|x(k)|p ≤ ∥x∥p
ℓpq(Zd)

(2n+ 1)d−
dp
q .

Aśı

K
∑

k∈Sm,2N

|x(k)|p + (3
2
)dK

∞∑
j=1

1

(2d)j−1

∑
k∈S

m,2j+1N

|x(k)|p

≤ K∥x∥p
ℓpq(Zd)

(4N + 1)d−
dp
q + (3

2
)dK

∞∑
j=1

1

(2d)j−1
∥x∥p

ℓpq(Zd)
(2j+2N + 1)d−

dp
q

≤ 2d−
dp
q K∥x∥p

ℓpq(Zd)
(2N + 1)d−

dp
q + (3

2
)dK

∞∑
j=1

(2j+1)d−
dp
q

(2d)j−1
∥x∥p

ℓpq(Zd)
(2N + 1)d−

dp
q

= 2d−
dp
q K∥x∥p

ℓpq(Zd)
(2N + 1)d−

dp
q + (3)d

(
2d−

dp
q

)( ∞∑
j=1

2j(d−
dp
q
)

(2d)j

)
K∥x∥p

ℓpq(Zd)
(2N + 1)d−

dp
q

≤ C∥x∥p
ℓpq(Zd)

(2N + 1)d−
dp
q

donde
C

2
=
(
2d−

dp
q K
)
∨

(
3d
(
2d−

2p
q

)( 1

1− 2−
dp
q

− 1

)
K

)
.

Aśı para m ∈ Zd y N ∈ N

∑
k∈Sm,N

(Mx(k))p ≤ C∥x∥p
ℓpq(Zd)

(2N + 1)d−
dp
q ,

es decir,

(2N + 1)
d
q
− d

p

 ∑
k∈Sm,N

(Mx(k))p

 1
p

≤ C
1
p∥x∥ℓpq(Zd).

Que esta desigualdad se cumple para N = 0 se sigue del lema 2.3.6.

Por lo tanto,

∥Mx∥ℓpq(Zd) ≤
(
C

1
p ∨ 1

)
∥x∥ℓpq(Zd)

lo que completa la prueba.

■
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2.4. Potenciales de Riesz

En [3], Chiarenza y Frasca demostraron el acotamiento de los potenciales de Riesz en

espacios de Morrey usando el acotamiento de la función maximal de Hardy-Littlewood

en estos espacios.

En el caso de los espacios de Morrey discretos también tenemos el acotamiento de los

potenciales de Riesz en ℓpq como consecuencia del acotamiento del operador maximal de

Hardy-Littlewood en ℓpq .

Teorema 2.4.1. Sean 0 < α < d y 1 < p < q < d
α
. Definimos para x ∈ ℓpq(Z

d) y k ∈ Zd

Iαx(k) =
∑

i∈Zd\{k}

x(i)

∥k − i∥d−α
∞

. (2.13)

Fijamos s = dp
d−αq

y t = qs
p
. Entonces Iαx ∈ ℓst(Z

d) para cada x ∈ ℓpq(Z
d). Además, existe

una C > 0 tal que

∥Iαx∥ℓst (Zd) ≤ C∥x∥ℓpq(Zd)

para x ∈ ℓpq(Z
d).

Antes de la demostración veamos que s y t están bien definidas, es decir que s > 1 y

s < t.

Notemos que 1 > 1 − αq
d
, entonces p > 1 − αq

d
, luego multiplicando por d, dp > d − αq,

entonces dp
d−αq

> 1 y aśı s > 1.

Por otro lado, como p < q entonces dp
d−αq

< dq
d−αq

, pero dq
d−αq

= dpq
p(d−αq)

= qs
p
, entonces

dp
d−αq

< qs
p
, es decir, s < t.

Aśı, ℓst está bien definido.

Demostración. Sean x ∈ ℓpq(Z
d) y m ∈ Zd. Entonces

Mx(m) = sup
N∈N0

1

(2N + 1)d

∑
k∈Sm,N

|x(k)|

≤ |x(m)| ∨ sup
N∈N

1

(2N)d

∑
k∈Sm,N

|x(k)|
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≤ 2d

 1

2d

∑
k∈Sm,1

|x(k)| ∨ sup
N∈N

1

(2N)d

∑
k∈Sm,N

|x(k)|


≤ 2d sup

r≥1

1

(2r)d

∑
k∈Zd,∥m−k∥∞≤r

|x(k)|.

Por otro lado

sup
r≥1

1

(2r)d

∑
k∈Zd,∥m−k∥∞≤r

|x(k)| ≤ sup
r≥1

1

(2⌊r⌋)d
∑

k∈Zd,∥m−k∥∞≤⌊r⌋

|x(k)|

= sup
N∈N

1

(2N)d

∑
k∈Sm,N

|x(k)|

= sup
N∈N

(2N + 1)d

(2N)d(2N + 1)d

∑
k∈Sm,N

|x(k)|

≤
(
3

2

)d

sup
N∈N

1

(2N + 1)d

∑
k∈Sm,N

|x(k)|

=

(
3

2

)d

Mx(m).

Aśı (
2

3

)d

sup
r≥1

1

(2r)d

∑
k∈Zd,

∥m−k∥∞≤r

|x(k)| ≤Mx(m) ≤ 2d sup
r≥1

1

(2r)d

∑
k∈Zd,

∥m−k∥∞≤r

|x(k)|. (2.14)

Ahora, sea r ≥ 1 y fijemos k ∈ Zd. Entonces

Iαx(k) =
∑

i∈Zd\{k}

x(i)

∥k − i∥d−α
∞

=
∑

0<∥k−i∥∞≤r

x(i)

∥k − i∥d−α
∞

+
∑

∥k−i∥∞>r

x(i)

∥k − i∥d−α
∞

.

Definamos

I1 :=
∑

0<∥k−i∥∞≤r

x(i)

∥k − i∥d−α
∞

e I2 :=
∑

∥k−i∥∞>r

x(i)

∥k − i∥d−α
∞

.

Observemos que

|I1| ≤
∞∑
j=0

∑
r2−j−1<∥k−i∥∞≤r2−j

|x(i)|
∥k − i∥d−α

∞
,
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luego si ∥k − i∥∞ > r2−j−1 entonces ∥k − i∥α−d
∞ < rα−d2−jα+jd−α+d, pues α < d. Aśı

∞∑
j=0

∑
r2−j−1<∥k−i∥∞≤r2−j

|x(i)|
∥k − i∥d−α

∞
<

∞∑
j=0

∑
r2−j−1<∥k−i∥∞≤r2−j

|x(i)|rα−d2−jα+jd−α+d

≤ rα2d−α

∞∑
j=0

2−jα 1

(r2−j)d

∑
0<∥k−i∥∞≤r2−j

|x(i)|.

Sea J = máx{j ∈ N0 : r2−j ≥ 1}. Como
∑

0<∥k−i∥∞≤r2−j |x(i)| es una suma vaćıa para

toda j > J , tenemos

rα2d−α

∞∑
j=0

2−jα 1

(r2−j)d

∑
0<∥k−i∥∞≤r2−j

|x(i)| = rα2d−α

J∑
j=0

2−jα 1

(r2−j)d

∑
0<∥k−i∥∞≤r2−j

|x(i)|.

Usando (2.14) existe una constante C0 para la cual

rα2d−α

J∑
j=0

2−jα 1

(r2−j)d

∑
0<∥k−i∥∞≤r2−j

|x(i)| ≤ C0r
αMx(k).

Ahora notemos que

|I2| ≤
∞∑
j=0

∑
2jr<∥k−i∥∞≤2j+1r

|x(i)|
∥k − i∥d−α

∞
.

Si ∥k − i∥∞ > 2jr entonces ∥k − i∥α−d
∞ < (2jr)α−d. Aśı obtenemos

∞∑
j=0

∑
2jr<∥k−i∥∞≤2j+1r

|x(i)|
∥k − i∥d−α

∞
<

∞∑
j=0

(2jr)α−d
∑

∥k−i∥∞≤2j+1r

|x(i)|

≤
∞∑
j=0

(2jr)α−d+ d
p
− d

q

 ∑
∥k−i∥∞≤2j+1r

1

 1
p′

(2jr)
d
q
− d

p

 ∑
∥k−i∥∞≤2j+1r

|x(i)|p
 1

p

donde 1
p′
+ 1

p
= 1. Además, notando que

(2j⌊r⌋)
d
q
− d

p =
(2j⌊r⌋)

d
q
− d

p (2j+2⌊r⌋+ 1)
d
q
− d

p

(2j+2⌊r⌋+ 1)
d
q
− d

p

=

(
2j⌊r⌋

2j+2⌊r⌋+ 1

) d
q
− d

p

(2j+2⌊r⌋+ 1)
d
q
− d

p
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=

(
2j+2⌊r⌋+ 1

2j⌊r⌋

) d
p
− d

q

(2j+2⌊r⌋+ 1)
d
q
− d

p =

(
22 +

1

2j⌊r⌋

) d
p
− d

q

(2j+2⌊r⌋+ 1)
d
q
− d

p

≤ 8
d
p
− d

q (2j+2⌊r⌋+ 1)
d
q
− d

p ,

tenemos

∞∑
j=0

(2jr)α−d+ d
p
− d

q

 ∑
∥k−i∥∞≤2j+1r

1

 1
p′

(2jr)
d
q
− d

p

 ∑
∥k−i∥∞≤2j+1r

|x(i)|p
 1

p

≤
∞∑
j=0

(2jr)α−d+ d
p
− d

q
(
2j+2r + 1

) d
p′ (2j⌊r⌋)

d
q
− d

p

 ∑
∥k−i∥∞≤2j+1⌊r⌋

|x(i)|p
 1

p

≤ 8
d
p
− d

q

∞∑
j=0

(2jr)α−d+ d
p
− d

q
(
2j+2r + 1

) d
p′ (2j+2⌊r⌋+ 1)

d
q
− d

p

 ∑
i∈S

k,2j+1⌊r⌋

|x(i)|p
 1

p

≤ 8
d
p
− d

q

∞∑
j=0

(2jr)α−d+ d
p
− d

q
(
2j+2r + 1

) d
p′ ∥x∥ℓpq(Zd).

Notemos que

(2j+2r + 1)
d
p′ = (222jr + 1)

d
p′ ≤ (222jr + 2jr)

d
p′

= (22 + 1)
d
p′ (2jr)

d
p′ ,

y que existen constantes C1, C2 > 0 tales que

8
d
p
− d

q

∞∑
j=0

(2jr)α−d+ d
p
− d

q
(
2j+2r + 1

) d
p′ ∥x∥ℓpq(Zd) ≤ C1

∞∑
j=0

(2jr)
α−d+ d

p
− d

q
+ d

p′ ∥x∥ℓpq(Zd)

= C1

∞∑
j=0

(2jr)α−
d
q ∥x∥ℓpq(Zd)

= C2∥x∥ℓpq(Zd)r
α− d

q ,

ya que α− d
q
< 0.

Aśı para C3 = C0 ∨ C2, se tiene que

|Iαx(k)| ≤ C3

(
rαMx(k) + rα−

d
q ∥x∥ℓpq(Zd)

)
. (2.15)
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Luego, suponiendo que k ∈ Zd satisface Mx(k) ̸= 0, por el lema 2.3.6 podemos tomar

r :=

(∥x∥ℓpq(Zd)

Mx(k)

) q
d

≥ 1

en (2.15) y obtener

|Iαx(k)| ≤ C3

((∥x∥ℓpq(Zd)

Mx(k)

) q
d

)α

Mx(k) +

((∥x∥ℓpq(Zd)

Mx(k)

) q
d

)α− d
q

∥x∥ℓpq(Zd)



= C3

 ∥x∥
αq
d

ℓpq(Zd)

(Mx(k))
αq
d
−1

+
∥x∥

αq
d

ℓpq(Zd)

(Mx(k))
αq
d
−1


= 2C3(Mx(k))1−

αq
d ∥x∥

αq
d

ℓpq(Zd)
.

Por otro lado, si Mx(k) = 0 entonces x = 0 y entonces Iαx(k) = 0.

Aśı, la desigualdad

|Iαx(k)| ≤ 2C3(Mx(k))1−
αq
d ∥x∥

αq
d

ℓpq(Zd)

es válida en este caso también. Por tanto,

∥Iαx∥ℓst (Zd) = sup
m∈Z,N∈N0

 1

(2N + 1)d−
ds
t

∑
k∈Sm,N

|Iαx(k)|s
 1

s

≤ sup
m∈Z,N∈N0

 1

(2N + 1)d−
ds
t

∑
k∈Sm,N

∣∣∣2C3(Mx(k))1−
αq
d ∥x∥

αq
d

ℓpq(Zd)

∣∣∣s
 1

s

= 2C3∥x∥
αq
d

ℓpq(Zd)
sup

m∈Z,N∈N0

 1

(2N + 1)d−
ds

qs/p

∑
k∈Sm,N

∣∣∣(Mx(k))p(
d−αq
dp )

∣∣∣s
 1

s

= 2C3∥x∥
αq
d

ℓpq(Zd)
sup

m∈Z,N∈N0

 1

(2N + 1)d−
dp
q

∑
k∈Sm,N

∣∣∣(Mx(k))
p
s

∣∣∣s
 1

s

= 2C3∥x∥
αq
d

ℓpq(Zd)
sup

m∈Z,N∈N0

 1

(2N + 1)d−
dp
q

∑
k∈Sm,N

(Mx(k))p


p
ps
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= 2C3∥x∥
αq
d

ℓpq(Zd)
sup

m∈Z,N∈N0

1

(2N + 1)
d
p
− d

q

 ∑
k∈Sm,N

(Mx(k))p

 1
p

p
s

= 2C3∥x∥
αq
d

ℓpq(Zd)
∥Mx∥

p
s

ℓpq(Zd)
.

Luego por el teorema 2.3.7 existe C > 0 tal que

2C3 ∥x∥
αq
d

ℓpq(Zd)
∥Mx∥

p
s

ℓpq(Zd)
≤ C ∥x∥

αq
d

ℓpq(Zd)
∥x∥

p
s

ℓpq(Zd)
≤ C ∥x∥

αq
d
+ p

s

ℓpq(Zd)

= C ∥x∥
αq
d
+

p(d−αq)
dp

ℓpq(Zd)
= C ∥x∥

αq
d
+1−αq

d

ℓpq(Zd)

= C ∥x∥ℓpq(Zd).

Por lo tanto

∥Iαx∥ℓst (Zd) ≤ C ∥x∥ℓpq(Zd).

■





Caṕıtulo 3

Constantes geométricas en ℓ
p
q

En este caṕıtulo definiremos las siguientes tres constantes geométricas: la constante de

Von Neumann-Jordan, la constante de James y la constante de Dunkl-Williams. Estas

constantes están definidas en espacios de Banach y dependiendo de su valor nos dan cierta

información sobre el espacio. En cada sección analizaremos cada una de las constantes

para espacios de Banach en general y veremos su valor en los espacios de Morrey discretos.

3.1. Constante de Von Neumann-Jordan

En análisis funcional unos de los espacios más útiles en aplicaciones prácticas son los

espacios de Hilbert. Por esta razón, muchas veces nos interesa saber si en un espacio de

Banach dado, podemos definir un producto interior de modo que la norma del espacio,

esté inducida por tal producto interior. Para ello tenemos diversas caracterizaciones, co-

mo la siguiente dada por P. Jordan y J. Von Neumann en [17] conocida como ley del

paralelogramo.

Teorema 3.1.1. Sea X un espacio normado con norma ∥ ·∥. Para que sea posible definir

un productor interior ⟨x, y⟩ en X de forma que ∥ · ∥ sea la norma inducida por ⟨x, y⟩ la

siguiente condición es necesaria y suficiente

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2)

para toda x, y ∈ X.
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En un espacio normado, es posible definir constantes que midan uniformemente su falta

de cuadratura. Por ello, definiremos diferentes constantes, iniciando con la constante de

Von Neumann-Jordan.

Definición 3.1.2. Sea X un espacio normado. Denotaremos por CNJ(X) a la constante

de Von Neumann-Jordan, definida por

CNJ(X) := sup

{
∥x+ y∥2X + ∥x− y∥2X

2 (∥x∥2X + ∥y∥2X)
: x, y ∈ X \ {0}

}
.

Usando la definición de la constante de Von Neumann-Jordan y restringiéndonos a

espacios de Banach, podemos reescribir el teorema 3.1.1 como sigue.

Teorema 3.1.3. Un espacio de Banach X es un espacio de Hilbert si y solo si CNJ(X) =

1.

Naturalmente uno podŕıa preguntarse si CNJ(X) puede tomar cualquier valor. La

respuesta es no. Los valores de CNJ(X) están acotados, como se enuncia en la siguiente

observación cuya demostración puede consultarse en [17].

Observación 3.1.4. Sea X un espacio de Banach, entonces

1 ≤ CNJ(X) ≤ 2.

Un ejemplo de los valores que toma CNJ(X) cuando X es un espacio de Banach

conocido es el siguiente demostrado por Clarkson en [4].

Ejemplo 3.1.5. Para Lp = Lp(Rd) con 1 ≤ p ≤ ∞, tenemos

CNJ(L
p) = máx{2

2
p
−1, 21−

2
p}. (3.1)

Notemos que CNJ(L
p) = 1 si y sólo si p = 2. Es decir, el único espacio de Lebesgue

que es espacio de Hilbert es L2, lo cual ya sab́ıamos de la teoŕıa de espacios de Hilbert.

Ahora, para los espacios de Morrey clásicos tenemos el siguiente resultado demostrado

por Hendra Gunawan, Eder Kikianty, Yoshihiro Sawano y Christopher Schwanke en [10].

Teorema 3.1.6. Si 1 ≤ p < q <∞, entonces CNJ(Mp
q) = 2.
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La condición p < q es muy importante ya que si p = q entonces Mp
q = Lp y por (3.1)

sabemos CNJ(L
p) = 2 si y sólo si p ∈ {1,∞}.

Ahora, pasando al caso discreto, tenemos el siguiente resultado para espacios de Morrey

discretos ℓpq = ℓpq(Z
d).

Teorema 3.1.7. Si 1 ≤ p < q <∞, entonces CNJ(ℓ
p
q) = 2.

Demostración. Sean 1 ≤ p < q <∞ y consideremos primero el caso d = 1.

Sea n ∈ Z un número par con n > 2
q

q−p − 1, o equivalentemente (n+ 1)
1
q
− 1

p < 2−
1
p .

Considere las sucesiones (xk)k∈Z y (yk)k∈Z definidas por

xk :=

{
1 si k = 0, n

0 si k ̸= 0, n

y

yk :=


1 si k = 0

−1 si k = n

0 si k ̸= 0, n.

Entonces tenemos

∥x∥ℓpq = sup
m∈Z,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

= máx

1, |Sn
2
,n
2
|
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sn

2 , n2

|xk|p
 1

p


= máx

{
1, (n+ 1)

1
q
− 1

p2
1
p

}
.

Luego, por nuestra elección de n, tenemos que (n + 1)
1
q
− 1

p2
1
p < 1 y por tanto ∥x∥ℓpq = 1.

De manera análoga ∥y∥ℓpq = 1.

Adicionalmente, notemos que

∥x+ y∥ℓpq = sup
m∈Z,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk + yk|p
 1

p

= |S0,0|
1
q
− 1

p (|x0 + y0|p)
1
p = 2
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y

∥x− y∥ℓpq = sup
m∈Z,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk − yk|p
 1

p

= |Sn,0|
1
q
− 1

p (|xn + yn|p)
1
p = 2,

por lo que
∥x+ y∥2

ℓpq
+ ∥x− y∥2

ℓpq

2
(
∥x∥2

ℓpq
+ ∥y∥2

ℓpq

) =
22 + 22

2 (12 + 12)
= 2.

Por lo tanto

CNJ(ℓ
p
q(Z)) = 2.

Ahora consideremos el caso d ≥ 1.

Sea n ∈ Z un número par con n > 2
q

d(q−p) − 1, o equivalentemente (n+ 1)d(
1
q
− 1

p
) < 2−

1
p .

Sean x, y ∈ ℓpq(Z
d) las funciones x, y : Zd → R tales que

x(k) :=

{
1 si k = (0, 0, . . . , 0), (n, 0, . . . , 0)

0 en otro caso

y

y(k) :=


1 si k = (0, 0, . . . , 0)

−1 si k = (n, 0, . . . , 0)

0 en otro caso.

Entonces tenemos

∥x∥ℓpq = sup
m∈Z,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|x(k)|p
 1

p

= máx

1, |Sn
2
,n
2
|
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sn

2 , n2

|x(k)|p
 1

p


= máx

{
1, (n+ 1)d(

1
q
− 1

p
) 2

1
p

}
.

Luego, por la elección de n tenemos que (n+ 1)d(
1
q
− 1

p
) 2

1
p

< 1, y aśı ∥x∥ℓpq(Zd) = 1. Análo-

gamente ∥y∥ℓpq(Zd) = 1.
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Más aún, de manera análoga al caso d = 1 obtenemos que

∥x+ y∥ℓpq(Zd) = 2 y ∥x− y∥ℓpq(Zd) = 2.

Por lo tanto, tenemos que

∥x+ y∥2
ℓpq(Zd)

+ ∥x− y∥2
ℓpq(Zd)

2
(
∥x∥2

ℓpq(Zd)
+ ∥y∥2

ℓpq(Zd)

) =
22 + 22

2 (12 + 12)
= 2.

Y aśı

CNJ(ℓ
p
q(Z

d)) = 2.

■

Lo que nos dice el teorema 3.1.7, es que los espacios de Morrey discretos están muy

lejos de ser espacios de Hilbert cuando q sea estrictamente mayor que p.

3.2. Constante de James

El concepto de reflexividad fue introducido por H. Hahn en 1927, ya que este concepto

tuvo suma importancia en su estudio sobre ecuaciones lineales en espacios normados. La

reflexividad se define de la siguiente manera.

Definición 3.2.1. Un espacio normado X se dice reflexivo si es isométrico a su doble

dual X∗∗ bajo el mapeo natural

ϕ : X → X∗∗

x 7→ Fx

donde Fx(f) = f(x) para cada f ∈ X∗.

Para saber si un espacio normado X es reflexivo tenemos una caracterización dada por

Robert C. James en [15]. Antes de enunciarla necesitaremos de la siguiente definición.

Definición 3.2.2. La bola unitaria de un espacio normado se dice ser uniformemente

no-cuadrada si y sólo si existe un número positivo δ tal que no existen elementos x y y

de la bola unitaria para los cuales ∥1
2
(x+ y)∥ > 1− δ y ∥1

2
(x− y)∥ > 1− δ.
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Teorema 3.2.3. Un espacio de Banach es reflexivo si su bola unitaria es uniformemente

no-cuadrada.

Gracias a este teorema, todo lo que tenemos que hacer para saber si un espacio de

Banach es reflexivo es demostrar que su bola unitaria es uniformemente no-cuadrada, sin

embargo, esto no parece una tarea fácil.

Para poder enunciar una caracterización que nos diga cuándo la bola unitaria de un

espacio de Banach es uniformemente no-cuadrada definiremos la constante de James.

Definición 3.2.4. Sea X un espacio normado. Denotaremos por CJ(X) a la constante

de James, definida por

CJ(X) := sup {mı́n{∥x+ y∥X , ∥x− y∥X} : x, y ∈ X, ∥x∥X = ∥y∥X = 1} .

El siguiente resultado puede consultarse en [18].

Teorema 3.2.5. Un espacio de Banach X es uniformemente no-cuadrado (esto es, que

su bola unitaria es uniformemente no-cuadrada) si y sólo si CJ(X) < 2.

Es aśı que la constante de James nos ayuda a saber si un espacio de Banach es unifor-

memente no-cuadrado y por tanto saber si es reflexivo.

Como antes, uno podŕıa preguntarse sobre el rango de valores que puede tomar la

constante de James y para ilustrarlos tenemos la siguiente observación demostrada en [2].

Observación 3.2.6. Sea X un espacio de Banach, entonces

√
2 ≤ CJ(X) ≤ 2.

Veamos en los siguientes dos ejemplos los valores que toma la constante de James en

algunos espacios [8].

Ejemplo 3.2.7. Si X es un espacio de Hilbert, entonces CJ(X) =
√
2.

Es importante aclarar que el rećıproco no es verdadero, es decir, si CJ(X) =
√
2 no

necesariamente X es Hilbert.
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Ejemplo 3.2.8. Para Lp = Lp(Rd) con 1 ≤ p ≤ ∞, tenemos

CJ(L
p) = máx{2

1
p , 21−

1
p}. (3.2)

Su valor para espacios de Morrey clásicos también fue demostrado por Gunawan et al.

en [10].

Ejemplo 3.2.9. Si 1 ≤ p < q <∞, entonces CJ(Mp
q) = 2.

Al igual que para la constante de Von Neumann-Jordan la condición p < q es muy im-

portante ya que si p = q entoncesMp
q = Lp y por (3.2), CJ(L

p) = 2 si y sólo si p ∈ {1,∞}.

A continuación, el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.2.10. Si 1 ≤ p < q <∞, entonces CJ(ℓ
p
q(Z

d)) = 2.

Demostración. Sean 1 ≤ p < q < ∞. Sean n ∈ Z y x, y ∈ ℓpq(Z
d) como en la demos-

tración del teorema 3.1.7. Es decir, n ∈ Z es un número par tal que n > 2
q

d(q−p) − 1, o

equivalentemente (n + 1)d(
1
q
− 1

p
) < 2−

1
p , y x, y ∈ ℓpq(Z

d) son las funciones x, y : Zd → R

tales que

x(k) :=

{
1 si k = (0, 0, . . . , 0), (n, 0, . . . , 0)

0 en otro caso

y

y(k) :=


1 si k = (0, 0, . . . , 0)

−1 si k = (n, 0, . . . , 0)

0 en otro caso.

De la demostración del teorema 3.1.7 tenemos que

∥x∥ℓpq(Zd) = 1,

∥y∥ℓpq(Zd) = 1,

∥x+ y∥ℓpq(Zd) = 2 y

∥x− y∥ℓpq(Zd) = 2.

Aśı

CJ(ℓ
p
q) = sup

{
mı́n{∥x+ y∥ℓpq , ∥x− y∥ℓpq} : x, y ∈ ℓpq , ∥x∥ℓpq = ∥y∥ℓpq = 1

}
= 2
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donde ℓpq = ℓpq(Z
d). ■

Lo que nos dice el teorema 3.2.10 que acabamos de demostrar es que los espacios de

Morrey discretos ℓpq con p < q no son reflexivos, es decir, no son isométricos a su doble

dual bajo el mapeo natural.

3.3. Constante de Dunkl-Williams

De la primera sección obtuvimos una constante que nos ayuda a saber si un espacio

de Banach es un espacio de Hilbert. De la segunda sección obtuvimos otra constante

que nos ayuda a saber si un espacio de Banach es reflexivo. En esta sección definiremos

una constante que nos va a servir para ambas cosas a la cual llamaremos constante de

Dunkl-Williams.

Las principales referencias para esta sección son [5], [16] y [10].

Definición 3.3.1. Sea X un espacio normado. Denotaremos por CDW (X) a la cons-

tante de Dunkl-Williams, definida por

CDW (X) := sup

{
∥x∥X + ∥y∥X
∥x− y∥X

∥∥∥∥ x

∥x∥X
− y

∥y∥X

∥∥∥∥
X

: x, y ∈ X, x, y, x− y ̸= 0

}
.

Al igual que con las constantes CNJ(X) y CJ(X), el rango de valores de la constante

de Dunkl-Williams es acotado [5].

Observación 3.3.2. Sea X un espacio de Banach, entonces

2 ≤ CDW (X) ≤ 4.

Como primer resultado tendremos una relación entre los valores de la constante de

James y la constante de Dunkl-Williams [16].

Teorema 3.3.3. Sea X un espacio de Banach. Entonces CJ(X) < 2 si y sólo si CDW (X) <

4.

De los teoremas 3.3.3, 3.2.3 y 3.2.5, se sigue la siguiente proposición.

Proposición 3.3.4. Un espacio de Banach X es reflexivo si CDW (X) < 4.
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Demostración. Sea X un espacio de Banach tal que CDW (X) < 4. Por el teorema 3.3.3

tenemos que CJ(X) < 2. Entonces por el teorema 3.2.5 X es uniformemente no-cuadrado

y por el teorema 3.2.3 X es reflexivo. ■

Nuestro resultado para espacios de Hilbert es el siguiente (ver [5]).

Teorema 3.3.5. Un espacio de Banach X es un espacio de Hilbert si y sólo si CDW (X) =

2.

Además, para espacios de Lebesgue (ver [16]) tenemos que

CDW (L1) = CDW (L∞) = 4.

En espacios de Morrey clásicos tenemos el siguiente resultado demostrado por Gunawan

et al. en [10].

Teorema 3.3.6. Si 1 ≤ p < q <∞, entonces CDW (Mp
q) = 4.

Y por último, para espacios de Morrey discretos

Teorema 3.3.7. Si 1 ≤ p < q <∞, entonces CDW (ℓpq(Z
d)) = 4.

Demostración. Aśı como en la demostración del teorema 3.1.7, se hará la demostración

para el caso d = 1. El caso d > 1 será completamente análogo.

Sean 1 ≤ p < q <∞. Sean n ∈ Z y x, y ∈ ℓpq como en la demostración del teorema 3.1.7,

Es decir, n es un número par tal que (n + 1)
1
q
− 1

p < 2−
1
p , y x, y ∈ ℓpq son las sucesiones

(xk)k∈Z y (yk)k∈Z definidas por

xk :=

{
1 si k = 0, n

0 si k ̸= 0, n

y

yk :=


1 si k = 0

−1 si k = n

0 si k ̸= 0, n.
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De la demostración del teorema 3.1.7 sabemos que ∥x∥ℓpq = 1 y que ∥x− y∥ℓpq = 2. Ahora,

observemos que para 0 < r < 1 tenemos que

∥x+ ry∥ℓpq = ∥(1 + r, 0, . . . , 0, 1− r, 0, . . . )∥ℓpq

= sup
m∈Z,N∈N0

|Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk + ryk|p
 1

p

= máx

1 + r, |Sn
2
,n
2
|
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sn

2 , n2

|xk + ryk|p
 1

p


= máx

{
1 + r, (n+ 1)

1
q
− 1

p (|1 + r|p + |1− r|p)
1
p

}
.

Luego, por la elección de n tenemos

(n+ 1)
1
q
− 1

p (|1 + r|p + |1− r|p)
1
p < 2−

1
p (|1 + r|p + |1− r|p)

1
p

<

(
|1 + r|p + |1 + r|p

2

) 1
p

= 1 + r.

Aśı ∥x+ ry∥ℓpq = 1 + r.

Entonces

∥x∥ℓpq + ∥x+ ry∥ℓpq
∥x− x− ry∥ℓpq

∥∥∥∥∥ x

∥x∥ℓpq
− x+ ry

∥x+ ry∥ℓpq

∥∥∥∥∥
ℓpq

=

(
1 + 1 + r

r

)∥∥∥∥x− x+ ry

1 + r

∥∥∥∥
ℓpq

=

(
2 + r

r

)∥∥∥∥x+ rx− x− ry

1 + r

∥∥∥∥
ℓpq

=

(
2 + r

r

)(
r∥x− y∥ℓpq

1 + r

)

=

(
2 + r

r

)(
2r

1 + r

)

=
4 + 2r

1 + r
.
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Luego haciendo r ↓ 0, obtenemos que CDW (ℓpq) = 4, como queŕıamos.

■





Caṕıtulo 4

Generalizaciones de ℓ
p
q

En el caṕıtulo 1 vimos que aśı como los espacios de Morrey son una generalización de

los espacios Lp, los espacios de Morrey discretos ℓpq también son una generalización de

los espacios de sucesiones ℓp. En este caṕıtulo veremos algunas generalizaciones pero de

los espacios de Morrey discretos y algunos resultados similares a los vistos en el primer

caṕıtulo, los cuales también fueron demostrados por Gunawan et al. en [11].

Es importante aclarar que en este caṕıtulo ℓpq = ℓpq(Z).

4.1. Espacios de Morrey discretos tipo débil

Definición 4.1.1. Sean 1 ≤ p ≤ q < ∞. El espacio de Morrey discreto tipo débil

denotado por wℓpq, se define como el conjunto de sucesiones x = (xk)k∈Z tomando valores

en K tales que ∥x∥wℓpq <∞, donde

∥x∥wℓpq := sup
m∈Z,N∈N0,

γ>0

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|
1
p .

Observación 4.1.2. De la observación 1.1.2, claramente se sigue que para q = p

wℓpp = wℓp.

59
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De hecho, wℓp tiene más elementos que ℓp. Para ilustrar esto basta considerar la su-

cesión x = (xk)k∈Z dada por x0 = 1 y xk = |k|−
1
p con k ̸= 0, la cual evidentemente no

está en ℓp. Sin embargo, śı es un elemento de wℓp, pues para cualquier m ∈ Z, N ∈ N0 y

0 < γ < 1 tenemos

γ |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|
1
p ≤ γ |{k ∈ S0,N : |xk| > γ}|

1
p

≤ γ

(
1 + 2

∣∣∣{k ∈ N : 1 ≤ k ≤ N, k−
1
p > γ

}∣∣∣ 1p)

≤ γ
(
1 + 2

∣∣{k ∈ N : 1 ≤ k ≤ N, k < γ−p
}∣∣ 1p)

< γ

(
1 +

2

γ

)
< 3.

Aśı

∥x∥wℓpp <∞.

De manera análoga, wℓpq tiene más elementos que ℓpq como enunciaremos y demostra-

remos en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.3. Sean 1 ≤ p ≤ q <∞. Entonces

ℓpq ⊆ wℓpq .

Además ∥x∥wℓpq ≤ ∥x∥ℓpq para cada x ∈ ℓpq.

Demostración. Sean x ∈ ℓpq , m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0. Observemos que

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|
1
p = |Sm,N |

1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N ,|xk|>γ

γp

 1
p

≤ |Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N ,|xk|>γ

|xk|p
 1

p

≤ |Sm,N |
1
q
− 1

p

 ∑
k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

,

y tomando supremos sobre m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0 obtenemos ∥x∥wℓpq ≤ ∥x∥ℓpq .
Por lo tanto ℓpq ⊆ wℓpq . ■
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A diferencia de ℓpq , los espacios de Morrey discretos tipo débil no son espacios de

Banach. Veremos que son espacios completos pero con respecto a la cuasi-norma ∥ · ∥wℓpq .

Teorema 4.1.4. Para 1 ≤ p ≤ q <∞, el mapeo ∥ · ∥wℓpq es una cuasi-norma, lo que hace

a (wℓpq , ∥ · ∥wℓpq ) un espacio cuasi-normado.

Demostración. De la definición de ∥ · ∥wℓpq es claro que ∥x∥wℓpq ≥ 0 para toda x ∈ wℓpq .

Sean m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0, si x = 0 entonces {k ∈ Sm,N : |xk| > γ} = ∅, de aqúı

que |Sm,N |
1
q
− 1

pγ|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|
1
p = 0 para cualquier m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0.

Tomando supremo sobre m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0 tenemos ∥x∥wℓpq = 0.

Rećıprocamente si ∥x∥wℓpq = 0 entonces |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}| = 0 para toda m ∈ Z,
N ∈ N0 y γ > 0, es decir, 0 < |xk| ≤ γ para toda k ∈ Z y para toda γ > 0. Aśı x = 0.

Ahora, para x ∈ wℓpq y α ∈ K, si α = 0 claramente ∥αx∥wℓpq = |α|∥x∥wℓpq . Supongamos

que α ̸= 0, entonces

∥αx∥wℓpq = sup
m∈Z,N∈N0,

γ>0

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ|{k ∈ Sm,N : |αx| > γ}|
1
p

= sup
m∈Z,N∈N0,

γ>0

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ

∣∣∣∣{k ∈ Sm,N : |xk| >
γ

|α|

}∣∣∣∣ 1p ,
luego haciendo δ = γ

|α|

sup
m∈Z,N∈N0,

γ>0

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ

∣∣∣∣{k ∈ Sm,N : |xk| >
γ

|α|

}∣∣∣∣ 1p

= sup
m∈Z,N∈N0

δ>0

|Sm,N |
1
q
− 1

p δ|α| |{k ∈ Sm,N : |xk| > δ}|
1
p

= |α|∥x∥wℓpq .

Por último, sean x, y ∈ wℓpq . Para cualquier m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0 observemos que

{k ∈ Sm,N : |xk + yk| > γ} ⊆ {k ∈ Sm,N : |xk|+ |yk| > γ}

⊆
{
k ∈ Sm,N : |xk| >

γ

2

}
∪
{
k ∈ Sm,N : |yk| >

γ

2

}
.
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Aśı para cualquier m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0 tenemos(
|Sm,N |

1
q
− 1

pγ
)p

|{k ∈ Sm,N : |xk + yk| > γ}| ≤
(
|Sm,N |

1
q
− 1

pγ
)p ∣∣∣{k ∈ Sm,N : |xk| >

γ

2

}∣∣∣
+
(
|Sm,N |

1
q
− 1

pγ
)p ∣∣∣{k ∈ Sm,N : |yk| >

γ

2

}∣∣∣ ,
haciendo δ = γ

2
a la derecha de la desigualdad(

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ
)p

|{k ∈ Sm,N : |xk + yk| > γ}| ≤ 2p
(
|Sm,N |

1
q
− 1

p δ
)p

|{k ∈ Sm,N : |xk| > δ}|

+ 2p
(
|Sm,N |

1
q
− 1

p δ
)p

|{k ∈ Sm,N : |yk| > δ}| ,

de donde

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ |{k ∈ Sm,N : |xk + yk| > γ}|
1
p ≤ 2|Sm,N |

1
q
− 1

p δ |{k ∈ Sm,N : |xk| > δ}|
1
p

+ 2|Sm,N |
1
q
− 1

p δ |{k ∈ Sm,N : |yk| > δ}|
1
p

≤ 2
[
∥x∥wℓpq + ∥y∥wℓpq

]
,

y tomando supremo sobre m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0 obtenemos

∥x+ y∥wℓpq ≤ 2
[
∥x∥wℓpq + ∥y∥wℓpq

]
.

■

Proposición 4.1.5. Para 1 ≤ p ≤ q <∞, wℓpq es completo con respecto a la cuasi-norma

∥ · ∥wℓpq .

Demostración. Sean 1 ≤ p ≤ q <∞ y (x(n))n∈N una sucesión de Cauchy en wℓpq .

Primero notamos que (x(n))n∈N debe estar acotada en wℓpq . Luego, mostraremos que existe

una sucesión (xk)k∈Z tomando valores en K tal que x
(n)
k → xk cuando n→ ∞, para cada

k ∈ Z. Para hacerlo tomemos 0 < ε ≤ 1, elegimos M ∈ N tal que para cada k0 ∈ Z y

todas i, j ≥M

|Sk0,0|
1
q
− 1

p ε
∣∣∣{k ∈ Sk0,0 :

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣ > ε
}∣∣∣ 1p ≤ ∥x(i) − x(j)∥wℓpq < ε

1
p
+1.

Notemos que Sk0,0 = {k0} para cada k0 ∈ Z. De aqúı que para cada k0 ∈ Z e i, j ≥M∣∣∣{k ∈ Sk0,0 :
∣∣∣x(i)k − x

(j)
k

∣∣∣ > ε
}∣∣∣ < ε,
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esto implica que para cada k0 ∈ Z e i, j ≥M∣∣∣x(i)k0
− x

(j)
k0

∣∣∣ ≤ ε.

Aśı para cada k ∈ Z, (x(n)k )n∈N es una sucesión de Cauchy tomando valores en K. Por

lo tanto, ĺımn→∞ x
(n)
k existe para cada k ∈ Z. Luego, para cada k ∈ Z definimos xk :=

ĺımn→∞ x
(n)
k de modo que x

(n)
k → xk cuando n→ ∞.

Afirmamos que x = (xk)k∈Z ∈ wℓpq . En efecto, sea C > 0 tal que ∥x(n)∥wℓpq ≤ C para cada

n ∈ N y sean m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0. Observemos que para cualquier n ∈ N

|Sm,N |
1
q
− 1

p
γ

2
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

1
p

≤ |Sm,N |
1
q
− 1

p
γ

2

(∣∣∣{k ∈ Sm,N : |xk − x
(n)
k | > γ

2

}∣∣∣+ ∣∣∣{k ∈ Sm,N : |x(n)k | > γ

2

}∣∣∣) 1
p

≤ |Sm,N |
1
q
− 1

p
γ

2

∣∣∣{k ∈ Sm,N : |xk − x
(n)
k | > γ

2

}∣∣∣ 1p + |Sm,N |
1
q
− 1

p
γ

2

∣∣∣{k ∈ Sm,N : |x(n)k | > γ

2

}∣∣∣ 1p .
Como x

(n)
k → xk cuando n → ∞ para cada k ∈ Z y Sm,N es finito podemos elegir un

n0 ∈ N suficientemente grande de modo que
∣∣∣x(n0)

k − xk

∣∣∣ ≤ γ
2
para k ∈ Sm,N . Entonces

|Sm,N |
1
q
− 1

p
γ

2

∣∣∣{k ∈ Sm,N : |xk − x
(n0)
k | > γ

2

}∣∣∣ 1p = 0,

por lo que

|Sm,N |
1
q
− 1

p
γ

2
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

1
p ≤ |Sm,N |

1
q
− 1

p
γ

2

∣∣∣{k ∈ Sm,N : |x(n0)
k | > γ

2

}∣∣∣ 1p
≤ ∥x(n0)∥wℓpq

≤ C,

y tomando supremo sobre toda m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0 obtenemos 1
2
∥x∥wℓpq ≤ C < ∞.

Por lo tanto, x ∈ wℓpq .

Finalmente mostraremos que x(n) → x cuando n → ∞ en la cuasi-norma ∥ · ∥wℓpq . Para

esto, sea ε > 0 y fijemos j ∈ N, m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0. Como para k ∈ Z tenemos∣∣∣xk − x
(j)
k

∣∣∣ = ĺım
i→∞

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣
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entonces
∣∣∣xk − x

(j)
k

∣∣∣ > γ si y sólo si existe M ∈ N tal que
∣∣∣x(i)k − x

(j)
k

∣∣∣ > γ para i ≥ M .

Usando esto se prueba fácilmente la identidad

{
k ∈ Sm,N : |xk − x

(j)
k | > γ

}
=

∞⋃
M=1

∞⋂
i=M

{
k ∈ Sm,N : |x(i)k − x

(j)
k | > γ

}
.

Usando esta identidad y la continuidad de la medida de contar obtenemos

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ
∣∣∣{k ∈ Sm,N : |xk − x

(j)
k | > γ

}∣∣∣ 1p
= |Sm,N |

1
q
− 1

pγ

∣∣∣∣∣
∞⋃

M=1

∞⋂
i=M

{
k ∈ Sm,N : |x(i)k − x

(j)
k | > γ

}∣∣∣∣∣
1
p

= ĺım
M→∞

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ

∣∣∣∣∣
∞⋂

i=M

{
k ∈ Sm,N : |x(i)k − x

(j)
k | > γ

}∣∣∣∣∣
1
p

.

Luego, para cualquier M ∈ N

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ

∣∣∣∣∣
∞⋂

i=M

{
k ∈ Sm,N : |x(i)k − x

(j)
k | > γ

}∣∣∣∣∣
1
p

≤ |Sm,N |
1
q
− 1

pγ
∣∣∣{k ∈ Sm,N : |x(M)

k − x
(j)
k | > γ

}∣∣∣ 1p
≤
∥∥x(M) − x(j)

∥∥
wℓpq

.

Como (x(n))n∈N es una sucesión de Cauchy en wℓpq , entonces existe P ∈ N tal que si

M, j ≥ P , se tiene ∥∥x(M) − x(j)
∥∥
wℓpq

< ε.

Aśı para j ≥ P

ĺım
M→∞

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ

∣∣∣∣∣
∞⋂

i=M

{
k ∈ Sm,N : |x(i)k − x

(j)
k | > γ

}∣∣∣∣∣
1
p

< ε.

Es decir, para j ≥ P

|Sm,N |
1
q
− 1

pγ
∣∣∣{k ∈ Sm,N : |xk − x

(j)
k | > γ

}∣∣∣ 1p < ε.

Por último, tomando supremo sobre m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0, obtenemos que para j ≥ P

∥x− x(j)∥wℓpq < ε.
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Aśı x(n) → x cuando n→ ∞ en wℓpq . ■

Para finalizar la sección, veremos un resultado análogo al de la proposición 1.2.2.

Proposición 4.1.6. Sean 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ q <∞. Entonces

wℓp2q ⊆ wℓp1q

y ∥x∥wℓ
p1
q

≤ ∥x∥wℓ
p2
q

para cada x ∈ wℓp2q .

Demostración. Sean x ∈ wℓp2q y γ > 0. Por definición tenemos

|Sm,N |
1
q
− 1

p2 γ |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|
1
p2 ≤ ∥x∥wℓ

p2
q

para cualesquiera m ∈ Z y N ∈ N0.

Suponiendo que |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}| ≠ 0 tenemos que

γ ≤ |Sm,N |
1
p2

− 1
q

|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|
1
p2

∥x∥wℓ
p2
q
.

Por lo tanto, para cualesquiera m ∈ Z y N ∈ N0 tenemos

|Sm,N |
1
q
− 1

p1 γ |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|
1
p1 ≤ |Sm,N |

1
p2

− 1
p1

|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|
1
p2

− 1
p1

∥x∥wℓ
p2
q

=

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p1

− 1
p2

∥x∥wℓ
p2
q

≤ ∥x∥wℓ
p2
q
.

Esta última desigualdad también se cumple si |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}| = 0. Aśı tomando

supremo sobre m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0 obtenemos ∥x∥wℓ
p1
q

≤ ∥x∥wℓ
p2
q
.

■

Por último, veremos un resultado similar al teorema 1.3.3 pero para espacios de Morrey

discretos débiles.

Antes de enunciar el teorema veamos la siguiente definición. Sean 1 ≤ p ≤ q < ∞,

el espacio de Morrey tipo débil en la recta real el cual es denotado por wMp
q =
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wMp
q(R) es el conjunto de funciones f tales que

∥f∥wMp
q
:= sup

a∈R,r>0
γ>0

(2r)
1
q
− 1

pγ (m {t ∈ (a− r, a+ r) : |f(t)| > γ})
1
p <∞,

donde m denota la medida de Lebesgue en R.

Teorema 4.1.7. Sean 1 ≤ p ≤ q < ∞. Entonces wℓpq puede ser considerado como un

subespacio cerrado de wMp
q. Además, existen constantes B,C > 0 tales que para cada

x ∈ wℓpq se tiene

B∥x∥wℓpq ≤ ∥x̄∥wMp
q
≤ C∥x∥wℓpq .

Demostración. Sea x ∈ wℓpq . Notemos que

∥x̄∥wMp
q
= sup

a∈R,r>0
γ>0

(2r)
1
q
− 1

pγ (m {t ∈ (a− r, a+ r) : |x̄(t)| > γ})
1
p

≤ sup
a∈R,r>0

γ>0

(2r)
1
q
− 1

pγ (m {t ∈ (⌊a⌋ − ⌈r⌉, ⌊a⌋+ ⌈r⌉+ 1) : |x̄(t)| > γ})
1
p

= sup
a∈Z,r∈N

γ>0

(2r)
1
q
− 1

pγ (m {t ∈ (a− r, a+ r + 1) : |x̄(t)| > γ})
1
p

= sup
a∈Z,r∈N

γ>0

(2r)
1
q
− 1

pγ |{k ∈ Sa,r : |xk| > γ}|
1
p

≤ C sup
a∈Z,r∈N

γ>0

(2r + 2)
1
q
− 1

pγ |{k ∈ Sa,r : |xk| > γ}|
1
p

≤ C sup
a∈Z,r∈N0

γ>0

(2r + 1)
1
q
− 1

pγ |{k ∈ Sa,r : |xk| > γ}|
1
p

= C∥x∥wℓpq <∞.

Aśı si x ∈ wℓpq entonces x̄ ∈ wMp
q . Luego como wℓpq es completo con respecto a la cuasi-

norma ∥ · ∥wℓpq , se sigue que wℓpq puede ser considerado como un subespacio cerrado de

wMp
q . Además, usando el hecho de que (2r + 1)

1
q
− 1

p ≤ 2
1
p
− 1

q (2r + 2)
1
q
− 1

p para r > 0,

tenemos que
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∥x∥wℓpq = sup
a∈Z,r∈N0

γ>0

(2r + 1)
1
q
− 1

pγ |{k ∈ Sa,r : |xk| > γ}|
1
p

= sup
a∈Z,r∈N0

γ>0

(2r + 1)
1
q
− 1

pγ (m {t ∈ (a− r, a+ r + 1) : |x̄(t)| > γ})
1
p

≤ sup
a∈Z,r∈N0

γ>0

(2r + 1)
1
q
− 1

pγ (m {t ∈ (a− (r + 1), a+ r + 1) : |x̄(t)| > γ})
1
p

≤ 2
1
p
− 1

q sup
a∈Z,r∈N0

γ>0

(2(r + 1))
1
q
− 1

pγ (m {t ∈ (a− (r + 1), a+ r + 1) : |x̄(t)| > γ})
1
p

= 2
1
p
− 1

q sup
a∈Z,r∈N

γ>0

(2r)
1
q
− 1

pγ (m {t ∈ (a− r, a+ r) : |x̄(t)| > γ})
1
p

≤ 2
1
p
− 1

q sup
a∈R,r>0

γ>0

(2r)
1
q
− 1

pγ (m {t ∈ (a− r, a+ r) : |x̄(t)| > γ})
1
p

= 2
1
p
− 1

q ∥x̄∥wMp
q
.

■

4.2. Espacios de Morrey discretos generalizados

En esta sección veremos los espacios de Morrey discretos generalizados, los cuales son

otra generalización de ℓpq . Para poder definirlos haremos uso de las siguientes definiciones.

Una función ψ es casi decreciente si existe C > 0 tal que

ψ(x) ≥ Cψ(y)

con x < y. Análogamente una función ψ es casi creciente si existe C > 0 tal que

ψ(x) ≤ Cψ(y)

con x < y.
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Para 1 ≤ p <∞, definimos Gp := Gp(2N0 +1) como el conjunto de todas las funciones

ϕ : 2N0 + 1 → (0,∞)

tales que ϕ es casi decreciente y el mapeo

(2N + 1) 7→ (2N + 1)
1
pϕ(2N + 1)

es casi creciente.

Notemos que si ϕ ∈ Gp entonces ϕ satisface la siguiente condición: existe C > 0 tal que

1

C
≤ ϕ(2M + 1)

ϕ(2N + 1)
≤ C

siempre que 1
2
≤ 2M+1

2N+1
≤ 2.

Definición 4.2.1. Sean 1 ≤ p < ∞ y ϕ ∈ Gp. El espacio de Morrey discreto

generalizado denotado por ℓpϕ, se define como el conjunto de todas las sucesiones x =

(xk)
∞
k=1 tomando valores en K tales que ∥x∥ℓpϕ <∞, donde

∥x∥ℓpϕ := sup
m∈Z,N∈N0

1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

.

Observación 4.2.2. Si tomamos la función ϕ(2N +1) = (2N +1)−
1
q con N ∈ N0 en ℓpϕ

obtenemos el espacio de Morrey discreto ℓpq.

A diferencia de los espacios de Morrey discretos tipo débil, los espacios de Morrey

generalizados ℓpϕ śı resultan ser espacios de Banach.

Proposición 4.2.3. Para 1 ≤ p <∞ y ϕ ∈ Gp, el mapeo ∥ · ∥ℓpϕ define una norma en ℓpϕ.

Más aún, (ℓpϕ , ∥ · ∥ℓpϕ ) es un espacio de Banach.

Demostración. Claramente ∥x∥ℓpϕ ≥ 0 para toda x ∈ ℓpϕ . También es evidente que ∥x∥ℓpϕ =

0 si y sólo si x = 0.
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Ahora para α ∈ K es claro que

∥αx∥ℓpϕ = sup
m∈Z,N∈N0

1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|αxk|p
 1

p

= |α|∥x∥ℓpϕ .

Luego, para x, y ∈ ℓpϕ

∥x+ y∥ℓpϕ = sup
m∈Z,N∈N0

1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk + yk|p
 1

p

≤ sup
m∈Z,N∈N0

1

ϕ(2N + 1)

(
1

|Sm,N |

) 1
p


 ∑

k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

+

 ∑
k∈Sm,N

|yk|p
 1

p


= ∥x∥ℓpϕ + ∥y∥ℓpϕ .

Aśı, ∥ · ∥ℓpϕ es una norma en ℓpϕ .

Ahora demostremos que ℓpϕ es completo con respecto a la norma ∥ · ∥ℓpϕ . Para ello

consideremos (x(n))n∈N una sucesión de Cauchy en ℓpϕ , entonces dado ε > 0 existe nε ∈ N0

tal que para toda i, j ≥ nε

sup
m∈Z,N∈N0

1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣p
 1

p

<
ε

ϕ(1)
.

De aqúı que para cualesquiera m ∈ Z, N ∈ N0 e i, j ≥ nε

1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣p
 1

p

< εϕ(1)−1, (4.1)

en particular, si tomamos N = 0 para cada k ∈ Z∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣ < ε

con i, j ≥ nε. Aśı (x
(n)
k )n∈N es una sucesión de Cauchy para cada k ∈ Z.

Definimos x = (xk)k∈Z donde xk := ĺımn→∞ x
(n)
k con k ∈ Z.
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Si en (4.1) hacemos j → ∞, obtenemos

sup
m∈Z,N∈N0

1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

∣∣∣x(i)k − xk

∣∣∣p
 1

p

<
ε

ϕ(1)
.

Entonces x(i) − x ∈ ℓpϕ y por tanto x = x(i) − (x(i) − x) ∈ ℓpϕ . Aśı x
(i) → x cuando i→ ∞.

Por lo tanto (ℓpϕ , ∥ · ∥ℓpϕ ) es un espacio de Banach.

■

El siguiente lema nos da una estimación para la norma de sucesiones caracteŕısticas,

la cual será útil más adelante.

Lema 4.2.4. Sea 1 ≤ p < ∞ y ϕ ∈ Gp. Para m0 ∈ Z y N0 ∈ N0 sea ξm0,N0 la sucesión

caracteŕıstica dada por

ξm0,N0

k :=

{
1 si k ∈ Sm0,N0

0 en otro caso.

Entonces existe C > 0 independiente de m0 y N0 tal que

1

ϕ(2N0 + 1)
≤ ∥ξm0,N0

k ∥ℓpϕ ≤ C

ϕ(2N0 + 1)

para cada N0 ∈ N0.

Demostración. Fijemos m0 ∈ Z y N0 ∈ N0. Entonces tenemos

∥ξm0,N0∥ℓpϕ = sup
m∈Z,N∈N0

1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

∣∣∣ξm0,N0

k

∣∣∣p
 1

p

≥ 1

ϕ(2N0 + 1)

(
|Sm0,N0|
|Sm0,N0|

) 1
p

=
1

ϕ(2N0 + 1)
.

Para la otra desigualdad tomamos m ∈ Z y N ∈ N0. Si N ≤ N0 usamos el hecho de que

ϕ es casi decreciente, entonces existe C1 > 0 tal que ϕ(2N + 1) ≥ C1ϕ(2N0 + 1) y que∑
k∈Sm0,N

∣∣∣ξm0,N0

k

∣∣∣p = |Sm0,N |. Aśı
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1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

∣∣∣ξm0,N0

k

∣∣∣p
 1

p

≤ 1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm0,N |
∑

k∈Sm0,N

∣∣∣ξm0,N0

k

∣∣∣p
 1

p

=
1

ϕ(2N + 1)

(
|Sm0,N |
|Sm0,N |

) 1
p

≤ 1

C1ϕ(2N0 + 1)
.

Si N ≥ N0 entonces existe C2 > 0 tal que (2N0+1)
1
pϕ(2N0+1) ≤ C2(2N+1)

1
pϕ(2N+1).

En este caso tenemos

1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

∣∣∣ξm0,N0

k

∣∣∣p
 1

p

≤ C2(2N + 1)
1
p

(2N0 + 1)
1
pϕ(2N0 + 1)

(
|Sm0,N0|
|Sm0,N |

) 1
p

=
C2

ϕ(2N0 + 1)
,

donde las constantes C1 y C2 son independientes de m0, m, N0 y N . Luego, tomando

supremos sobre m ∈ Z y N ∈ N0 obtenemos

∥ξm0,N0∥ℓpϕ ≤ C

ϕ(2N0 + 1)

donde C = máx
{

1
C1
, C2

}
. ■

El siguiente teorema nos da una propiedad de inclusión entre espacios de Morrey dis-

cretos generalizados. Antes de enunciarlo introduciremos la siguiente notación.

Sea X ̸= ∅. Para f, g : X → R escribimos f ≲ g si existe una constante C > 0 tal que

f(x) ≤ Cg(x) para cada x ∈ X.

Teorema 4.2.5. Sea 1 ≤ p1 ≤ p2 < ∞, ϕ1 ∈ Gp1 y ϕ2 ∈ Gp2. Entonces los siguientes

enunciados son equivalentes:

(a) ϕ2 ≲ ϕ1 (en 2N0 + 1).
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(b) ∥ · ∥ℓp1ϕ1 ≲ ∥ · ∥ℓp2ϕ2 (en ℓp2ϕ2
).

(c) ℓp2ϕ2
⊆ ℓp1ϕ1

.

Demostración. Demostremos que (a) es equivalente a (b).

Supongamos que (a) se cumple. Sea x ∈ ℓp2ϕ2
, para cualquier m ∈ Z y N ∈ N0 tenemos

1

ϕ1(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk|p1
 1

p1

≤ C

ϕ2(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk|p1
 1

p1

≤ C

ϕ2(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk|p2
 1

p2

para algún C > 0 independiente de m y N .

Tomando supremo sobre m ∈ Z y N ∈ N0 obtenemos

∥ · ∥ℓp1ϕ1 ≲ ∥ · ∥ℓp2ϕ2

en ℓp2ϕ2
.

Ahora supongamos que (b) se cumple. Sean m0 ∈ Z, N0 ∈ N0 y ξm0,N0 la sucesión

caracteŕıstica. Por nuestra suposición

∥ξm0,N0∥ℓp1ϕ1 ≤ C1∥ξm0,N0∥ℓp2ϕ2

para algún C1 > 0. Por otra parte, por el lema 4.2.4

1

ϕ1(2N0 + 1)
≤ ∥ξm0,N0∥ℓp1ϕ1

y

∥ξm0,N0∥ℓp2ϕ2 ≤ C2

ϕ2(2N0 + 1)

para algún C2 > 0. Tanto C1 como C2 son independientes de m0 y N0.

Concluimos que
1

ϕ1(2N0 + 1)
≤ C1C2

ϕ2(2N0 + 1)

o equivalentemente

ϕ2(2N0 + 1) ≤ C1C2ϕ1(2N0 + 1),
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esto nos dice que ϕ2 ≲ ϕ1 ya que esta última desigualdad se cumple para cualquierN0 ∈ N.

Ahora demostremos que (b) es equivalente a (c).

Claramente (b) implica (c). Probemos que (c) implica (b).

Para cualquier x ∈ ℓp2ϕ2
tenemos ∥x∥ℓp2ϕ2 < ∞ y por hipótesis sabemos que ∥x∥ℓp1ϕ1 < ∞.

Definamos

|||x||| := ∥x∥ℓp1ϕ1 + ∥x∥ℓp2ϕ2
para cada x ∈ ℓp2ϕ2

. Notemos que |||·||| es una norma en ℓp2ϕ2
.

Que |||x||| ≥ 0 para toda x ∈ ℓp2ϕ2
y que |||x||| = 0 si y sólo si x = 0 se siguen inmediatamente

de la definición de |||·|||. Luego, para α ∈ K se tiene que

|||αx||| = ∥αx∥ℓp1ϕ1 + ∥αx∥ℓp2ϕ2 = |α|
[
∥x∥ℓp1ϕ1 + ∥x∥ℓp2ϕ2

]
= |α||||x|||.

Por último para x, y ∈ ℓp2ϕ2

|||x+ y||| = ∥x+ y∥ℓp1ϕ1 + ∥x+ y∥ℓp2ϕ2

≤ ∥x∥ℓp1ϕ1 + ∥y∥ℓp1ϕ1 + ∥x∥ℓp2ϕ2 + ∥y∥ℓp2ϕ2

= |||x|||+ |||y|||

Aśı, |||·||| es norma en ℓp2ϕ2
.

Más aún, (ℓp2ϕ2
, |||·|||) es un espacio de Banach.

En efecto, sea (x(n))n∈N una sucesión de Cauchy en (ℓp2ϕ2
, |||·|||). Entonces dado ε > 0 existe

nε ∈ N tal que para toda i, j ≥ nε

∣∣∣∣∣∣x(i) − x(j)
∣∣∣∣∣∣ < ε,

es decir ∥∥x(i) − x(j)
∥∥
ℓ
p1
ϕ1

+
∥∥x(i) − x(j)

∥∥
ℓ
p2
ϕ2

< ε (4.2)

de aqúı que ∥∥x(i) − x(j)
∥∥
ℓprϕr

< ε

para r = 1, 2. Esto quiere decir que (x(n))n∈N es de Cauchy en (ℓprϕr
, ∥·∥ℓprϕr ). Como

(ℓprϕr
, ∥·∥ℓprϕr ) es de Banach para r = 1, 2, entonces existen x = (xk)k∈Z y x′ = (x′k)k∈Z

tales que x(n) → x en (ℓp1ϕ1
, ∥·∥ℓp1ϕ1 ) y x(n) → x′ en (ℓp2ϕ2

, ∥·∥ℓp2ϕ2 ) cuando n → ∞. Como
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x
(n)
k → xk y x

(n)
k → x′k cuando n → ∞, entonces por unicidad del ĺımite, xk = x′k para

toda k ∈ Z.
Luego haciendo j → ∞ en (4.2) tenemos

∥∥x(i) − x
∥∥
ℓ
p1
ϕ1

+
∥∥x(i) − x

∥∥
ℓ
p2
ϕ2

< ε

para toda i ≥ nε, es decir, ∣∣∣∣∣∣x(i) − x
∣∣∣∣∣∣ < ε

para toda i ≥ nε y como x ∈ (ℓp2ϕ2
, |||·|||) concluimos que x(n) → x cuando n → ∞ en

(ℓp2ϕ2
, |||·|||). Aśı (ℓp2ϕ2

, |||·|||) es un espacio de Banach.

Ahora, consideremos el mapeo identidad I : (ℓp2ϕ2
, |||·|||) → (ℓp2ϕ2

, ∥·∥ℓp2ϕ2 ).
Si x(n) → x en (ℓp2ϕ2

, |||·|||) entonces x(n) → x en (ℓp2ϕ2
, ∥·∥ℓp2ϕ2 ) pues ∥·∥ℓp2ϕ2 ≤ |||·|||. Esto nos

dice que I es un operador lineal continuo.

Evidentemente (ℓp2ϕ2
, |||·|||) es un subespacio cerrado de (ℓp2ϕ2

, ∥·∥ℓp2ϕ2 ). Luego por el teorema

del mapeo abierto I es abierto, como I es biyectivo sabemos que I−1 es continuo y por

tanto acotado.

Se sigue que existe C > 0 tal que |||x||| ≤ C ∥x∥ℓp2ϕ2 para cada x ∈ ℓp2ϕ2
. Por tanto

∥x∥ℓp1ϕ1 ≤ |||x||| ≤ C ∥x∥ℓp2ϕ2

para cada x ∈ ℓp2ϕ2
, lo cual completa la prueba.

■

4.3. Espacios de Morrey discretos generalizados tipo

débil

La última generalización que veremos son los espacios de Morrey discretos generaliza-

dos tipo débil, los cuales no sólo son una generalización de ℓpq sino también una generali-

zación de ℓpϕ .

Definición 4.3.1. Sean 1 ≤ p < ∞ y ϕ ∈ Gp. El espacio de Morrey discreto

generalizado tipo débil denotado por wℓpϕ, se define como el conjunto de todas las
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sucesiones x = (xk)k∈Z tomando valores en K tales que ∥x∥wℓpϕ
<∞, donde

∥x∥wℓpϕ
:= sup

m∈Z,N∈N0,
γ>0

γ

ϕ(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p

.

Estos espacios resultan ser son completos con respecto a la cuasi-norma ∥·∥wℓpϕ
como

se enuncia en la siguiente proposición.

Proposición 4.3.2. Para 1 ≤ p <∞ y ϕ ∈ Gp, (wℓ
p
ϕ , ∥·∥wℓpϕ

) es un espacio cuasi-Banach.

Demostración. Primero veamos que el mapeo ∥·∥wℓpϕ
es una cuasi-norma.

De la definición se sigue inmediatamente que ∥x∥wℓpϕ
≥ 0 para toda x ∈ wℓpϕ .

Si x = 0 entonces |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}| = 0 para toda m ∈ Z, para toda N ∈ N0 y

para toda γ > 0, entonces ∥x∥wℓpϕ
= 0. Por otro lado si ∥x∥wℓpϕ

= 0 entonces |{k ∈ Sm,N :

|xk| > γ}| = 0 para toda m ∈ Z, para toda N ∈ N0 y para toda γ > 0, de aqui que

0 < |xk| ≤ γ para toda γ > 0 y para toda k ∈ Z, por lo tanto xk = 0 para toda k ∈ Z y

aśı x = 0.

Ahora consideremos α ∈ K y x ∈ wℓpϕ , entonces

∥αx∥wℓpϕ
= sup

m∈Z,N∈N0,
γ>0

γ

ϕ(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |αxk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p

= sup
m∈Z,N∈N0,

γ>0

γ

ϕ(2N + 1)


∣∣∣{k ∈ Sm,N : |xk| > γ

|α|

}∣∣∣
|Sm,N |


1
p

= sup
m∈Z,N∈N0

δ>0

|α|δ
ϕ(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > δ}|

|Sm,N |

) 1
p

= |α|∥x∥wℓpϕ
.

Por último, sean x, y ∈ wℓpϕ . Como

{k ∈ Sm,N : |xk + yk| > γ} ⊆ {k ∈ Sm,N : |xk| > γ
2
} ∪ {k ∈ Sm,N : |yk| > γ

2
}

entonces
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∥x+ y∥wℓpϕ
= sup

m∈Z,N∈N0,
γ>0

γ

ϕ(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |xk + yk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p

≤ sup
m∈Z,N∈N0,

γ>0

γ

ϕ(2N + 1)

( |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ
2
}|

|Sm,N |

) 1
p

+ sup
m∈Z,N∈N0,

γ>0

γ

ϕ(2N + 1)

( |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ
2
}|

|Sm,N |

) 1
p

≤ sup
m∈Z,N∈N0,

γ>0

2δ

ϕ(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > δ}|

|Sm,N |

) 1
p

+ sup
m∈Z,N∈N0,

γ>0

2δ

ϕ(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > δ}|

|Sm,N |

) 1
p

= 2
(
∥x∥wℓpϕ

+ ∥y∥wℓpϕ

)
.

Por lo tanto, ∥ · ∥wℓpϕ
es una cuasi-norma.

Ahora veamos la completitud de wℓpϕ con respecto a esta cuasi-norma.

Tomemos (x(n))n∈N una sucesión de Cauchy en wℓpϕ . Notemos que (x(n))n∈N debe estar

acotada en wℓpϕ . Sea 0 < ε ≤ 1 y elegimos M ∈ N tal que para cada k0 ∈ Z y para toda

i, j ≥M

ε

ϕ(1)


∣∣∣{k ∈ Sk0,0 :

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣ > ε
}∣∣∣

|Sk0,0|


1
p

≤
∥∥x(i) − x(j)

∥∥
wℓpϕ

<
ε

1
p
+1

ϕ(1)
.

Notemos que Sk0,0 = {k0} para cada k0 ∈ Z, entonces∣∣∣{k ∈ Sk0,0 :
∣∣∣x(i)k − x

(j)
k

∣∣∣ > ε
}∣∣∣ < ε

para cada k0 ∈ Z e i, j ≥M . Esto implica que∣∣∣x(i)k0
− x

(j)
k0

∣∣∣ ≤ ε
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para toda k0 ∈ Z e i, j ≥M .

Aśı (x
(n)
k )n∈N es una sucesión de Cauchy. Entonces existe x = (xk)k∈Z tal que x

(n)
k → xk

cuando n→ ∞.

Sea C > 0 tal que ∥x(n)∥wℓpϕ
≤ C para toda n ∈ N. Sean m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0,

observemos que

γ

2ϕ(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p

≤ γ

2ϕ(2N + 1)


∣∣∣{k ∈ Sm,N :

∣∣∣xk − x
(n)
k

∣∣∣ > γ
2

}∣∣∣
|Sm,N |


1
p

+
γ

2ϕ(2N + 1)


∣∣∣{k ∈ Sm,N :

∣∣∣x(n)k

∣∣∣ > γ
2

}∣∣∣
|Sm,N |


1
p

.

Como x
(n)
k → xk cuando n → ∞ para cada k ∈ Z y Sm,N es finito, entonces podemos

elegir un n0 ∈ N suficientemente grande tal que |x(n0)
k − xk| ≤ γ

2
para toda k ∈ Sm,N .

Entonces

γ

2ϕ(2N + 1)


∣∣∣{k ∈ Sm,N :

∣∣∣xk − x
(n0)
k

∣∣∣ > γ
2

}∣∣∣
|Sm,N |


1
p

= 0.

Luego, tomando supremo sobre m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0, obtenemos

1

2
∥x∥wℓpϕ

≤ ∥x(n)∥wℓpϕ
≤ C,

y aśı x ∈ wℓpϕ .

Resta ver que x(n) → x en la cuasi-norma ∥ · ∥wℓpϕ
.

Sea ε > 0, fijemos j ∈ N, m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0. Como para k ∈ Z tenemos que∣∣∣xk − x
(j)
k

∣∣∣ = ĺım
j→∞

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣
obtenemos que |xk − x

(j)
k | > γ si y sólo si existe M ∈ N tal que |x(i)k − x

(j)
k | > γ para toda

i ≥M .

Usando esto se prueba fácilmente la identidad

{
k ∈ Sm,N :

∣∣∣xk − x
(j)
k

∣∣∣ > γ
}
=

∞⋃
M=1

∞⋂
i=M

{
k ∈ Sm,N :

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣ > γ
}
.
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Luego, usando la continuidad de la medida de contar obtenemos

γ

ϕ(2N + 1)


∣∣∣{k ∈ Sm,N :

∣∣∣xk − x
(j)
k

∣∣∣ > γ
}∣∣∣

|Sm,N |


1
p

=
γ

ϕ(2N + 1)


∣∣∣∣∣

∞⋃
M=1

∞⋂
i=M

{
k ∈ Sm,N :

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣ > γ
}∣∣∣∣∣

|Sm,N |


1
p

= ĺım
M→∞

γ

ϕ(2N + 1)


∣∣∣∣∣

∞⋂
i=M

{
k ∈ Sm,N :

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣ > γ
}∣∣∣∣∣

|Sm,N |


1
p

,

y para cada M ∈ N tenemos

γ

ϕ(2N + 1)


∣∣∣∣∣

∞⋂
i=M

{
k ∈ Sm,N :

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣ > γ
}∣∣∣∣∣

|Sm,N |


1
p

≤ γ

ϕ(2N + 1)


∣∣∣{k ∈ Sm,N :

∣∣∣x(M)
k − x

(j)
k

∣∣∣ > γ
}∣∣∣

|Sm,N |


1
p

≤
∥∥x(M) − x(j)

∥∥
wℓpϕ

.

Como (x(n))n∈N es de Cauchy en wℓpϕ , existe P ∈ N independiente de m, N y γ tal que

si M, j ≥ P , entonces ∥∥x(M) − x(j)
∥∥
wℓpϕ

< ε.

Aśı, para j ≥ P

ĺım
M→∞

γ

ϕ(2N + 1)


∣∣∣∣∣

∞⋂
i=M

{
k ∈ Sm,N :

∣∣∣x(i)k − x
(j)
k

∣∣∣ > γ
}∣∣∣∣∣

|Sm,N |


1
p

< ε,
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entonces para toda j ≥ P

γ

ϕ(2N + 1)


∣∣∣{k ∈ Sm,N :

∣∣∣xk − x
(j)
k

∣∣∣ > γ
}∣∣∣

|Sm,N |


1
p

< ε

y tomando supremo sobre m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0

∥∥x− x(j)
∥∥
wℓpϕ

< ε.

Aśı x(n) → x cuando n→ ∞ en wℓpϕ .

■

La siguiente proposición relaciona los espacios de Morrey discretos generalizados con

los espacios de Morrey discretos generalizados tipo débil.

Proposición 4.3.3. Sean 1 ≤ p <∞ y ϕ ∈ Gp. Entonces

ℓpϕ ⊆ wℓpϕ .

Además ∥x∥wℓpϕ
≤ ∥x∥ℓpϕ para cada x ∈ ℓpϕ.

Demostración. Sean x ∈ ℓpϕ , m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0. Tenemos

γ

ϕ(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p

=
1

ϕ(2N + 1)

(
γp |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p

=
1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N ,|xk|>γ

γp

 1
p

≤ 1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N ,|xk|>γ

|xk|p
 1

p

≤ 1

ϕ(2N + 1)

 1

|Sm,N |
∑

k∈Sm,N

|xk|p
 1

p

≤ ∥x∥ℓpϕ
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y tomando supremo sobre m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0 obtenemos

∥x∥wℓpϕ
≤ ∥x∥ℓpϕ

y por tanto ℓpϕ ⊆ wℓpϕ .

■

El siguiente lema es similar al lema 4.2.4 y será usado para demostrar un análogo al

teorema 4.2.5.

Lema 4.3.4. Sea 1 ≤ p < ∞ y ϕ ∈ Gp. Si m0 ∈ Z, N0 ∈ N0 y ξm0,N0 es la sucesión

caracteŕıstica, entonces existe C > 0 independiente de m0 y N0 tal que

1

2ϕ(2N0 + 1)
≤
∥∥ξm0,N0

∥∥
wℓpϕ

≤ C

ϕ(2N0 + 1)
.

Demostración. Sean m0 ∈ Z y N0 ∈ N0. Por definición tenemos

∥∥ξm0,N0
∥∥
wℓpϕ

= sup
m∈Z,N∈N0,

γ>0

γ

ϕ(2N + 1)


∣∣∣{k ∈ Sm,N : |ξm0,N0

k | > γ
}∣∣∣

|Sm,N |


1
p

≥ 1

2ϕ(2N0 + 1)


∣∣∣{k ∈ Sm0,N0 : |ξ

m0,N0

k | > 1
2

}∣∣∣
|Sm0,N0 |


1
p

=
1

2ϕ(2N0 + 1)

(
|Sm0,N0 |
|Sm0,N0 |

) 1
p

=
1

2ϕ(2N0 + 1)
.

Luego, usando el lemma 4.2.4 y la proposición 4.3.3 existe C > 0 independiente de m0 y

N0 tal que ∥∥ξm0,N0
∥∥
wℓpϕ

≤
∥∥ξm0,N0

∥∥
ℓpϕ

≤ C

ϕ(2N0 + 1)

lo cual completa la prueba.

■

Teorema 4.3.5. Sean 1 ≤ p1 ≤ p2 < ∞, ϕ1 ∈ Gp1 y ϕ2 ∈ Gp2. Entonces los siguientes

enunciados son equivalentes:

(a) ϕ2 ≲ ϕ1 (en 2N0 + 1).
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(b) ∥ · ∥wℓ
p1
ϕ1

≲ ∥ · ∥wℓ
p2
ϕ2

(en wℓp2ϕ2
).

(c) wℓp2ϕ2
⊆ wℓp1ϕ1

.

Demostración. Demostremos que (a) es equivalente a (b).

Supongamos que (a) se cumple. Sean x ∈ wℓp2ϕ2
, m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0. Por definición

tenemos que

γ

ϕ2(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p2

≤ ∥x∥wℓ
p2
ϕ2

.

Suponiendo que |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}| ≠ 0,

γ

ϕ2(2N + 1)
≤
(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

|Sm,N |

)− 1
p2

≤ ∥x∥wℓ
p2
ϕ2

,

de aqúı que

γ

ϕ1(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p1

≤ Cγ

ϕ2(2N + 1)

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p1

≤ C

(
|{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}|

|Sm,N |

) 1
p1

− 1
p2

∥x∥wℓ
p2
ϕ2

≤ C∥x∥wℓ
p2
ϕ2

para alguna C > 0 independiente de m, N y γ. Notemos que esta desigualdad también

se cumple cuando |{k ∈ Sm,N : |xk| > γ}| = 0.

Tomando supremo sobre m ∈ Z, N ∈ N0 y γ > 0, obtenemos

∥x∥wℓ
p1
ϕ1

≤ C∥x∥wℓ
p2
ϕ2

.

Aśı (b) se cumple.

Rećıprocamente, supongamos que (b) se cumple. Sea m0 ∈ Z, N0 ∈ N0 y ξm0,N0 la

sucesión caracteŕıstica. Entonces tenemos

∥∥ξm0,N0
∥∥
wℓ

p1
ϕ1

≤ C1

∥∥ξm0,N0
∥∥
wℓ

p2
ϕ2

para algún C1 > 0 independiente de m0 y N0. Luego por el lema 4.3.4 tenemos

1

2ϕ1(2N0 + 1)
≤
∥∥ξm0,N0

∥∥
wℓ

p1
ϕ1
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y ∥∥ξm0,N0
∥∥
wℓ

p2
ϕ2

≤ C2

ϕ2(2N0 + 1)

para alguna C2 > 0 independiente de m0 y N0. Concluimos que

1

ϕ1(2N0 + 1)
≤ C

ϕ2(2N0 + 1)

o equivalentemente

ϕ2(2N0 + 1) ≤ Cϕ1(2N0 + 1)

para algún C > 0 independiente de N0. Como N0 es arbitrario entonces (a) se cumple.

Demostremos que (b) es equivalente a (c).

Que (b) implica (c) es evidente.

Supongamos que (c) se cumple. Sea x ∈ wℓp2ϕ2
. Entonces ∥x∥wℓ

p2
ϕ2

< ∞ y por hipótesis

también ∥x∥wℓ
p1
ϕ1

<∞.

Definimos

|||x||| := ∥x∥wℓ
p1
ϕ1

+ ∥x∥wℓ
p2
ϕ2

para x ∈ wℓp2ϕ2
. Bajo argumentos completamente análogos a los realizados en la demos-

tración del teorema 4.2.5 podemos demostrar que |||·||| es una cuasi-norma en wℓp2ϕ2
y

(wℓp2ϕ2
, |||·|||) es un espacio cuasi-Banach.

Luego, consideremos el mapeo identidad I : (wℓp2ϕ2
, |||·|||) → (wℓp2ϕ2

, ∥ · ∥wℓ
p2
ϕ2

). Notemos que

si x(n) → x en (wℓp2ϕ2
, |||·|||) entonces x(n) → x en (wℓp2ϕ2

, ∥ · ∥wℓ
p2
ϕ2

), pues ∥ · ∥wℓ
p2
ϕ2

≤ |||·|||.
Aśı I es un operador lineal continuo. Observemos que (wℓp2ϕ2

, |||·|||) es un subespacio ce-

rrado de (wℓp2ϕ2
, ∥ · ∥wℓ

p2
ϕ2

). Luego, por el teorema del mapeo abierto el cual también se

cumple para espacios cuasi-Banach, se sigue que I es abierto. Como I es biyectivo, I−1

es continuo y por tanto acotado. Aśı, existe C > 0 tal que |||x||| ≤ C∥x∥wℓ
p2
ϕ2

para cada

x ∈ wℓp2ϕ2
.

Por tanto

∥x∥wℓ
p1
ϕ1

≤ |||x||| ≤ C∥x∥wℓ
p2
ϕ2

para cada x ∈ wℓp2ϕ2
. Lo cual completa la prueba.

■



Conclusiones

A pesar de que los espacios de Morrey discretos son subespacios cerrados de los espacios

de Morrey clásicos, vimos que considerados como espacios normados independientes de

sus contrapartes continuas, se puede desarrollar una extensa teoŕıa.

Primero mostramos que los espacios de Morrey discretos ℓpq (con 1 ≤ p ≤ q < ∞) son

espacios de Banach, también que son una generalización de los espacios ℓp teniendo las

siguientes inclusiones:

ℓp ⊆ ℓpq ⊂ ℓ∞

donde la primera inclusión se vuelve estricta si q > p. Por otro lado, probamos que al

tomar dos espacios de Morrey discretos y variar sus parámetros tenemos las siguientes

inclusiones: para 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ q2 ≤ q1 <∞ se tiene

ℓp2q2 ⊆ ℓp1q2 ⊆ ℓp1q1 .

También demostramos el acotamiento de los operadores de multiplicación, convolu-

ción, del operador maximal de Hardy-Littlewood y potenciales de Riesz, obteniendo las

siguientes estimaciones: sean x ∈ ℓpq con 1 ≤ p ≤ q <∞, y ∈ ℓ1 y z ∈ ℓ∞, entonces

∥Mz(x)∥ℓpq ≤ ∥z∥ℓ∞∥x∥ℓpq ,

∥Cy(x)∥ℓpq ≤ ∥y∥ℓ1∥x∥ℓpq ,

∥Mx∥ℓpq ≤ C1∥x∥ℓpq para algún C1 > 0 y

∥Iαx∥ℓst (Zd) ≤ C2∥x∥ℓpq(Zd) para algún C2 > 0,

donde en la última ĺınea 0 < α < d, 1 < p < q < d
α
, s = dp

d−αq
y t = qs

p
.
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Posteriormente con ayuda de las constantes geométricas CNJ(ℓ
p
q), CJ(ℓ

p
q) y CDW (ℓpq),

descubrimos que los espacios de Morrey discretos ℓpq con 1 ≤ p < q < ∞ están lejos de

ser espacios de Hilbert, es decir, no podŕıamos definir un producto interior en ellos y que

no son reflexivos, o en otras palabras, no son isométricos a su doble dual bajo el mapeo

natural.

Por último, los espacios de Morrey discretos pueden ser generalizados pero al hacerlo

podemos perder algunas propiedades como el ser espacio normado, lo cual sucede con los

espacios de Morrey discretos tipo débil y con los espacios de Morrey discretos generaliza-

dos tipo débil que resultaron ser espacios cuasi-normados.

A comparación de otros espacios, la teoŕıa desarrollada con respecto a los espacios de

Morrey discretos parece ser poca, sin embargo, hay que considerar lo recientes que son

estos resultados, por lo que claramente hay mucho que desarrollar en esta área.



Apéndice A

Espacios de Morrey

Definición A.1. Sean 1 ≤ p < ∞ y −1
p
≤ λ. El espacio de Morrey denotado por

Lp,λ(Rn) se define de la siguiente manera:

Lp,λ(Rn) :=
{
f ∈ Lp

loc(R
n) : ∥f∥Lp,λ(Rn) <∞

}
,

donde

∥f∥Lp,λ(Rn) := sup
a∈Rn,r>0

[
1

|Br(a)|1+λp

∫
Br(a)

|f(x)|pdx
] 1

p

.

Variando los valores de λ tenemos las siguientes observaciones.

Observación A.2.

(a) Si λ = −1
p
entonces Lp,− 1

p (Rn) = Lp(Rn).

(b) Si λ = 0 entonces Lp,0(Rn) = L∞(Rn).

(c) Si λ > 0 entonces Lp,λ(Rn) = {0}.

Demostración. Sea f ∈ Lp. Notemos que

[∫
Br(a)

|f(x)|pdx
] 1

p

≤
[∫
Rn

|f(x)|pdx
] 1

p

<∞,
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y como

∥f∥
L
p,− 1

p (Rn)
= sup

a∈Rn,r>0

[∫
Br(a)

|f(x)|p
] 1

p

,

entonces

∥f∥
L
p,− 1

p (Rn)
<∞

Aśı f ∈ Lp,− 1
p (Rn).

Por otro lado, sea f ∈ Lp,− 1
p (Rn) y notemos que para toda ri > 0,

[∫
Bri (a)

|f(x)|pdx

] 1
p

≤ ∥f∥
L
p,− 1

p (Rn)
<∞.

Luego, haciendo ri → ∞ obtenemos

∥f∥Lp <∞.

Por lo tanto f ∈ Lp, lo que demuestra (a).

Para demostrar (b) notemos que para f ∈ Lp,0(Rn)

∥f∥Lp,0(Rn) = sup
a∈Rn,r>0

[
1

|Br(a)|

∫
Br(a)

|f(x)|pdx
] 1

p

<∞.

Luego por el teorema de diferenciación de Lebesgue

|f(x)| ≤ ∥f∥Lp,0(Rn)

casi en todas partes, luego f ∈ L∞(Rn).

Rećıprocamente si f ∈ L∞(Rn) entonces

[
1

|Br(a)|

∫
Br(a)

|f(x)|pdx
] 1

p

≤
[

1

|Br(a)|

∫
Br(a)

∥f∥p∞dx
] 1

p

= ∥f∥∞ <∞.

Aśı f ∈ Lp,0(Rn).
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Por último, para λ > 0 tenemos que

1

|Br(a)|λ

[
1

|Br(a)|

∫
Br(a)

|f(x)|pdx
] 1

p

≤ ∥f∥Lp,λ(Rn) <∞

para toda a ∈ Rn y para toda r > 0. Notemos que esto no se cumple a menos que f = 0,

ya que si hacemos r → 0 y usamos el Teorema de Diferenciación de Lebesgue obtenemos

algo no acotado.

Por lo tanto Lp,λ(Rn) = {0} si λ > 0.

■

De esta observación se siguen dos cosas. Primero, que los espacios de Morrey son una

generalización de los espacios Lp. Segundo, que los espacios de Morrey de nuestro interés

serán aquellos que tengan −1
p
< λ < 0.

El siguiente teorema nos habla sobre la completitud de los espacios de Morrey.

Teorema A.3. Sean 1 ≤ p < ∞ y −1
p
< λ < 0. Entonces (Lp,λ(Rn), ∥ · ∥Lp,λ(Rn)) es un

espacio de Banach.

Demostración. Sea (fj)
∞
j=1 ⊂ Lp,λ(Rn) una sucesión de Cauchy, es decir, dado ε > 0

existe N ∈ N tal que para toda j, k ≥ N

∥fj − fk∥Lp,λ(Rn) < ε,

de aqúı que para toda a ∈ Rn, r > 0 y j, k ≥ N

[
1

|Br(a)|1+λp

∫
Br(a)

|fj(x)− fk(x)|pdx
] 1

p

≤ ∥fj − fk∥Lp,λ(Rn) < ε,

en particular para toda j, k ≥ N

[
1

|Br(0)|1+λp

∫
Br(0)

|fj(x)− fk(x)|pdx
] 1

p

< ε,

luego, como |Br(0)| = cnr
n

[∫
Br(0)

|fj(x)− fk(x)|pdx
] 1

p

< εCnr
n( 1

p
+λ).
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Aśı, para cada r > 0, (fj)
∞
j=1 es una sucesión de Cauchy en Lp(Br(0)) y como Lp(Br(0))

es completo, entonces (fj|Br(0))
∞
j=1 converge en L

p(Br(0)). Denotaremos por fBr(0) al ĺımi-

te de (fj|Br(0))
∞
j=1.

Consideremos una sucesión creciente de radios (rj)
∞
j=1 tales que rj ↑ ∞ y definamos

f(x) := fBrj (0)(x)

si x ∈ Brj(0).

Veamos que f está bien definida. Tomemos k > j y x ∈ Brj(0) ⊂ Brk(0), entonces

fm|Brj (0)
→ fBrj (0)

cuando m→ ∞ en Lp(Brj(0)), y también

fm|Brj (0)
→ fBrk

(0)

cuando m→ ∞ en Lp(Brk(0)) pues fm|Brj (0)
= (fm|Brk

(0))|Brj (0)
. Luego, por unicidad del

ĺımite en Lp(Brj(0)) se sigue que

fBrk
(0)|Brj (0)

= fBrj (0)

casi en todas partes.

Por último, veamos que fj converge a f en Lp,λ(Rn).

Sean a ∈ Rn y r > 0. Supongamos que r < rl para algún l ∈ N, de forma que Br(a) ⊂
Brl(0).

Como fj|Br(a) → f cuando j → ∞ en Lp(Br(a)), existe una subsucesión (fnj
)∞j=1 de

(fj|Br(a))
∞
j=1 convergente a f casi en todas partes en Br(a).

Aśı, para j ∈ N fija

[
1

|Br(a)|1+λp

∫
Br(a)

|fj(x)− f(x)|pdx
] 1

p

=

[
1

|Br(a)|1+λp

∫
Br(a)

ĺım inf
k→∞

|fj(x)− fnk
(x)|pdx

] 1
p

≤ ĺım inf
k→∞

[
1

|Br(a)|1+λp

∫
Br(a)

|fj(x)− fnk
(x)|pdx

] 1
p

≤ ε



Apéndice A. Espacios de Morrey 89

para j y k suficientemente grandes.

De aqúı que

∥fj − f∥Lp,λ(Rn) ≤ ε

para j suficientemente grande.

Como fj − f ∈ Lp,λ(Rn) y fj ∈ Lp,λ(Rn), entonces f ∈ Lp,λ(Rn) y por tanto

fj → f en Lp,λ(Rn)

cuando j → ∞.

■

A continuación veremos el acotamiento de la función maximal de Hardy-Littlewood

actuando sobre los espacios de Morrey.

Definamos la función maximal de Hardy-Littlewood.

Definición A.4. Sea f ∈ L1
loc(R

n). La Función Maximal de Hardy-Littlewood

para f se define aśı:

Mf(x) = sup
0<r<∞

1

|Br(x)|

∫
Br(x)

|f(y)|dy.

La continuidad de esta función sobre espacios de Morrey se enuncia en el siguiente

teorema, el cual fue demostrado por Filippo Chiarenza y Michele Frasca en [3].

Teorema A.5. Sean 1 < p < ∞ y −1
p
< λ < 0. Entonces la función maximal M es

acotada en Lp,λ(Rn).

La demostración de este resultado hace uso de la siguiente desigualdad a la que llama-

remos desigualdad de Fefferman-Stein y que probaremos en el siguiente apéndice.

Si f y φ son funciones medibles con valores reales y φ ≥ 0, entonces∫
Rn

(Mf(x))pφ(x)dx ≤ C

∫
Rn

|f(x)|pMφ(x)dx (A.1)
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Demostración. Sea f ∈ Lp,λ(Rn) y φ = χBr(a). Usando (A.1) tenemos que∫
Br(a)

(Mf(x))pdx =

∫
Rn

(Mf(x))pφ(x)dx

≤ C

∫
Rn

|f(x)|pMφ(x)dx

= C

∫
B2r(a)

|f(x)|pMφ(x)dx+ C
∞∑
k=1

∫
B

2k+1r
(a)\B

2kr
(a)

|f(x)|pMφ(x)dx

Luego, por definición

Mφ(x) = sup
ρ>0

1

|Bρ(x)|

∫
Bρ(x)

χBr(a)(y)dy

≤ sup
ρ>0

|Br(a) ∩Bρ(x)|
|Bρ(x)|

≤ 1

para toda x ∈ Rn en particular para x ∈ B2r(a).

Ahora, notemos que para que la intersección Br(a)∩Bρ(x) exista cuando 2
kr ≤ |x−a| ≤

2k+1r necesitamos que ρ > (2k+1 − 1)r. Para tales x tendremos que

Mφ(x) ≤ sup
ρ>(2k+1−1)r

|Br(a) ∩Bρ(x)|
|Bρ(x)|

≤ rn

(2k+1 − 1)nrn

≤ rn

(|x− a| − r)n
.

Sustituyendo estas estimaciones en la primer desigualdad obtenemos:

∫
Br(a)

(Mf(x))pdx ≤ C

[∫
B2r(a)

|f(x)|pdx+
∞∑
k=1

∫
B

2k+1r
(a)\B

2kr
(a)

|f(x)|p rn

(|x− a| − r)n
dx

]
.
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Luego, como 1
|x−a|−r

< 1
(2k−1)r

≤ 1
2k−1r

para k = 1, 2, . . . , tendremos que

∫
Br(a)

(Mf(x))pdx ≤ C

[∫
B2r(a)

|f(x)|pdx+
∞∑
k=1

rn

(2k−1r)n

∫
B

2k+1r
(a)

|f(x)|pdx

]

≤ C

[
|B2r(a)|1+λp∥f∥p

Lp,λ(Rn)
+

∞∑
k=1

1

(2k−1)n
|B2k+1r(a)|1+λp∥f∥p

Lp,λ(Rn)

]

= C∥f∥p
Lp,λ(Rn)

[
rn(1+λp) +

∞∑
k=1

1

2kn−n
2(k+1)n(1+λp)rn(1+λp)

]

≤ C∥f∥p
Lp,λ(Rn)

rn(1+λp)

[
1 +

∞∑
k=1

2−kn2kn(1+λp)2n2n(1+λp)

]

≤ C∥f∥p
Lp,λ(Rn)

rn(1+λp)

[
1 +

∞∑
k=1

2knλp

]

≤ C∥f∥p
Lp,λ(Rn)

|Br(a)|1+λp,

ya que la serie
∑∞

k=1 2
knλp converge porque λp < 0 y donde C = C(n, λ, p).

Hemos mostrado que para toda a ∈ Rn y para toda r > 0

[
1

|Br(a)|1+λp

∫
Br(a)

(Mf(x))pdx

] 1
p

≤ C∥f∥p
Lp,λ(Rn)

,

esto es, M es acotada en Lp,λ(Rn) con 1 < p <∞ y −1
p
< λ < 0.

■





Apéndice B

Desigualdades importantes

La desigualdad de Minkowski para integrales es una generalización de la desigualdad

de Minkowski. Su demostración puede consultarse en [7], página 194.

Teorema B.1. (Desigualdad de Minkowski para integrales)

Suponga que (X,M, µ) y (Y,N , ν) son espacios de medida σ-finitos, y sea f una función

(M⊗N )-medible en X × Y .

(a) Si f ≥ 0 y 1 ≤ p <∞, entonces

[∫ (∫
f(x, y)dν(y)

)p

dµ(x)

] 1
p

≤
∫ [∫

f(x, y)pdµ(x)

] 1
p

dν(y).

(b) Si 1 ≤ p ≤ ∞, f(·, y) ∈ Lp(µ) para casi toda y, y la función y 7→ ∥f(·, y)∥p está en

L1(ν), entonces f(x, ·) ∈ L1(ν) para casi toda x, la función x 7→
∫
f(x, y)dν(y) está

en Lp(µ) y ∥∥∥∥∫ f(·, y)dν(y)
∥∥∥∥
p

≤
∫

∥f(·, y)∥p dν(y).

Claramente la parte (a) es la que usamos en este trabajo ya que siempre tenemos

1 ≤ p <∞.
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La siguiente desigualdad demostrada en [6] es usada para demostrar el acotamiento de

la función maximal de Hardy-Littlewood.

La demostración aqúı presentada se puede consultar en [9] (caṕıtulo 2, teorema 2.12)

y hace uso del teorema de interpolación de Marcinkiewicz1, de la descomposición de Cal-

derón-Zygmund y otros resultados que se pueden consultar en [9].

Teorema B.2. (Desigualdad de Fefferman-Stein)

Sean f y ϕ funciones medibles real-valuadas con ϕ ≥ 0. Sea M la función maximal de

Hardy-Littlewood. Entonces∫
Rn

(Mf(x))pϕ(x)dx ≤ C

∫
Rn

|f(x)|pMϕ(x)dx, (B.1)

donde C es una constante que sólo depende de p.

Demostración. Cuando Mϕ(x) = ∞ c.t.p. la desigualdad (B.1) se cumple trivialmen-

te. Cuando no es aśı, Mϕ es la densidad de una medida positiva µ (es decir, dµ(x) =

Mϕ(x)dx) y ϕ es la densidad de otra medida positiva ν (es decir, dν(x) = ϕ(x)dx). De

este modo (B.1) significa que M es un operador acotado de Lp(µ) en Lp(ν).

Esto claramente se cumple para p = ∞. De hecho, si Mϕ(x) = 0 para alguna x, entonces

ϕ(x) = 0 c.t.p. y L∞(ν) = 0, por lo que nada necesita ser probado.

Por otro lado, si Mϕ(x) > 0 para cada x y α > ∥f∥L∞(µ), tenemos que∫
{x∈Rn:|f(x)|>α}

Mϕ(x)dx = 0

y consecuentemente |{x ∈ Rn : |f(x)| > α}| = 0, o lo que es lo mismo, |f(x)| ≤ α c.t.p.

por lo cual Mf(x) ≤ α c.t.p. Aśı ∥Mf∥L∞(ν) ≤ α y finalmente

∥Mf∥L∞(ν) ≤ ∥f∥L∞(µ).

Teniendo que M es de tipo débil (∞,∞), si demostramos que M es de tipo débil (1, 1)

con respecto a la pareja (ν, µ), entonces por el teorema de interpolación de Marcinkiewicz

obtendŕıamos (B.1). Aśı, todo lo que necesitamos es probar que:∫
{x:Mf(x)>t}

ϕ(x)dx ≤ C

t

∫
Rn

|f(x)|(Mϕ)(x)dx (B.2)

1Ver [9], página 148, teorema 2.11.
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Claramente podemos suponer que f ≥ 0. También podemos suponer que f ∈ L1(Rn).

De hecho, podemos encontrar una sucesión {fj}∞j=1 de funciones integrables tales que

f1 ≤ f2 ≤ . . . y fj ↑ f c.t.p. Observemos que

{x :Mf(x) > t} =
∞⋃
j=1

{x :Mfj(x) > t} .

Luego, como f ∈ L1(Rn) y f ≥ 0, dado t > 0 por la descomposición de Calderón-

Zygmund existe una familia de cubos {Qj} que no se traslapan tales que para cada j se

tiene que
t

4n
<

1

|Qj|

∫
Qj

f(x)dx ≤ t

2n
,

además

{x :Mf(x) > t} ⊂
∞⋃
j=1

Q3
j

donde Q3
j denota al cubo con el mismo centro que Qj pero con longitud de lado 3 veces

la longitud de lado de Qj.

Entonces ∫
{x:Mf(x)>t}

ϕ(x)dx ≤
∞∑
j=1

∫
Q3

j

ϕ(x)dx

=
∞∑
j=1

1

|Q3
j |

∫
Q3

j

ϕ(x)|Q3
j |dx

≤
∞∑
j=1

1

|Q3
j |

∫
Q3

j

ϕ(x)

[
3n4n

t

∫
Qj

f(y)dy

]
dx

=
3n4n

t

∞∑
j=1

∫
Qj

f(y)

[
1

|Q3
j |

∫
Q3

j

ϕ(x)dx

]
dy

≤ 3n4n

t

∞∑
j=1

∫
Qj

f(y)(Mϕ)(y)dy

≤ C

t

∫
Rn

|f(x)|(Mϕ)(x)dx.

■
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