1942

hara mi grandeza”

UNIVERSIDAD DE SONORA

«t1 saber de mishios DIVISION DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

Programa de Maestria en Matematicas

GEOMETRIA Y ALGEBRA DE SIMETRIAS DEL
OSCILADOR ARMONICO CON RESONANCIA

TESIS

Para obtener el titulo de:

Maestro en Ciencias Matematicas

Presenta:

Lic. Jhonny Kama Mamani

Director de tesis: Dr. Misael Avendano Camacho

Codirector: Dr. José Crispin Ruiz Pantale6n

Hermosillo, Sonora, México, 25 de agosto de 2022






SINODALES

Dr. Yuri Vorobev

Universidad de Sonora

Dr. Andrés Pedroza

Universidad de Colima

Dr. Misael Avendano Camacho

Universidad de Sonora

Dr. José Crispin Ruiz Pantaleén

Universidad de Sonora



Dedicado a las personas mds
importantes en mi vida, mi familia.
A mis queridos padres Carlos y Maruja

y a mis hermanos Yhovana, Richar, Eva y Nelson
los quiero a todos mds de lo que puedo expresar con palabras Y




Agradecimientos

En principio quiero agradecer a Dios por haberme dado salud a mi y mi familia, y por
haberme permitido alcanzar este objetivo y cumplir este sueno en mi vida. Agradecer a
mis queridos padres Carlos y Maruja a quienes les debo todo lo que soy, gracias por el

apoyo incondicional, paciencia y confienza.

Agradecer también a mis queridos hermanos Yhovana, Richar, Eva y Nelson, quienes
desde la distancia me alentaron, apoyaron con sus palabras. Agradecer de manera muy
especial a Jessica Pilar Ticona Lopez quien desde el comienzo de este obejtivo me brindo
su apoyo incondicional, por darme felicidad, paciencia, comprension, confienza, atn desde

la distancia, gracias por todo su carino y por todo su amor.

Este presente trabajo de tesis no hubiera sido posible realizar sin la guia, orientacion
académica de mi estimado profesor Misael Avendano Camacho, gracias por toda su pa-

ciencia, por todas sus sugerencias y sobre todo por toda la confianza depositada en mi.

Finalmente quiero agradecer también a todos los profesores del Posgrado que han
contribuido en mi formacion, en especial quiero agradecer a los profesores Yuri Vorobev,

Ruben Flores, José Crispin Pantaleon.
Jhonny Kama Maman:

Julio, 2022.




Indice general

Agradecimientos 11
Introduccién \%
1. Variedades de Poisson y Sistemas Hamiltonianos
1.1. Ecuaciones de Hamilton en R?": Definicion, propiedades y ejemplos
1.2. Corchete de Poisson en R?" y transformaciones canénicas . . . . . . . . . . 8
1.3. Sistemas Hamiltonianos integrables en R** . . . . . . . .. .. ... .... 13
1.4. Variedades de Poisson: nociones bésicas . . . . . . . .. ... .. ... ... 15
1.5. Estructuras de Poisson en R® . . . . . . . .. ... ... ... .. 20
2. El oscilador arménico con dos grados de libertad 23
2.1. Modelo Hamiltoniano: Oscilador armoénico con 1-grado de libertad . . . . . 23
2.2. Modelo Hamiltoniano: Oscilador arménico con 2-grados de libertad . . . . 25
2.3. Trayectorias del oscilador armonico con 2-grados de libertad en el espacio
de configuraciones . . . . . . .. ..o 27
2.4. Simetrias y algebra de integrales primeras del oscilador armoénico . . . . . . 32
2.5. Subvariedades invariantes del oscilador armoénico . . . . . . .. ... L 38
2.6. Dinamica del oscilador armoénico sobre los toros de Liouville . . . . .. .. 43
3. Teoria de reducciéon invariante para el oscilador arménico con resonancia 52

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

Espacios reducidos para variedades de Poisson . . . . . .. ... ... ... 58
Teoria de funciones suaves G-invariantes . . . . . . . . . . ... ... ... 60
Teoria de reduccion para el oscilador armoénico resonante . . . . . . . . .. 62
Espacio reducido para conjuntos de nivel de la aplicacion momentum . . . 69
Fibracion de Hopf, resonancia 1:1 . . . . . . .. . ... ... ... ..... 72

. Aplicaciones: Teoria de perturbaciones para el oscilador arménico con

resonancia 80
4.1. Equilibrios relativos para campos vectoriales G-invariantes . . . . . . . . . 80
4.2. Equilibrios relativos para sistemas Hamiltonianos . . . . . . .. .. .. .. 82
4.3. Método de Promedios en Variedades . . . ... .. ... ... ....... 86
4.4. Perturbaciones de campos vectoriales con flujo periédico . . .. . ... .. 87
4.5. orbitas periddicas para sistemas Hamiltonianos perturbados . . . . . . .. 90

111



INDICE GENERAL

4.6. Perturbaciones del oscilador armonico con resonancias

A. Grupos de Lie y Acciones de Grupos
Al GruposdeLie . . . . . . .. .o
A.2. Definiciones y propiedades . . . . . . ... ... ...
A.3. Acciones de Gruposde Lie . . . . . . ... ... ...

Bibliografia




Introduccidn

El oscilador armoénico 2-dimensional o con 2-grados de libertad es un modelo bien
conocido y elemental tanto en fisica como en matemaéticas. Por ejemplo, aparece como
modelo lineal en el estudio de oscilaciones, que es un area de interés comtin de ambas
disciplinas. También lo podemos encontrar en mecanica clasica y cuantica, ya que es uno
de los sistemas Hamiltonianos més elementales [2],[10].

El oscilador armoénico con 2-grados de libertad es un sistema Hamiltoniano en R* dada

por las ecuaciones

P =—wiq P2 = —wige (1)
G =D Go = D2
con funcién Hamiltoniana
1 1
H(p1,p2, 1, @) = 5(10? + wigi) + 5(1)3 + w3q5) (2)

con wi,wo parametros reales llamadas frecuencias. Uno de los propositos de este trabajo
es describir con cierto nivel de detalle algunos aspectos geométricos, dinamicos y algebrai-
cos del oscilador armoénico con 2-grados de liberdad. Estos aspectos tienen una marcada
dependencia con la relacién entre las frecuencias Z—; la cual pretendemos resaltar en este
trabajo; identificando las diferencias méas notarias entre el caso resonante Z—; € Q del no
resonante 2 ¢ Q [1], [13]. Las principales propiedades del oscilador armonico con dos

grados de libertad que se analizan en este trabajo son los siguientes:
1.- El flujo del oscilador armoénico (1) en el espacio fase R%.

2.- La geometria de los conjuntos invariantes del oscilador armoénico dados los conjuntos

de nivel del Hamiltoniano H (2) y los toros de Liouville del oscialdor armonico.
3.- El comportamiento dindmico de oscilador armonico sobre los toros de Liouville.

4.- Kl algebra de simetrias del oscilador armoénico que se define por
Ap = {f € C*(RY)| {H, f} =0}, (3)

donde el corchete {-,-} es la estructura de Poisson canénica en Rf)q dada por
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para todo f,g € C*(R] ).

Estudiando el flujo del oscilador armonico (1) rapidamente es posible destacar la diferencia
entre los casos resonante y no resonante: el oscilador armonico (1) tiene flujo periodio y

solo si g—; € Q. Ademas de esta caracteristica, estudiamos el flujo del oscialdor armoénico en

2
q1,492

(curvas planas ) que nos permiten epreciar de las trayectorias en el caso no resonante.

el espacio de configuraciones R en donde obtenemos las llamadas curvas de Lissajous

El flujo del oscilador arménico tiene tres tipos de conjuntos invariantes que es impor-
tante resaltar, principalmente porque son subvariedades regulares: a) Los llamados modos
normales que son trayectorias cerradas del oscilador que se obtienen sobre los planos
p1=¢q =0y py =gy = 0.Db) los toros de Liouville, variedades 2-dimensionales deter-
minadas por conjuntos de nivel de integrales primeras del oscilador arménico y que son
un reflejo de que el sistema sea integrable. ¢) Los conjuntos de nivel regulares del Ha-
miltoniano del oscilador armoénico, los cuales resultan ser variedades tres dimensionales
difeomorfas a la 3-esfera. En este trabajo describimos como estan relacionadas los tres
tipos de conjuntos invariantes que se mencionaron anteriormente. Especificamente, mos-
tramos que cada conjunto de nivel regular del Hamiltoniano H contiene exactamente 2
modos normales y el resto esta foliada sobre por toros de Liouville. También se describe
la dindmica del oscilador armoénico sobre los conjuntos inavariantes destacando otra dife-
rencia notable entre los casos resonante y no resonante. En el caso resonante cada toro
de Liouville esta foliado por o6rbitas periddicas del oscilador armoénico, mientras que en el
caso no resonante, cada o6rbita del oscilador en un toro de Liouville lo cubre densamente.

Para el dlgebra de simetias Agy (3) se muestra que este conjunto es una subdalgebra
de Poisson de (C*(R},),{-,-}). Mas aun, probamos que es una R-algebra finitamente
generada, es decir, existe un namero finito de integrales primeras (base de Hilbert) que
cualquier otra funcion f € Apy se expresa en terminos de los elementos de esa base. Ade-
més, implementamos un procedimiento solo aplicable al oscilador armoénico que permite
obtener formulas explicitas para los generadores del dlgebra Apgy. Aqui también encontra-
mos otra diferencia importante entre los casos resonante y no resonante. En el ultimo, el
conjunto generador tiene exactamente dos elementos mientras que el caso resonante tiene
cuatro funciones generadores. Ademas, en el caso resonante el dlgebra Ap coincide con
el algebra de funciones invariantes bajo la accién de S* en Rf,,q inducida bajo el flujo del
oscilador armonico. En este caso, se hace uso de las funciones generadores {vy, vy, 13,14}

para construir la aplicacion de Hilbert # : R} — R}, como

H(p,q) == (vi(p,q), v2(p, q), vs(p, ), va(p, q)).

Por sus propiedades, la aplicacion de Hilbert nos ayuda a construir un modelo para el
espacio de orbitas, estudiar sus propiedades y hacer teoria de reduccién Hamiltoniana.
La imagen de la aplicacion de Hilbert es una subvariedad real semialgebraica, es decir,
es descrita por un numero finito de ecuaciones polinomiales y desigualdades. Esto con-
vierte a la imagen de la aplicaciéon de Hilbert en un candidato para el espacio reducido

de la accion de S! en R;q. Sin embargo la imagen de la aplicacion de Hilbert puede tener




INTRODUCCION

singularidades por lo que no es posible que sea una subvariedad regular. Una forma de
resolver este inconveniente para utilizar la aplicacion de Hilbert para construir un modelo
de espacio reducido, es considerar un subconjunto de la imagen de H que tenga la pro-
piedad de ser una subvariedad regular de R%. En este caso, la aplicacién de Hilbert nos
proporcionara un espacio reducido para la accion de St en R;f’q, restringuida al subespacio

invariante W C R4

5.0 tal que H(W) C R}, sea una subvariedad regular.

El presente trabajo esta dividido en cuatro capitulos y un apéndice. En el primer ca-
pitulo se analizan las nociones bésicas sobre los sistemas Hamiltonianos, se establece la
notacion, y se introducen algunas propiedades importantes. De la misma forma estudiamos
las propieades y nociones béasicas sobre las variedades de Poisson. En el segundo capitulo,
comenzaremos motivando el oscilador armoénico con 1-grado de libertad. Luego, veremos
la geométria y la dinamica del oscilador armonico con 2-grados de liberdad como un siste-
ma de ecuaciones diferenciales lineales en R*, describiremos el comportamiento cualitativo
en el espacio de configuraciones de las trayectorias que dependen de la relaciéon aritméti-
ca entre sus frecuencias. Uno de los resultados importantes que presentaremos es que el
algebra de integrales primeras del oscilador armonico es finitamente generada. Utilizare-
mos algunas integrales primeras para determinar los conjuntos invariantes del oscilador
armonico los cuales en su gran mayoria resultan ser toros 2-dimensionales y subvariedades
3-dimensioanles, luego se estudia la dinamica del sistema sobre los toros de Liouville y se
exhibe la gran dependencia cualitativa que esta tiene de una relacion aritmética entre sus
frecuencias, pasando a tener, orbitas periodicas en los toros a tener trayectorias densas
sobre éstos. En el tercer capitulo dedicaremos a la teoria de reducciéon invariante, donde
en una primera parte estudiaremos la teoria en general considerando el espacio fase una
variedad diferencial M, y en una segunda parte desarrollaremos la teoria de reduccion in-
variante para el oscilador armonico con 2-grados de libertad caso resonante, donde nuestro
fase es R;q, para ello con la ayuda de los polinomios generadores del algebra de simetrias
del oscilador armoénico construiremos la aplicacion ‘H de Hilbert, ya que esta aplicacion es
muy util para proporcionar un modelo para el espacio de 6rbitas Ré,q /St de una S'-accion
lineal en R;‘W, inducida por el flujo de oscilador armoénico, por las siguientes propiedades.
‘H es propia, separa orbitas y ademas la imagen de la aplicacion de Hilbert es homeomorfo
a Rﬁvq/Sl. Esto convierte a la imagen de la aplicacion de Hilbert en un candidato para
el espacio reducido de la accion de S en Ré,q' Sin embargo la imagen de H puede tener
singularidades, por lo que restringuiremos a un subespacio invariante. Finalmente en el
ultimo capitulo como aplicacién desarrollamos teoria de perturbaciones para el oscilador

armonico con resonancia.

VII



CAPITULO 1

Variedades de Poisson y Sistemas

Hamiltonianos

Los sistemas Hamiltonianos son sistemas dindmicos que surgen dentro de una forma-
lizacion matematica de la descripcion de problemas mecénicos. En este capitulo vamos a
estudiar un formalismo matemético, el formalismo hamiltoniano, que se puede usar tam-
bién para derivar las leyes de la mecanica clasica, y que fue desarollado por el matematico,
fisico y astronomo irlandés William Rowan Hamilton (1805 — 1865).

Ademas, el proposito de este capitulo es describir las propiedades basicas de los siste-
mas Hamiltonianos en R*". Por mencionar algunos ejemplos bésicos, pero relevantes, como
el oscilador armoénico con 1-grado de libertad, con 2-grados de libertad y las ecuaciones
de movimiento para la segunda ley de Newton se puede expresar usando el formalismo

Hamiltoniano.

El siguiente capitulo esta dividido en cinco secciones: en la primera seccién empezare-
mos introduciendo la definicion de un sistema Hamiltoniano, enseguida veremos algunas
propiedades y ejemplos, ademas veremos como identificar los sistemas Hamiltonianos. En
la segunda seccion definiremos un corchete de Poisson en el conjunto de funciones di-
ferenciales de R*, que lo denotamos por C®(R?"), y con esta nocién reescribiremos de
manera compacta un sistema Hamiltoniano en terminos del corchete de Poisson y ademas
veremos como generar integrales primeras para campos Hamiltonianos a partir de otras
dadas, ademas estudiaremos una nocién importante que son las transformaciones canéni-
cas, que dejan invariante a los sistemas Hamiltonianos. En la tercera seccion estudiaremos
los sistemas Hamiltonianos integrables, aquellas que bajo un cambio de variable se pueden
resolver por cuadraturas. En la cuarta seccion dedicaremos a las nociones basicas de varie-
dades de Poisson donde citaremos conceptos y propiedades importantes que utilizaremos
en el altimo capitulo. Finalmente en la tltimo seccién estudiaremos sin mucho detalle las

estructuras de Poisson en R3.




CAPITULO 1. VARIEDADES DE POISSON Y SISTEMAS HAMILTONIANOS

SECCION 1.1
Ecuaciones de Hamilton en R?*": Definicion,

propiedades y ejemplos

Consideremos el espacio Euclideano R*™ = {(p,q) | p = (01, -, Pn)s ¢ = (q1, .-, qn)}-
Sea H : R — R una funcién suave. Un sistema Hamiltoniano auténomo con n-grados

de libertad es un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

. oOH

b= o (p. )

o E)H(Z ) (1.1)
ql - 8])1 p7q

que describe la dindmica de una particula, con i = 1,...,n. Donde la funcion (llamada
Hamiltoniano) H es la energia total. El campo vectorial Xy definido por el sistema (1.1)

es llamado campo Hamiltoniano asociado a H. Explicitamente, este campo viene dado

Xn = (—%—Z(p,Q),%—IZ(p,q)>~

En mecanica clasica, el espacio Euclideano R%}’j g €S llamado el espacio fase del sistema, el

por

. . . B
espacio R se conoce como el espacio de configuracion y los vectores p = (p1, p2, .., Pn) ¥

q=(q1,2,-..,qn) son llamados vector momentos y vector de posiciéon respectivamente.

A continuacion el sistema (1.1) lo reescribiremos en forma simplificada como:

-1
2=JVH donde J= [;) O"] (1.2)

Considerando z = (p,q), zi = pi, Zi+n = ¢ y ademas VH = (‘9H OH ) . Donde el

0217 """ Ozon

campo Hamiltoniano del sistema (1.1) esta dado por

OH OH
PO L
. < 361’3p)

Observacion 1.1. Dada una funcion en R?;Lq) stempre se puede construir el campo Ha-

miltoniano y luego el sistema Hamiltoniano asociado. El caso reciproco no es tan trivial,
es decir dado un sistema no siempre es inmediato ver que el sistema es un sistema Ha-

multoniano.

Uno de los resultados importantes que se obtiene en esta secciéon es como identificar

los sistemas Hamiltonianos. Para ello antes desarrollaremos una teoria previa.

Definicion 1.1. Sea X : U — R?™ un campo vectorial suave, donde U C R* es un

subconjunto abierto de R®*". Una funcion F € C®(U) se dice ser una integral primera del
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campo X si para cada trayectoria v : I — R™ del sistema (1.1), se cumple que
F(~(t)) = constante, vVt e I.

Geometricamente, esto significa que las trayectorias v(t) del sistema dindmico (1.1)
estan contenidas en los conjuntos de nivel de la funcion F. Enseguida tenemos un criterio
muy importante para hacer los calculos y para verificar si una funcién es integral primera

O 1O.

Proposicion 1.1. Dada F € C*(U), es una integral primera del campo X si y solo si
LxF =0.

Demostracion. Sea v una curva integral, entonces

SFOO) = 5o (1) 30+ + 5 (1) (0
= X0 (0) g (00) + -+ X (60 5 ((0)
= (£xF) (1(0).
Por lo tanto, F es una integral primera si y s6lo si £xF = 0 como queriamos. 0

En la proposicién anterior y en el resto del trabajo Lx denota la derivada de Lie a lo
largo de un campo vectorial suave X. Todos los sistemas Hamiltonianos son conservativos
en el sentido de que la funcion Hamiltoniana o la energia total H (p, ¢) permanece constante

a lo largo de trayectorias del sistema (1.1).

Teorema 1.1 (Conservacion de energia). La funcion Hamiltoniana H es una integral

primera del sistema Hamiltoniano (1.1).

Demostracion. Del sistema (1.1) el campo Hamiltoniano esta dado por

OH OH OH 0 OH 0
Xu(p,q) = ( ) =

50" 0p) " 0 " oy

luego se tiene

OH 9H  OH OH
LyyH =" =

i 90 op " op og

como se queria. ]

A continuacién mencionamos un criterio importante, que si tenemos un sistema Ha-
miltoniano entonces se puede afirmar que la divergencia del campo es cero, el reciproco

en general no siempre es valido.
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Proposicién 1.2. Dado el sistema Hamiltoniano en R*"

: OH
p = ——5-
9q
. OH
con Xg = (—%—Z, %—g) campo Hamiltoniano asociado al sistema, entonces div (Xg) = 0.

Demostracion. Dado el campo Hamiltoniano Xy tenemos

div(Xy) =V - (Xp)

_ (9 9\ (_oH oH
~ \0p’ Oq dq’ Op

0*H  0*°H
dqOp

- Opdyg
Donde V es el operador gradiente. O]

El reciproco del resultado anterior es valido solo si consideramos sistemas en el plano.

Es decir un sistema en el plano es sistema Hamiltoniano si y s6lo si tiene divergencia cero.

Proposicion 1.3. . Sea X = (X1, Xy) el campo asociado al siguiente sistema en el plano

X

. (1.3)

el sistema (1.3) es Hamiltoniano si y solo si div (X) = 0: Y ademas la funcion Hamilto-

niana esta dada por
H(z,y) :/ngx—Xl dy (1.4)
v

donde v es una curva v : [0,1] = R?, suave por pedazos v(0) = (0,0), v(1) = (z,y).

En seguida citaremos un resultado importante que consiste en como construir sistemas

Hamiltonianos en el plano: Esto es una consecuencia del resultado anterior.

Teorema 1.2. Un sistema lineal © = Ax, x € R? en el plano es Hamiltoniano si y sélo

sila tr(A) = 0. En este caso, la funcion Hamiltoniana es cuadrdtica.

Demostracion. Consideremos el sistemas lineal en el plano

= Az; donde A= (a b) ;T = (p) (1.5)
c d q

luego el sistema (1.5) es equivalente a

p = ap+bg
g = cp+dg




CAPITULO 1. VARIEDADES DE POISSON Y SISTEMAS HAMILTONIANOS

el campo del sistema esta dada por: X(p,q) = (X1(p,q), X2(p,q)) = (ap + bq, cp + dq);
asi, tenemos

. 0X; 0Xs

iv (X) o + 9 a+

Por lo tanto (1.5) es Hamiltoniano si y solo si tr(A) = 0 y ademas la funcién Hamiltoniana,

viene dada por
1 1
H(p,q) = 5ep” — 5b¢” — apq.

]

Llegamos a la parte donde citaremos uno de los teoremas importante que caracteriza
a los sistemas Hamiltoniamos, para ello antes mencionaremos dos resultados que seran
utilizados en la prueba del teorema.
Recordemos que una forma diferencial es un operador multilineal antisimétrico definido

sobre el espacio vectorial tangente en cada punto de una variedad.

Teorema 1.3. (Lema de Poincaré). Sea A C R™ un subconjunto de R™ en forma de

estrella con respecto a 0 € R™, entonces toda forma diferencial cerrada en A es ecracta.

Lema 1.1. Sea A C R*', una forma de estrella con respecto p = 0 y dada [(t) =

p+ t(x — p) una curva que conecta a p con x y ademas

2n
w= E a;dx;
i=1

w es una I-forma cerrada. Entonces, se tiene que

2n

f@) =3 [ adenyde = [ (s,

donde a = (ay,...,a,) es vector componente de w.
Teorema 1.4. Un campo vectorial X (z) = (X1(z),..., Xon(7)) en R*" es Hamiltoniano
sty solo si
0X ax\"
J| = — ) J=0 1.6
(&) - () Lo
donde %—f = <g%(x)> (Matriz de Jacobi de X ). Y ademas el Hamiltoniano correspon-

diente viene dada por
1
H(z) = —/ (J X(tx),x) dt. (1.7)
0

Demostracion. Supongamos que el campo X (z) = (Xi(x), ..., Xon(x)) es Hamiltoniano,

es decir es de la forma, X = —%—ZI, %—IZ , luego se tiene el sistema Hamiltoniano
r=JVH =X
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Entonces
H,, H,,
0X =J = JHess(H), (1.8)
ox qu qu
y también
ox\" T o7 T
) = [Hess(H)|” J* = Hess(H)J". (1.9)

De las ecuaciones (1.8) y (1.9) se tiene que

(%X + ox TJ:J[JHess(H)]+[Hess(H)JT]J
(5)+(5)

= J?Hess(H) + Hess(H)J'J =0

pues J2 =Ty JJT =1.

Ahora supongamos que J (%—f) + (%—f)T J = 0, de donde se quiere mostrar que X =

JV H. En efecto, definamos la siguiente 1-forma diferencial asociado al campo X (z) =
(Xl(l’)7 ceey X2n<l’))

zn:Xn_H‘dZEZ‘ — i dexz-i-n = (110)
i=1 i=1

Por lo tanto « debe ser exacta: Luego por el lema de Poincare basta mostar que a sea

cerrada, es decir da = 0, veamos
do =" dX, i1 Adx; — Z dX1 A dzip,
— ,

OX i axnﬂ 0%,  BX.
— Z ( axj - al’l ) d.fUz N Cl-T] + Z (a alern) dajk-ﬁ-n A de—n

1<i<j<n 1<i<k<n Lhtn
n
Xy OX,
+ — dz; Ndx;y, = 0.

Ya que J(a—X) (a ) J = 0. por lo tanto existe H tal que dH = «, asi X = JVH.
Aplicando el Lema (1.1) a la 1-forma

an_H‘dZEZ‘ — i dexz—l-n =
i=1 i=1

donde a = (X411, ..., Xop, — X1, ..., = X,,) = —J X. Tenemos

H(x) = —/0 (JX(tx),x) dt.

O
Observacion 1.2. En el caso n =1 la condicion (1.6) es equivalente a que div (X) = 0.

A continuacién citamos algunos ejemplos de sistemas Hamiltonianos que estudiaremos

con més detalle en el Capitulo (2).
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Ejemplo 1.1 (Oscilador armonico con 1-grado de libertad). El oscilador armdnico con
1-grado de libertad es un sistema dindmico en R? determinado por la ecuacion diferencial
de sequndo orden

G+wlq=0 (1.11)

con q € R, donde w es una constante real positiva. Si introducimos la variable p = ¢ la
ecuacion (1.11) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden:

po= —wq

q = p
El oscilador armdnico con 1-grado de libertad es un sistema Hamiltoniano con

1
H(p.q) = 5 (P* +w?¢?) .
Ejemplo 1.2 (Oscilador armonico con 2-grados de libertad). . El oscilador armdnico con
2-grados de libertad consiste de dos osciladores armonicos 1-dimensionales no acoplados,
es decir, es el sistema de ecuaciones diferenciales de sequndo orden en el plano R? dado
por

G1 +wiqn =0, Go + waqa =0 (1.12)

(q1,q2) € R%, con wy y wy constantes positivas. De manera andloga al caso 1-dimensional,
st introducimos las variables p1 = 1, p2 = §o el sistema de ecuaciones (1.12) se transforma

en el siquiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en R*
o 2 .2
p1=—wi1 P2 = —WyQ2
@1 =m1 G2 = p2.

El oscilador armdnico 2-dimensional resulta ser un sistema Hamiltoniano (con dos grados

de libertad) con la funcion Hamiltoniana

1
(p} +widi) + = (93 +wia3) -

H(p1,p2,q1,q2) = 5

N | —

Ejemplo 1.3. El movimiento de una particula en el espacio cuya masa esm > 0 y que se

mueve en el campo potencial V(q) donde q¢ € R3, es descrito por la sequnda ley de Newton

B oV
0q;

mg; =

tal que i =1,2,3;q; = %:

G = a(t). Ahora definiendo el vector momento p = mq el sistema anterior es equivalnete

donde ¢ = (q1, q2,q3) es vector posicion, de donde ¢ = v(t) y

al sistema lineal en el plano (p,q) dado por:
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Este dltimo es un sistema Hamiltoniano, determinado por la funcion Hamiltoniana:

3
1
H(p.q) =) 5—p+V(0)
i=1

1 2
= — V(q).
5 Pl +V(a)
En General el problema anterior es valido en R".

SECCION 1.2
Corchete de Poisson en R?" y transformaciones

canonicas

En esta seccion empezaremos dando una definicion algebraica de la nocion de corchete
de Poisson, para ello, consideremos el espacio R?" y el espacio vectorial de funciones
diferenciables en R" con valores en R, C*(R?").

Definicién 1.2. Sean f,g € C®(R?*"). El corchete de Poisson candnico en R* es una

operacion R-bilineal

{31 C®(R*™) x C*(R*") — C*(R*")

dada por

N~ (0fdg 0fdg\ _
{f.9} = Z ( o 30 D api) = (JV /. Vg). (1.13)

Con esta operacion més adelante caracterizaremos de manera algebraica a las integrales

primeras, en particular estudiaremos el conjunto de todas ellas que en efecto van a formar

un algebra de Poisson. Ademas esta operacion satisface las siguientes propiedades:
P1). Antisimetria

P2). R-lineal
{)\lf + /\297 h} = )‘l{f7 h} + )\2{97 h}
donde A\, Ay € R :

P3). Identidad de Jacobi

{f? {gv h}} + {gv {h’7 f}} + {h, {f,g}} =0

P4). Regla de Leibniz
{f.gh} ={f,gth+g{f h}

P5). No degeneracion
{f,g} =0 VgeC> (R*™) entonces f = const.
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La verificacion de las propiedades P1-P5 es inmediato empleando la definicion. De don-
de tenemos que (C®(R*"),{,}) es un algebra de Poisson y si omitimos el producto de

funciones diferenciales (C*°(R?"),{,}) es un 4lgebra de Lie.

Definicién 1.3. Dos funciones f,g € C*(R*), se dice que conmutan con respecto al

corchete de Poisson si {f,g} = 0.
Proposicion 1.4. Una funcion g es una integral primera del campo Hamiltoniano Xy =
(—%—Ig, g—g) siy sélo si {H, g} =0.
Demostracion. Tenemos que

" 0H dyg "L 0H g "\ (OH 0g 0OH Og

£x9 =Y a2 G =3 (G e
1 9k OPk ] 9Pk 04k ]
={H, g}

Por lo tanto Lx,,g = 0siy sélo si {H, g} = 0. O

Fijando f definimos la siguiente aplicacion.
Dy : C=(R*™) — C™(R*")

dada por

para g € C>(R*"). Como el corchete de Poisson es R-lineal y satisface la regla de Leibniz,

la aplicacion anterior satisface las siguientes propiedades:
1). Dy es R- lineal.
2). Dy satisface la regla de Leibniz.
Por lo tanto, Dy es una derivacion del algebra de funciones diferenciales C>(R?").

Luego sabemos que a una derivacion siempre es posible asociar un campo, es decir
tenemos Dy € Der(C>(R*")), asi Dy <+ Xy, ademas D¢(g) = Lx,g. Por lo tanto si

n a n 8
X = — + br—=— 1.14
! Zak(‘?pk g *0qs (1.14)
y sabiendo que Dj(g) = Lx,g es inmediato determinar los coeficientes del campo

of
ajp = _8_% b

_of
k_apk'

Asi, en la ecuacion (1.14) tenemos
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Lo cual es el campo Hamiltoniano asociado a f.

El argumento enterior nos muestra que es natural pensar que el campo Hamiltoniano

del sistema (1.1) se puede reescribir en términos del corchete de Poisson canénico.

Observacion 1.3. De la definicion del corchete de Poisson es inmediato ver que {H,p;} =

—gf y{H,q} = g—f. Por lo tanto el sistema (1.1) en terminos del corchete de Poisson

esta dada por
pi = {H ) pi}
g = {H ) Qi}

A continuacién definiremos el algebra de integrales primeras de un campo Hamilto-
niano, y tambien fijando un integral primera veremos como generar integrales primeras a
partir de ella. Para ello consideremos lo siguiente:

Sea f € C*(R*™) y sea y(t) = (p(t),q(t)), una trayectoria del campo Hamiltoniano,

Xy = (—%—ZI, %—g), luego se tiene la siguiente relacion

% FO (1) = (Luy ) (1(1) = {H, f}(3(0))

de donde
H .

Definicion 1.4. Fijando H € C®(R*"). Definimos el conjunto de las integrales primeras

del campo Hamiltoniano Xy, como
Ay = {f €C*R*) | {H, [} =0} C C®(R*™)

Ay # @; pues H € Ay.
Proposicion 1.5. Ay es un subdlgebra de C*(R*").
Demostracion. Sean f,g € Ay v tomando A € R, tenemos
« {HAf+ g} = MH, [} + {H,g} = 0.
« {H,f-g}={H fig+ f{H, g} =0

En la igualdad anterior usamos el hecho de que el corchete de Poisson es lineal y satisface
la regla de Leibniz. O]

Proposicion 1.6. Ay es un subalgebra de Poisson de C*°(R?").

Demostracion. Tomando f, g € Ag, se quiere mostrar que {f, g} € Ag. En efecto: Por la

identidad de Jacobi tenemos que

{HAf, 9}y +{f {9, H}} +{g,{H, f}} =0

de donde, {H,{f,g}} = 0. Como queriamos. O
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Lema 1.2. Sean H, f € C*(R*), y ¢ : R — R diferenciable. Entonces

(H.00 1} = 0(5) - {H. 1}

Demostracion. Tenemos que

9 d¢ of
o, (@0 f)p,q) = - (f(p.a)) o,
Y B d of
i (9o f)(pq) = - [(.0) 9
de donde
OH d(¢ o OH O( o d
{H.00 1} = Z e R (N
como queriamos. ]

Proposicion 1.7. Sea f € Ay y ¢ : R — R diferenciable, entonces g := ¢po f € Ay.

Demostracion. Como se tiene que f € Ay y por el Lema anterior tenemos que

de

gy ={H dof}=— (f) {H [}=0

como se esperaba. O

A continuacion estudiaremos e introduciremos una nociéon importante que son las trans-
formaciones canoénicas o simplecticas, ya que estas transformaciones tienen la propiedad

de dejar invariante a los sistemas Hamiltonianos.

Definicion 1.5. Una funcidn suave F : R*™ — R*" tal que F(z) = (Fi(z), ..., F,(x)),

x € R?", se dice ser candnico o simplectica si su matriz Jacobina gF = (gf?
J

Si F' es un difeomorfismo, el cambio de variable

, satisface

z=(p,q) — T =(p,q)
donde = F(z), transforma el sistema Hamiltoniano
t=JVH
en el siguiente sistema que también es Hamiltoniano

#=JVH, donde H:=HoF '
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Ejemplo 1.4. Dada la funcion, H(p,q) = %p2 + %w2q2 donde w > 0 constante, cuyo
sistema Hamiltoniano asociado esta dada por:

. (1.16)
¢ =p

Haciendo el cambio de variable

[21
= V2wl cos b qg=1/—senf
w

1. Ezpresar H = H(I,0) en nuevas variables. En efecto:

21
H(p,q)=H (\/2@0]0056’,\/—86D9>
w
1 2 1 21 ’
:—<\/2w[cos€) + —w? (\/—sen9> =wl.
2 2 w

2. Ezpresar el sistema Hamiltoniano (1.16) en las nuevas variables. En efecto, deri-

vando p y q luego en el sistema (1.16), tenemos

2Wcos&[ V2 Iésenﬁé——W\/gfésenﬁ

\/—senQ ]+\/7]20056’9—\/ 120050

la igualdad anterior es equivalente

\/inl cos —+v2wlsenb I —v/2w3 1 sen 6
ﬁsen@ \/ 2L cos b 6)  \ Vowlcosh

de donde se tiene

(I) B ( \/\/?COSQ \/2w[sen9> (—\/2w3lsen6’>

0 \/2107 sen 6 \/L% cos 6 V2wl cosf

Finalmente, se obtiene

I =0
0 = w

un sistema Hamiltoniano, con la funcion Hamiltoniana

H(I,6) = wl.
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SECCION 1.3
Sistemas Hamiltonianos integrables en R*"

En esta seccidon presentaremos la nocion de integrabilidad para sistemas Hamiltonia-
nos, como la integrabilidad de Liouville-Arnold. Explicitamente hablando, un sistema
de ecuaciones diferenciales se dice ser integrable si podemos, mediante alguna serie de
transformaciones, reducciones y cambios de coordenadas, resolverlo analiticamente 6 por
cuadraturas. El célebre Teorema (1.5) de Liouville-Arnold establece que si un sistema,
Hamiltoniano con n-grados de libertad posee n integrales primeras funcionalmente in-
dependientes y en involucion, bajo ciertas condiciones, el sistema admite un cambio de
coordenadas bajo los cuales el sistema es integrable por cuadraturas. Més atin el teorema
también establece la existencia de una familia de toros n-dimensionales en el espacio fase
que son invariantes bajo las 6rbitas del sistema Hamiltoniano en cuestion, con lo que

queda mejor definida la dindmica del sistema.

Consideremos el espacio fase R* = {(p,q) | p,q € R"} dotado de una estructura lla-

mada corchete canonico de Poisson definida por (1.19)

Definicion 1.6. El conjunto {f1, f2,..., [} donde f; € C®(R*") para it = 1,2,...,n es

funcionalmente independientes y estan en involucion si se cumple lo siguiente
i) dfy Ndfy A--- Ndfy, # 0.
i) {fi:fj} =0,parai,j=1,2,...,n.

Recordemos que un campo vectorial X : R” — R" suave se dice ser completo si para
cada z° € R" la trayectoria del sistema dinamico # = X (z) con z(0) = z°, que pasa por
2 esta definida para todo ¢t € R.

Dada la funciéon Hamiltoniana H : R?*™ — R tenemos el campo Hamiltoniano asociado

que denotaremos por Xy.

Definiciéon 1.7. Un sistema Hamiltoniano se dice ser completamente integrable en R?"

st el campo Xy tiene n integrales primeras fi, fa, ..., fn en tnvolucion tales que
a) El conjunto {f1, fa, ..., fu} es funcionalmente independiente en un abierto denso U.
b) Los campos Hamiltonianos Xy son completos.

Teorema 1.5. (Teorema de integrabilidad de Liouville-Arnold). Sea Xy un sistema Ha-
miltoniano completamente integrable y f1, fa, -+, fn integrales primeras de Xg funcio-
nalmente independientes en un abierto denso U, en involucion. Sea ¢ € R™ tal que el

conjunto de nivel

Se={zeU|fi=a, fa=cy -, fo=0cu}

es no vacio, entonces:
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i) Se es una subvariedad n-dimensional de R™ la cual es invariante bajo el flujo de
Xp.

ii) Si S, es compacto y conexo, existe una vecinadad W de ¢ en R™ y un difeomorfismo
U:N — W xT" de una vecindad N de S, tal que para cada ¢ € W, el conjunto de
nivel Sz es difeomorfo al n-toro T, es decir

S. =T x ).

iii) El difeomorfismo W definido en el inciso anterior es un morfismo de Poisson de
(N, {-,-},0n) e WXT" ={(I1, Lo, , I, 01,02,y o) | Ii € R, ¢; € St} con cor-

chete de Poisson 3 R
5~ ~~[(0f 03 of 93

i=1

tal que el sistema Hamiltoniano Xy donde H(p,q) es transformado al sistema Ha-

miltoniano H(I) = H o U~' cuyo sistema esta dado por

jz’ - 0,
oi = wi(])’

donde w; = g—g([).

La prueba de este resultado se puede consultar en el texto de Arnold [18]. A continua-

cion citamos algunos sistemas dinamicos que son completamente integrables.

Ejemplo 1.5 (Sistemas Hamiltonianos con 1-grado de libertad). . Consideremos un sis-
tema Hamiltoniano en el plano R* = {(p, q)}

)
=y
)
i

con funcion Hamiltoniana H € C*®(R?). Recordemos que la funcién Hamiltoniana es
siempre una integral primera es decir { H,H} = 0, se tiene que los sistemas Hamilto-
nianos con 1-grado de libertad son completamente integrables siempre que sus flujos sean

completos. Sea E € R y definimos

Sp={(p.q) €R*| H(p,q) = E}

el conjunto de nivel de E de la funcion Hamiltoniana H.
Supongamos que para cierto Ey € R tal que Sg, # 0 es compacta, conexa y regular.

Esta dltima condicion quiere decir que

(—%—g(p, q), %—g(p, C])) #0, V(p,q) € Sk,
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En este caso, el Teorema de Liouville-Arnold (1.5) nos da la siguiente informacion:

i) Sg, es una trayectoria periddica del sistema Hamiltoniano. Mds ain, existe una
vecindad N de Sg, en R? tal que N = (Ey — 0, Fy + 0) x S y para cada E €
(Eo — 0, Eq + 0) el conjunto de nivel Sg es también una lrayectoria periddica con
periodo T(E) = 2m/w(E).

ii) En N ezisten coordenadas accion dngulo (I,¢) y estas se pueden definir de la si-
guiente forma. Para cada E € (Ey — 0§, Eq + 0), denotemos por D(E) el dominio en
R? que estd acotado por la trayectoria Sg. Sea A(E) = fsE pdq el drea del dominio
D(E). Entonces el periddo T(E) de la trayectoria Sg estd dado por T(E) = %%. Por
dltimo, las coordenadas accion-dngulo se definen por

1 27t

I = %A(E), Y= T(E)

Ejemplo 1.6 (Oscilador armoénico con n-grados de libertad). Fl oscilador armdnico con

n-grados de libertad es un sistema Hamiltoniano en R?" definido por la siguiente funcion

Hamiltoniana .
H(p,q) = %HPH2 + % ;W?Q?,
con w; constantes reales. El conjunto de funciones {f1, fa, -+, fu} donde:
b ) = 50 + g,
para © = 1,2,--- . n es un conjunto de integrales primeras para el oscilador armodnico

que estan en involucion {f;, f;} = 0 para todo 1 < i,j < n. Ademas este conjunto es
funcionalmente independiente en el conjunto U = {(p,q) € R* | p;,q; #0, Vi=,...,n}
el cual es un abierto y denso. Por iltimo, cada campo Hamiltoniano Xy, tiene trayectorias
periodicas con periodo T; = i—’: y por lo tanto el campo es completo. Asi el oscilador

armonico con n-grados de libertad es un sistema Hamiltoniano integrable.

SECCION 1.4
Variedades de Poisson: nociones basicas

Los sistemas dinamicos que estudiaremos en los siguientes capitulos, se estudian en

espacios fase que son las variedades de Poisson.

Una variedad de Poisson es un par (M, {-,-}) que consiste de una varierdad diferencial

M equipada con una operacion binaria , llamada corchete de Poisson

Definicién 1.8. Un corchete de Poisson en una variedad M es una operacion binaria
{-,:}:C® (M) xC® (M) — C=® (M) dada por (f,g) — {f, g}, tal que para cualesquiera
fyg,h € C® (M) satisface las siguientes propiedades
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P1).  Antisimetria

P2).  R-bilineal
{f,ag +bh} = a{f, g9} +b{f, h}

donde a,b € R :

P3).  Regla de Leibniz
{f.gh} ={f,9}h +9{f. h}

Pj).  Identidad de Jacobi

S {f,{g9,h} =0
(f,9,h)

donde el simbolo & denota la suma ciclica sobre las funciones f, g y h.

Por lo tanto (C*°(M),{-,-}) es una é&lgebra de Lie, la cual es llamada una algebra de

Poisson.

Definicion 1.9. Sea (M, {-,-}1) y (M, {-,-}2) dos variedades de Poisson. Una transfor-
macion de Poisson es una aplicacion suave ¢ : My — My tal que el pull-back conserva los

corchetes de Poisson, es decir

{fop,gopti={f.g}aovp (1.17)
para todo f,g € C®(M,).
Ejemplo 1.7. En R*" con coordenadas lineales (p1,...,Pn,q1,---,qn) la férmula
" (0f 09 Of Og
= - 1.18
1.9l ZZI (api dq;  0q; Op; ( )

define un corchete de Poisson como se vio en la sequnda Seccidn, y esto es llamada corchete

de Poisson candnico en R*".

Este corchete de Poisson esta completamente caracterizado por sus valores en las fun-

ciones de coordenadas:

{pisvi} = {053 =0, {piq;} =0 (1.19)

Sin > mlaaplicacion ¢ : R?™ — R?*™ dada por (D1, -, Pas @1y - -5 Gn) +> D1y -+ s Prns @1y - - -

es una transformacion de Poisson.

Ejemplo 1.8. Sea A = (a;;) una matriz antisimetrica . Entonces podemos definir un

corchete de Poisson cuadrdtico en R™ por la formula:

=N i, 2 00
{f7 g}A = Z QT T 81‘1 axj . (120)

ij=1

 qm)
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Considerando la aplicacion ¢ : R?* — R", definida por

@(Piaqz‘) = Z;

1
— o%i—3 2j=1%ijPj

Luego afirmamos que ¢ es una tranformacion de Poisson cuando equipamos a R?" con el

corchete canonico de Poisson (1.18). Esto se sigue del siguiente célculo:

_ 15 . 15 .
{l’i 0@, x;0 (P}]R% _ {eqz 3 2h=1 kP 0573 Dol aap }R2”

n

1 1 n 1 n 1
_1 g 1y o . _lywmoo
=e 2 E (@i + aji) pr{e?, €Y tgen + eV 2 k=1 kPrLedi o2 iz i }r2n
k=1
iswm o i g R R D A
+ eli—2 2u=1 a]lpl{e 3 Doh—1 QikDksC }RQ" + 6‘11+QJ {6 5 2 k=1 aﬂulcpk7 e 2 et “JZPI}R2n
_ _lajieqy‘—%zzzl @ik eqz'—% iz ajla + laijGQi_% 2ol @il qu'—% > k=1 @ikPk
2

_ aijeqz'*% > k=1 GikDk ef}j*% >l agip
= a;; (zi0p) (x50 0) ={zi,zj}a0p
en la prueba anterior se utilizo las propiedades del corchete de Poisson canoénico y las

relaciones (1.19).

A continuacién introduciremos una nocioén de campos vectoriales Hamiltonianos, para
el efecto la identidad de Leibniz para un corchete de Poisson conduce a la siguiente

definicion:

Definicién 1.10. Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson. El campo vectorial Hamilto-
niano de H € C®(M) es el campo vectorial Xy € X(M) definido por

para todo f € C°(M). La funcion H se llama funcion Hamiltoniana.
la asignacion C>*°(M) — X(M) dada por f +— X, es un morfismo del algebra de Lie.

Proposicion 1.8. Para cualquier f,g,€ C>®(M):
(X Xg] = X{fg}-
Demostracion. Considerando f, g, h € C*(M), tenemos

(X7, Xg] (h) = Xy (Xg(h)) — Xy (Xy(h))
={fAg,n}} —{g.{f. h}}
={/.h} 9} +{f {9, n}}
={{/, 9}, h} = X{3,9(R)
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donde usamos la propiedad de antisimetria del corchete de Poisson y luego la identidad
de Jacobi. O]

Recuerdemos que una funcién f se llama integral primera de un campo vectorial X

si f es constante a lo largo de cualquier 6rbita de X y esto sucede si y solo si X(f) =

Lx(f)=0.

Proposicién 1.9. Sea (M,{-,-}) una variedad de Poisson y fijemos alguna funcion ha-
miltoniana H € C*(M). Entonces:

(i) f es una integral primera de Xg siy sélo si {H, f} =0
(i) H es siempre una primera integral de Xy

(iii) Si f1 y fo son integrales primeras de Xpg entonces {f1, fo} es también una integral

primera de Xp.

Demostracion. La parte (i) se deriva de la definicion de Xy . La parte (i7) se deriva de (1)

y de la antisimetria de {-,-}. La parte (ii7) se deriva de (i) y de la identidad de Jacobi. [

Definicion 1.11. Una funcion suave K € C*(M) en una variedad de Poisson (M,{-,-})
es llamada una funcion de Casimir si {K, f} =0, para toda f € C>*(M).

Notemos que la definicién anterior implica que una funcion de Casimir es una integral
primera para todo campo Hamiltoniano, es por ello que son importantes este tipo de

funciones. Ademas el campo asociado es igual a cero, es decir Xx = 0.

Definiciéon 1.12. Un campo vectorial Z en M se dice ser un campo vectorial de Poisson

st su derivada de Lie es una derivacion del dlgebra de Lie (C*°(M),{-,-})
LoAF, Py} ={LzF, Fo} +{F, LzF}

para todo Fy, Fy € C*(M).
Proposicion 1.10. Todo campo Hamiltoniano es un campo de Poisson.

Demostracion. Sea Xy € X(M) un campo Hamiltoniano, luego Lx,F = {H, F'} para
todo F' € C*(M). Entonces

LXH{FlaFQ} = {H7 {FlvFQ}}
= —{F,{F, H}} — {F, {H, F1}}
={H, 1}, By +{F, {H, F>}}
={Lx, F1, B>} +{F, Lx, >}

para todo Fy, Fy € C(M). O

El reciproco de la proposiciéon anterior en general no es valido, es decir no todo campo

de Poisson es campo Hamiltoniano.
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Proposicion 1.11. Sea ®; un flujo en una variedad de Poisson M y sea H : M — R

una funcion suave sobre M. Entonces

a) Para cualquier f € C*(U), U abierto en M,

d
(o) = {f.H} o = {f o, )
0, para abreviar,
f=A{f HY} para cualquier f e C=U), Uabierto en M

sty solo si Dy es el flujo de Xp.
b) Si @, es el flujo de Xy, entonces Ho &, = H.

La prueba de esta proposicion se puede consultar en [15]. La proposicion anterior nos

permite mostrar que el flujo de un campo Hamiltoniano es una transformacion de Poisson.

Teorema 1.6. 51 ¢, := Fl_tXH es el flujo de Xpg, entonces

Oi{f. 9y =1{9/ f, g},

en otras palabras

{fag}oq)t = {fO(I)t,gO(I)t},
Ast, los flujos de campos vectoriales Hamiltonianos conservan la estructura de Poisson.

Demostracion. Sabiendo que Xy es un campo Hamiltoniano y por otro lado considerando

que u = {fo®d,god} —{f,g} o P lo que se quiere probar es que u = 0. En efecto

du

d d
s E({fo‘bt,go‘pt})_a({f’g}o(bt)
d

d d
:{E(fo(I)t),go@t}+{foq)t7%(go<1>t)—a({f,g}ocbt),

por la proposicion (1.11) y utilizando la identidad de Jacobi tenemos

2—? = {{fo®, H},go®} +{fod,{go®, H}} — {{f, gl o®,, H}

={{fo®y,go®},H} —{{f g} 0P, H}
:{{foq)t?goq)t}_{f7g}oq)t7H}
={u, H} = Xy (u).
Finalmente
du

i Xp(u)

de donde la tnica solucion de esta ecuacion es u; = ug o ®;. Como ug = 0, obtenemos que

u = 0. Por lo tanto
{fag}oq)t:{foq)tagoq)t}a
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Como queriamos. O

Definiciéon 1.13. Sea (M, {-,-}1) una variedad de Poisson y ¢ : My — My funcion suave
sobreyectiva. Si eriste una estructura de Poisson {-,-}o en My tal que ¢ es Poisson, la

estructura {-,-}o se dice ser coinducida por .

A continuacion citamos una proposicion, que usaremos en el Capitulo (3), para demos-

trar que el espacio de orbitas M /G es una variedad de Poisson.

Proposicion 1.12. Si ¢ : (My,{-,-}1) — My es sobreyectiva, My tiene una estructura
coinducida si y solo si {f op,gop}i es constante a lo largo de las fibras de ¢, para todo
f7 g € COO(MQ)

Demostracion. Para la prueba indirecta supongamos que {f o ¢, go p}; es constante por
fibras de ¢ para todo f,g € C>(M;). Definimos

{f:9}2(2) = {fop,goph(y), y € ¢ (2)
{f, g} esta bien definida: pues para § € = !(z)

{fow,goph(@) ={fop.govhly)
entonces { f, g}2(z) no depende de y € ¢~ !(z), por definicion

{fop,gophi(y) ={fop,goplp(y).

Finalmente es inmediato verificar que {-, -}, es un corchete de Poisson. O

SECCION 1.5
Estructuras de Poisson en R?

En esta seccién vamos a estudiar como construir una familia de estructuras de Poisson
que se pueden definir en R3 con coordenadas (y',y? y3). Sea ¥ = (¥, Uy, U3). Luego
definamos una aplicacion binaria {-, -}y : C*°(R3) x C*°(R3) — C*>°(R?) dada por

{f, 9} e := (¥, V[ xVg) (1.22)

para todo f, g € C>(R3).

El punto aqui es establecer bajo que condiciones (1.22) define una estructura de Poisson
en R3. De un calculo directo, se tiene que {y',v*}v = U3, {v%,v3}e = U1y {43,y }o =
U,. por lo tanto {-, -}y (1.22) define una estructura de Poisson si y solo si

e {{v.v’}v’}=0. (1.23)

123)

(yly?y

Proposicion 1.13. {-, -}y (1.22) define una estructura de Poisson siy solo si (¥, rot(V)) =
0 para ¥ = (U, Uy, U3).
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Demostracion. Tenemos los siguientes

ov ov
1,2 31 31 3 3
{{y Y }7y } - {‘ll?ny } - \Ijl 33/2 l:[12 8:1/1 ;
oV, oV,
2 .37 11 _ 1 _ .
{{y Y }7y } - {\Ijl7y } - \112 ay3 \113 ayz )
o0V, oV,

3,1 27 21
{{y",y },y}—{\Ilz,y}—‘lfzay1 —\Illayg.
Luego en (1.23) se tiene
oV, 0V; ovs o0V, ov, 0Vv,
U (22 T8 ) pg, (222 ) g (2 22 o
1<8y3 8y2)+ 2(83/1 6y2>+ 3(01/2 ayl) ’

como queriamos probar. O

Una consecuencia directa de esta proposicion es la siguiente: Si W = VK tal que
K € C>*(R?) entonces {-,-}y define una estructura de Poisson en R3] ya que rot¥ = 0.

Dada una funcion H € C*°(R?) tal que X es el campo Hamiltonaino asociado. Por lo

tanto
EXHf:{va}

= (U, VH x Vf)
=57 57 o= (T T2 U

of of Of OH OH 9H

oyl  oy? oy oyl  oy? oy

of of of

:<‘1’><VH7Vf>=(‘I’XVH)18—y1+(‘I’XVH)za—yQTL(‘I’XVH)ga—yg
:»C\IJXVHf-

Para todo f € C*(R?). Asi un campo Hamiltoniano en R?* viene dado por
Xy =¥ xVH.

Proposicion 1.14. Los vectores W (de Poisson) en R® tal que (U, rot(W)) = 0 tienen

la propiedad de invarianza conforme, es decir U =mU¥ conm € C>®(R3), entonces T es

Poisson, es decir
(\i!, rot(\i!)> = 0.

Demostracion. Para m € C*(R3) y ¥ funcion vectorial se tiene que:

rot (mW¥) = m rot(V) — ¥ x V(m),
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(2 o a .
donde V = ((%, B az)' Asi tenemos

(T, rot(¥)) = (m W, rot(m ¥))
= (m ¥, mrot(¥) — ¥ x V(m))
= m*(¥,1ot(V)) — m(¥, ¥ x V(m)) = 0.

Como queriamos probar.




CAPITULO 2

El oscilador arménico con dos grados de libertad

Este capitulo esta dedicado a estudiar las propiedades geométricas y dindmicas del os-
cilador armoénico con dos grados de libertad. Algunas de ellas, son propiedades tipicas de
los sistemas Hamiltoninos integrables como la existencia de toros invarinates (de Liouville

) por mencionar una de ellas.

El presente capitulo esta dividido en seis secciones. En la primera secciéon se presenta
el oscilador armonico con 1-grado de libertad, y junto con sus propiedades fundamentales,
su flujo y el retrato fase. Esto con el fin de motivar el estudio del oscilador armoénico con
2-grados de libertad. En la segunda seccién estudiaremos ampliamente el osciliador armo-
nico con 2-grados de libertad. Donde mostraremos que es un sistema Hamiltoniano en R*
y analizaremos las principales propiedades, como ser el flujo, donde indicaremos bajo qué
condiciones el flujo es periddico. En la tercera secciéon estudiaremos el comportamiento
geométrico y cualitativo de las trayectorias del oscilador armoénico con 2-grados de liber-
tad para el caso resonante, y no resonante, en el espacio de configuraciones Rghqz. En la
cuarta seccion presentaremos los aspectos algebraicos del oscilador armoénico con 2-grados
de libertad, donde enunciaremos uno de los resultados importantes, que dice que el con-
junto de integrales primeras es un R-dlgebra finitamente generada. En la quinta seccion
describiremos los conjuntos invariantes del oscilador armoénico con 2-grados de libertad
que resultaran ser, subvariedades tres dimensionales (difeomorfas a S*) y subvariedades
dos dimensionales (difeomorfas a T?). Finalmente en la altima secciéon estudiaremos el
comportamiento cualitativo y dindmico de las trayectorias del oscilador armonicos en las

subvariedades regulares invariantes mencionadas en la seccion anterior.

SECCION 2.1
Modelo Hamiltoniano: Oscilador armoénico con

1-grado de libertad

Como motivacion para estudiar el oscilador armonico con 2-grados de libertad en R,

estudiamos primero las propiedades mas importantes del oscilador armoénico con 1-grado
de libertad en R2.
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El oscilador armonico con 1-grado de libertad es el sistema dindmico en R? determinado

por la ecuacion diferencial de segundo orden
G+w’q=0 (2.1)

donde ¢ € R y w es una constante real positiva. Introduciendo la variable adecuado p = ¢,
la ecuacion (2.1) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales

de primer orden en el plano

2
. e (2.2)
q = p
El sistema (2.2) resulta ser un sistema Hamiltoniano en R? con respecto a la funcion
Hamiltoniana ]
H(p.q) = 50" +°¢’). (2.3)

En mecanica, el oscilador armonico con 1-grado de libertad (2.2) aparece modelando el
movimiento de una masa m colgada de un resorte en el que se desprecia cualquier fuerza

de friccion (ver figura (2.1)). En este contexto, la variable g representa el desplazamiento

i

Figura 2.1: Sistema fisico modelado por el oscilador armonico.

N\ ANRRRRRANANRY

vertical de la masa con respecto a su posicion de equilibrio y la variable p representa el
momento de la masa. Es claro que el movimiento de la masa sujeta al resorte resulta ser
periodico, pues estamos despresiando cualquier efecto de friccion. Por lo que w representa

la frecuencia del movimiento.

Analiticamente, la curva integral o la trayectoria a(t) = (p(t), q(t)) del sistema lineal

(2.2) que pasa por el punto (po, qo) al tiempo to = 0 esta dada por

t coswt  —wsenwt
p(t) _ Po . (2.4)
1
q(t) —senwt  coswt o
De donde tenemos que las 6rbitas del sistema son periodicas, con periodo T' = %’T y por lo
tanto las trayectorias del sistema son curvas cerradas, con excepcion de la trayectoria que
pasa por el origen. Ademés, como la funcion Hamiltoniana (2.3) es una integral primera

del oscilador armonico con l-grado de libertad (2.2), las trayectorias del sistema estan

contenidas en los conjuntos de nivel de H. Por lo tanto, para cada ntimero real positivo
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E >0, el conjunto de nivel de H en E esta dada por:

H'={(p,q) eR*| H(p.q) = E}

(p,q) € R* | p* + w’¢® = E}

de donde claramente es una curva cerrada, concretamente, una elipse. En consecuencia,
las trayectorias del oscilador armoénico con 1-grado de libertad son exactamente las elipses

que describen los conjuntos de nivel regulares de la funcién H (ver Figura (2.2) ).

\Y

-
.

Figura 2.2: Trayectorias del oscilador armoénico con 1-grado de libertad.

SECCION 2.2
Modelo Hamiltoniano: Oscilador armoénico con

2-grados de libertad

En la presente seccidon, estudiaremos con todo detalle la dindmica de las curvas inte-
grales del sistema dindmico llamado oscilador armonico con 2-grados de libertad en el
espacio de configuraciones, es decir como evolucionan las trayectorias del sistema.

El oscilador arménico 2-dimensional consiste de dos osciladores armoénicos con 1-grado
de libertad no acoplados, es decir, es el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo

orden en el plano R? dado por
G +wiq =0, G2 +w2q2 =0 (2.5)

donde (g1, q2) € R?; con w; y wy son constantes positivas.

De manera andloga como en el caso del oscilador armoénico con 1-grado de libertad, si
introducimos las variables p; = ¢y, p2 = ¢ el sistema de ecuaciones (2.5) se transforma

en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en R*:

< 2 < 2
pP1 = —wiqq, P2 = —Ws(q2,

. . (2.6)
q1 = D1, g2 = P2.

Notemos que el oscilador armonico con 2-grados de libertad es un sistema Hamiltoniano
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clasico, con respecto a la siguiente funcion Hamiltoniana

1
(P + i) + 5 (0 +wids) - (2.7)

N | —

H(p1>p27q17QQ) =

El campo Hamiltoniano asociado al oscilador armoénico con 2-grados de libertad esta dado
por

Xy = (—wiqi, —w3q2, p1, Pa)

y su flujo por

P1 P1 COSwyt — qiwi sen wit
P2 P COS Wal — ows S€N wWal
T o, Sen w1t 4+ g1 cos wyt
) f}—i sen wot + g COS wot

En este punto podemos destacar que aparece la principal diferencia entre el oscilador
armonico con 1-grado de libertad con respecto al de dos grados de libertad. En el primer
caso, sin importar el valor de la frecuencia w > 0, el flujo del oscilador armoénico siempre
tiene flujo periodico, con periodo 2, (ver ecuacion (2.4)). En el caso de dos grados de
libertad, existen valores para las frecuencias w; y wy para los cuales el flujo del oscilador
no es periodico.

Sin embargo, el oscilador armoénico con dos grados de libertad posee dos familias de
trayectorias periddicas, independientes de los valores de las frecuencias wy, wy. Estas
familias de orbitas periddicas son llamadas modos normales. Las orbitas periddicas o
modos normales para el oscilador armoénico con dos grados de libertad aparecen tomando

las siguientes condiciones iniciales en (2.8).

i) Si consideramos p1 = a, ¢t = by ps = ¢ = 0, con a, b reales no nulos, en el flujo
(2.8) se tiene una familia de érbitas periddicas de perioédo
2m
T1 == —.
w1
ii) Si tomamos p; = ¢ =0y ps = a, ¢ = b en el flujo (2.8) se tiene una familia de
orbitas periddicas de periddo
2T
Ty = —.
%)
A continuacion presentamos una proposicion donde se presentan condiciones necesarias

y suficientes, para que, el flujo (2.8) sea periddico.

Proposicion 2.1 (Caso resonante). El flujo del oscilador armdnico (2.8) es periddico si

y solo st % es un numero racional.

Demostracion. Fijemos (p,q) € R* y consideremos la siguiente funcion I' : R x R — R*
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dada por
P1 COSW1S — quwy SN w1 S
COS WoT — (aWws SEN WoT
['(s,7)= pz 2T T den 2. (2.9)

p1
oy Senwys + g1 COSw1 S

b2
o, SCNW2T + @2 COS WaoT

I' es una funciéon cuasi-perioédica con periddos 17 = i—f y Ty = i—’; es decir

I'(s+Ty,7)=T(s,7), y I'(s,7+T3) =I(s,7), paratodo s,.

. . . . e oai T w2

Notemos que existe un periodo comin 7" en s y 7 para [' si y s6lo si &= Z—f = > con

n,m € Z*. En este caso, el periodo comun T = mT; = nT,. Como Fl% P - ['(t,t)
q

para todo (p,q) € R%, se sigue el resultado deseado. O

SECCION 2.3
Trayectorias del oscilador armoénico con 2-grados de

libertad en el espacio de configuraciones

Ahora vamos a analizar las trayectorias del oscilador armonico con 2-grados de libertad

en el espacio de configuraciones, es decir describiremos de manera cualitativa las trayec-

2

torias del sistema de ecuaciones de segundo orden (2.5) en el espacio de posiciones R7 .

Teniendo el flujo (2.8) lo que quisieramos es estudiar cualitativamente el comporta-
miento de ello, andlogamente como se hizo en el caso del oscilador armoénico con 1-grado
de libertad en R?. Sin embargo en este caso no podemos visualizar en R*, pero lo que
si podemos ver es como es el comportamiento cualitativo de la trayectorias en el espacio
de configuraciones ya que es 2-dimensional. Es decir, vamos analizar cualitativamente el
comportamiento de las trayectorias del oscilador armoénico en el espacio de posiciones

q1, q2. Para ello consideremos las siguientes funciones

1
fiprp2, 1, 42) = ?(p% +wigi), (2.10)
f2(p1>p2>Q17Q2) = §(pg +w§q§)7

que también son integrales primeras del oscilador armoénico con 2-grados de libertad.
Es decir tanto f; como también f, son constantes a lo largo de las soluciones o curvas
integrales del oscilador armoénico con 2-grados de libertad dadas por (2.8). En efecto,
si componemos f; con el flujo del campo Hamiltoniano Xy, obtenemos nuevamente la

funcion f; :

1 Di
fio Fl&H (p1, P2, q1, @2) = 3 ((pZ cos w;t — qw; sen w;t)? + w?(q; cos wit + —Z sen wit)2>
K2

1
= 5(]912 +W¢2617;2) = fi(p1,p2, 1, @),

27
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para ¢ = 1,2. Ademas las integrales primeras f; y fo del oscilador armoénico con 2-grados
de libertad no son independientes del Hamiltoniano H ya que se verifica que H = f; + fs.
Luego, estas dos integrales primeras son de mucha importancia pues los flujos asociados a
sus campos Hamiltonianos conmutan, es decir para todo t, s € R se satisface la seguiente
relacion

Fleh o Flﬁ(fQ = Flﬁ(f2 o Flg(fl.

Sea v(t) = (q1(t), q2(t)) la solucién particular del sistema de ecuaciones de segundo
orden (2.5) con condiciones iniciales y(0) = (a1, az2) v ¥(0) = (b1, by). Usando el flujo del
oscilador armonico (2.8), se tiene que 7(t) tiene la forma siguiente

vt) = (u(t), (1))

! , (2.11)
= (w—ll sen w1t + aq cos wqt, w_22 sen wyl + ag cos WZt)-

Vamos a mostrar que (t) esta contenida en una elipse en R? determinada por las condi-

ciones iniciales. En efecto, dada que la funcion Hamiltoniana (2.7) es una integral primera
de H y que A(t) = (pu (), pa(t)), se tiene

H(’y(t),’y(t)) = H(al,a27b1,b2) = E, vVt € ]R,

donde E es una constante positiva. De la igualdad anterior se tiene que

SR + WG (0) + 5 (3(0) + (D) = B,

de donde se deduce la siguiente desigualdad

1
@iai(t) +wg (1) < B (2.12)
para todo t € R. Notemos que 7(t) la solucion o la curva integral del oscilador armonico
con 2-grados de libertad en el plano (¢, ) esta contenida en el interior de la elipse de
ecuacion

ai %
= 1. 2.13
2F [w? - 2F [w? (2.13)

Pues, de la desigualdad (2.12) tenemos que

Q0 B

L, 5, 2 92
- t )< F e )
2(W1Q1()+W2QQ< ) < QE/wf—i_QE/wQ >

Mas atin, existe un rectangulo inscrito en la elipse (2.13) que contiene en su interior a la
solucion particular y(¢). Para el efecto consideremos las funciones (2.10) que menciona-
mos anterioremente y sabiendo que estas funciones son integrales primeras del oscilador

armonico tenemos lo siguiente

fi(y(t),7(t)) = filar, az, b1, b2) == E;

para i = 1,2. Donde E; son constantes positivas. Como () = (p1(t), p2(t)), se concluye
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que
1

Q(p? (t) +wig (1)) = E;

para todo t € R, lo cual implica que %wqu(t) < E;. Es decir |¢;(t)| < A;, para todo t, con

A; = —ViE Por lo tanto la solucion particular ~y(¢) esta contenida en el rectangulo

R=A{(a1,@) ||l < Ar, |g| < A} (2.14)

Finalmente, mostraremos que el rectangulo esta inscrito en la elipse de ecuacion (2.13)
(Ver figura (2.3)). Notemos que los vértices del rectangulo R son los puntos de coordenadas
(£A41,+£45). Como Ay = Y22 Ay = Y22 v B — By + E, obtenemos

w

2F/w?  2E/w3  2E/w?  2E/w}  FE

= 1.

Cabe mensionar que la region R (2.14). depende tanto del valor de las frecuencias wy, wsy

4,

o

Ay q,

Figura 2.3: Rectangulo R que contiene a la solucion ().

como de las condiciones iniciales de la solucion particular (¢) en (2.11).

Acabamos de mostrar que la curva y(t) (2.11) esta contenida en la region R (2.14). Ahora,
analizaremos el comportamiento cualitativo de v(¢) dentro del rectangulo R , es decir, la
cuestion ahora es tener una idea de como es la dinamica de la solucion particular v(t) del
sistema (2.5) dentro del rectangulo R (2.14). El anélisis cualitativo que vamos a desarrollar

muestra que la curva solucion de (2.5) resulta ser altamente sensible, del cociente de las
ws
las curvas v(t) (2.14) son llamadas curvas de Lissajous. Consideremos primero el caso

frecuencias y de las condiciones iniciales que se fijen para ésta solucion. La traza de

en el que Z—; = 1. Las curvas de Lissajous en este caso son elipses, incluyendo los casos
particulares de circulos 6 segmentos de rectas, como se puede observar en las graficas que
aparecen en la figura (2.4). Para justificar de porque las trazas de y(t) son elipses, circulos

y segmentos de rectas, consideremos las siguientes integrales primeras

a1(p1, P2, q1, q2) :pf—l—qf as(p1, P2, q15Q2) ng—l—qg
as(p1, P2, 41, q2) = P1g2 — P21 a(P1, P2, @1, @2) = P1P2 + 1 G2

de H(p1,p2, q1,q2) = %(p% +4qi) + %(pg + ¢3) tenemos que {H,a;} = 0. Notemos que las

integrales primeras «; satisfacen la relacion
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q2 q2 q2 q2

C )N U ql
- NI .

Figura 2.4: Curvas de Lissajous para w; = ws

- =i+ af (2.15)

lo cual implica que estos generadores son dependientes.

En la seccién (2.4) discutiremos ampliamente el algebra de simetrias 6 de integrales
primeras para el Hamiltoniano del oscilador armoénico. Ahi mostraremos un algoritmo
para construir las integrales primeras aq, as, a3 y ay y deduciremos de donde aparece la
relacion (2.15).

Sea y(t) = (q1(t), g2(t)) la curva dada por (2.11) que es solucion del sistema de ecuacio-
nes (2.5). Recordemos que (§(t),v(t)) es una curva integral del oscilador arménico. Toman-
do en cuenta que «; es integral primera de Xy, definamos a > 0 por a := ay(§(t), v(t)).
De aqui se sigue que

pit) =a—q¢(t), VteR. (2.16)

Anéalogamente, utilizando la integral primera as, definimos la constante b > 0 por b :=

a1 ((t),v(t)). De donde obtenemos la siguiente relacion

pt) =b-g(t), VteR (2.17)

Finalmente, definamos la constante ¢ > 0 por ¢ := ay(§(¢),7(t)), la cual nos conduce a la

siguiente igualdad
p(t)p2(t) = c— qi(t)g2(t), VteR. (2.18)

Sustituyendo (2.16) y (2.17) en (2.18) se tiene que (a — ¢2(t)) (b — @(t)) = (¢ — ¢ (t)ga2(t))”
para todo t € R. Desarrollando, tenemos que la curva «y(t) esta contenida en la curva cua-
dratica de ecuacion

bq} — 2q1qo + ags = ¢* — ab (2.19)

El lugar geométrico que determina (2.19) en R esté determinado por las relaciones entre

los parametros a,b y c. Por lo tanto tenemos que
* Circunferencia: para 4 — 4ba < 0y b = a.

* Elipse: para 4 —4ba < 0y b # a.
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* Hipérbola: para 4 — 4ba > 0.

* Pardbola: Para 4 —4ba =0y b=00a=0.

Trayectorias del oscilador armoénico: Caso Resonante. En la figura (2.5) se mues-

tran algunas soluciones del sistema dindmico (2.5) con coeficientes de frecuencias o un
nimero racional distinto de uno.

a2 q2 q2

Q1 a1 i
w] = 1 w] = 2 W) = 5
wy=2 Wy =29 wy =2

Figura 2.5: Adaptado del articulo [1]. Caso 2 racional

Trayectorias del oscilador arménico: Caso no resonante. Por otro lado en el caso

que Z—; sea irracional la situacion puede ser muy distinta, al caso cuando es racional. Si Z—;
es irracional entonces las curvas solucion del sistema (2.5) son densas en el rectangulo R

definido por (2.14) como se puede ver en la figura (2.6). Este hecho comprobaremos més
adelante en el Corolario (2.1).

q2 q2
q1 q1 q1
xlllllllllllll ll!!ll‘lllllllx
w; = V2 wi = V3
wo = H wo =2

Figura 2.6: Adaptado del articulo [1]. Caso £! irracional

En la seguiente seccion de manera algebraica vamos a estudiar una clase de funciones
especiales, aquellas que son constantes a lo largo de las trayectorias del sistema dinamico

(2.5), y este tipo de funciones son llamadas integrales primeras del sistema dinamico (2.5).
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SECCION 2.4
Simetrias y algebra de integrales primeras del

oscilador armoénico

En el capitulo anterior definimos Ay como el conjunto de integrales primeras en ge-
neral para cualquier campo Hamiltoniano. En esta seccion estudiaremos en particular el
algebra de integrales primeras del oscilador armoénico con 2-grados de libertad y demos-
traremos uno de los resultados fundamentales que indica que el conjunto de todas ellas es
un algebra finitamente generada y ademas emplearemos un algoritmo para encontrar los

generadores de dicha algebra.

Para este proposito, consideremos el corchete de Poisson canénico en R* = RIQJ X Rg,

dado por

2
df dg Of dg
_ _ 2.20
U9} ZZ:; (api dq;  9q; Op; ( )
para f,g € C*(R*).

Sea H(p1,p2, ¢1, ¢2) = 3(pi+wiql)+3(p3+w3q3) el Hamiltoniano del oscilador arménico.

Denotemos por Ay al conjunto de simetrias 6 integrales primeras de H,
A = {f € C®(R") | {H, f} =0} (2.21)

Se verifica inmediatamente que el conjunto de integrales primeras del oscilador armoénico
con 2-grados de libertad Apg es una subalgebra de Poisson, es decir, el conjunto Ay es
cerrado bajo la suma, producto y corchete de Poisson de funciones. En general para cual-

quier Hamiltoniano ya verificamos estas propiedades en el Capitulo (1).

Ademés de las propiedades de Ay mencionadas anteriormente, se tiene que el algebra
Apg es un conjunto finitamente generado. Esto significa que existe un conjunto finito
a1, Qa, .. .,q, de integrales primeras tales que cualquier funcion f € Ay se expresa como

funcion de aq, as, . .., az.

Teorema 2.1. El dlgebra Ay es un R-dlgebra finitamente generada, es decir, existe un
numero finito de funciones ay, g, ..., ar € Ag tal que para cada f € Ap, existe g €
C>(R¥) tal que

f:gC'(al,OéQ,...,Oék).

La prueba del teorema (2.1) desarrollaremos por partes. En el caso resonante, z—; € Q,

el flujo del oscilador arménico Xy induce una accion de S* con generador infinitesimal

1
T = _XHv
W
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donde w = 27 con T periodo del flujo de Xp. En efecto, para (p, q) € R?,

i (P} = prgee (P) = pest (P) =it (P) =i (P
T (q Lxy q Xy q Xu q T q

) = R?@ ;) definida por

(6, <p>) = Fll. <p> (2.22)
q q

Lema 2.1. En el caso resonante, &- € Q, Ay coincide con el dlgebra COO(IER‘l)Sl de fun-

Luego, la accion ® : St x ]R‘(lpq

ciones constantes a lo largo de las drbitas de la S'-accion (2.22) (S'-invariantes).

Demostracion. Como T = %XH con w > 0 constante, los campos T y Xy tienen el mismo

retrato fase (con curvas parametrizadas de forma distinta). Para f € C®(R"), tenemos

() )

para todo (p,q) € R* t € R con 7 = wt. De aqui se sigue rapidamente que Ay =
C®(RY)S". O

que

En el caso no resonante, Z—; ¢ Q el flujo de Xy ya no es periddico. En este caso,

consideremos las siguientes integrales primeras de H.

1 1
fi(p1, 02, q1, @2) = é(p% +wi@) vy filp,pes 1, q2) = 5(]93 + wiq3).

Los campos vectoriales T, := leXfl, Ty = w%sz conmutan
1 1

X Xe|l=—X =0
W1W2[ 10 X 1] oo gy = 0,

[T1, o] =

y tienen flujo 2m-periddico. Por lo tanto, podemos definir una accion de T? en R* de la
siguiente forma W : T? x R* — R* dada por

U((6y,6,), (p>) = Pl o FI% (p) . (2.23)

q q

Lema 2.2. En el caso no resonante, z—; ¢ Q, Ay coincide con el dlgebra de funciones
C®(RY™ de funciones constantes a lo largo de las drbitas de la T?-accion (2.23) (T2-

invariante).

Demostracidn. Las orbitas de T?-accion (2.23) son precisamente los conjuntos de nivel de
la funcion F(p, q) := (fi(p,q), f2(p,q)). Como fi, f» € Apg, la contencion C*(R)™ c Ay
se sigue inmediatamente. Como las curvas integrales del oscilador armoénico Xy son densas
en las orbitas de la T2-accion (2.23) (ver seccion (2.6), caso no resonante), por agumentos
de continuidad se sigue que Ay C C=(R*)™’. O
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Demostracion. (Del Teorema (2.1)) Observemos que tanto en el caso resonante como
no-resonante, el algebra de integrales primeras Ap coincide con el algebra de funciones
invariante C>°(R*)“ para G = S! ¢ T?, con respecto a las acciones definidas por (2.22)
y (2.23), respectivamente. Por el Teorema de Schwarz-Mather, (3.6) existe un conjunto
de funciones polinomiales o, s, ..., a € C®°(R*)Y tales que la aplicacion H : R* — R*
dada por

H(p,q) = (au(p,q), aa(p, q), - - - ar(p, q)),

es C®y
H* - CF(RF) — C=® (RN

es sobreyectiva. En consecuencia, para toda funcion f € Ay = C®(R*)Y existe una

funcion g € C*°(R*) tal que f = g(a1, g, ..., ap). O]

Nota 2.1. El niimero k de funciones depende de la accion de St ¢ T2.

Generadores de algebra de simetrias. El Teorema de Schwarz-Mather que se utilizo
en la prueba del Teorema (2.1) hace referencia a la existencia de una base (polinomial)
de Hilbert para el algebra de funciones G-invarinates. De la prueba del Teorema (2.1) se
deriva que dicha base de Hilbert resulta ser el conjunto generador del 4lgebra de simetria
Ap para el oscilador arménico. A continuacién presentamos un procedimiento que nos
permite obtener explicitamente un conjunto generador para el algebra de simetrias Apg.
Estos generadores serdn de utilidad en los siguientes capitulos de este trabajo.
Consideremos el espacio complejo C* = Cg X C,QI con estructura de variedad diferencial
inducida por su estructura de espacio vectorial real. Sea N = {(£,1) € C* | n = &},
Notemos que N es una subvariedad regular. Definamos ¥ : R* — N definida por

U (p1,p2, @1, q2) = (&1, &2, 1, M2),

donde
S =p1tiwiq & =p2+iw (2.24)
Mm=p1r—ilwiqr M2 =Pz — 1 W
U : R?* — N es un difeomorfismo con inverso W~1(¢, 1) = (p,q) definida por
C&tm St m
p1 = 5 P2 = 5
o §1—m o §2— 12 (2'25)
q1 = Q2 =

2iw1 QiWQ

Entonces existe una tnica estructura de Poisson {-, -}y tal que es una transformacion de

Poisson.

Para todo F,G € C*(N) se cumple

U {F, G}y = {U*F, UG} ps (2.26)
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De hecho, la expresion (2.26) determina el corchete de Poisson en N.
{F,G}y = {V'F,¥*G}o ¥ .
De las relaciones (2.24) y (2.25) se obtiene
0 1/ 0 0 0 1/ 0 0
_:_(__L_>7 _:_(_+i_) (2.27)
08 2 \9p;  w; g Inj 2 \0p;  w;0g;
Para F,G € C*(N), calculando el corchete de W*F, U*G obtenemos

(U*F, U} = {F oW, G oyl

Z (8F oG OF 8G>

= Op; 0q; E)q] Op;
Por (2.27), se tiene

(0 o ) (ot 2 (2.2
0&; Tog; O Tog;  on o8 On;

j=1

{(UF, U*G} = oW

sustituyendo la igualdad de encima en (2.26) y simplificando términos

2

OF 0G OF 0G
F.G =0 W _— . 2.28
G = Z ’ (c%' 08 0 a773‘) (2.28)

Por otra parte, la funcion H = %(51771 +&1m9) es una funcion suave en N. tal que H = U+ H.
Por lo tanto, si P € C*(R*) y P € C*(N) tales que P = ¥*P

{H, P}gs = 0 si y solo si {{,P}y=0.

Asi, encontrar integrales primeras del oscilador armoénico H es equivalente a encontrar
integrales primeras para H. Ademaés, como el cambio de variables (2.24) es lineal, si P es

una funcion polinomial entonces P también es polinomial.

Como el Teorema de Schwarz-Mather (3.6), implica que los generadores de Ag son
funciones polinomiales, nos restringuiremos a buscar integrales primeras de H que sean

polinomios.

Proposicion 2.2. Sean ji, jo, k1, ko enteros no negativos. El polinomio homogéneo
P =& &gt (2.29)

es integral primera de H si y solo si sus exponentes satisfacen la ecuacion diofantina

wi(j1 — k1) +wa(jo — k2) =0
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Demostracion. Dada P = &' €2 ni* 152 polinomio homogéneo, entonces

5 Sroeit e k1 ok
{H7 P}C = {Hv 5{1 %2 7711 7722}(:
= iy 1 PN S — dwi Ky €N ER N NS dwa ol €PN N — dwako ] €20 b

=1 [wi(j1 — k1) +w2(j2 — ka)] P.

Por lo tanto {ﬁ,P}@ = 0 siy solo si wi(j1 — k1) + wae(jo — ko) = 0 como queriamos
probar. O

En la prueba de la proposicién anterior se mostro que para el polinomio homogéneo P
(2.29)
{H,P} =1 [wl(jl - ]Cl) + WQ(jQ — kQ)] P.

De ésta observacion y de la proposicion (2.2) se sigue que un polinomio es integral primera,
de H siy solo si cada uno de sus terminos son integrales primeras de H.

Por lo que debemos escoger los exponentes del polinomio (2.29) homogéneo de grado
k para que sea un integral primera de H. Lo cual equivale a encontrar los generadores de

las soluciones de la ecuacién diofantica
Wi r+wys= 0. (230)

Para obtener los generadores de las integrales primeras de H,donder =j; —k >0y
§=Jo— ko < 0.

» En particular r = s = 0 siempre es solucion (trivial) de la ecuacion diofantina (2.30),
asi en (2.29) obtenemos que

P = (& m)" (& m2)”, (2.31)

con ky, j» enteros no negativos, es una integral primera de H. Tomando en particular
ki =17y jo =0, tenemos que P, = & 11, por otro lado si k; = 0y jo = 1 se tiene
que Py = & 2. Estos polinomios generan a (2.31), es decir P = (Py)* (P)%.

» Sijy=r+kyks=—s+ 7 luego en la ecuacion (2.29) tenemos

P = (& )" (& ) (& m3°).

Tomando en particular k1 = jo = 0 se tiene P3 = &£ 1, ° que es una integral primera
de H.

= Si considereamos que k; = r + j; y jo = ko — s luego en (2.29) se tiene
P = (& m)" (& m)™= (& n)-

si tomamos j; = ky = 0 se tiene Py = & ° 1] que también es una integral primera

de H. En resumen para una soluciéon (r,s) no trivial los polinomios homogéneos
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P1,Pa, Ps, Py generan a P.
Proposicion 2.3. La ecuacidon diofdntina wy r + wy s = 0 tiene solucion distinta a la

W m
trivial si y sdlo si — = —, tal que med(m,n) =1 con m,n € Z.
Wa n

Por lo tanto los generadores del conjunto de integrales primeras del oscilador armonico

Ap, se citan a continuacién por casos:

» Caso no resonante: para este caso los generadores vienen dados como sigue

P =& m; P =& 1.

Toda integral primera de H, es polinomio de las variables P; y Po.

w m
= Caso resonante: es decir si — = —, donde m,n € Z tal que mcd(m,n) = 1.
wWa n
tenemos
Pr=&m;  Pa=8&m;  Ps=& m;  Pa=&" 0.
Donde n = r y m = —s, asi toda integral primera de H, es polinomio de las variables
P1, P2, Psy Py

Notemos Ps = P,. Luego definimos Py = Re(Ps) = Re(& ny) v Py = Im(P;) =
Im(&F ng')-

En resumen los polinomios homogéneos que generan a H en N son los siguientes:
Pr=Gm;  Pa=&m;  Ps=TRe(ny);  Pa=Im( ). (2.32)

luego, usando ¥~! obtenemos que los generadores de H son:

o = VP =pi +wigl,
ay = VP = ps +wigs,
az; = UPy=Re[(p1 +i wiqr)” (p2 — i waq2)™],
ay = UPy=TIm[(pr+iwiq)” (p2 — i wag)™].

(2.33)

Notemos que los generadores (2.33) no son una base de Hilbert libre es decir la relacion

que hay entre estos generadores es la siguiente

af ~ay = (&m)" (&am2)™ = (Emy") (&1 = (&1my") (W)
= [Re (/5] + [Zm (§Png)])* = a3 + &

En la siguiente seccion vamos a estudiar la contraparte geométrica, es decir utilizando
algunas de las integrales primeras que obtuvimos vamos a describir los conjuntos que son

invariantes bajo el flujo del oscilador arménico.

E
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SECCION 2.5
Subvariedades invariantes del oscilador armoénico

En esta seccion, analizaremos la geometria detras del oscilador armoénico con 2-grados
de libertad. Describiremos algunos conjuntos invarinates bajo el flujo del oscilador armo-
nico. Primero, se estudian las subavariedades tres-dimensionales dadas por los conjuntos
de nivel regulares del Hamiltoniano del oscilador arménico y que resultan ser difeomorfas
a S?. Después, mostramos que el espacio fase R* esta densamente foliado por subariedades
2-dimensionales compactas y conexas, es decir 2-toros T2. Este hecho es consecuencia de
que el oscilador armonico con dos grados de libertad es un sistema Hamiltoniano comple-
tamente integrable. Precisamente, los 2-toros (de Liouville) son generados po los valores
regulares de las integrales primeras fi = 3(p! + wiq) y fo = 5(p3 + w3¢3). Los valores
criticos de éstas integrales primeras, son excepcion del origen, resultan ser curvas cerradas
del oscilador arménico conocidos como modos normales. concluimos esta secciéon mostran-
do como estan relacionados estos conjuntos inavriantes: cada conjunto de nivel regular
del oscilador arménico esta foliada por dos toros de Liouville que se .2cumulan'sobre dos
modos normales. En la secciéon estudiamos como es la dindmica del oscilador armoénico
sobre los 2-toros de Liouville.

Las subvariedades tres dimensionales invariantes las generamos con los conjuntos de

nivel de H,
1 1
H(prps, 1, 2) = 5 (1 +wiar) + 5 (03 +wia3).
Para ello, determinaremos los valores regulares de H. Calculando el gradiente de H

VH = (Pth,w%QMWSC]z)

tenemos que 0 es el Gnico valor singular de H. Entonces, para E > 0 fijo, por el teorema
de rango constante [19] H'(E) es una subvariedad regular invariante en R* de dimension
3. Por lo tanto,

H™Y(E) (p1, P2 @1, q2) € R | H(p1,pa, q1,q2) = E}

={
={(p1,p2, 1, q2) €ER* | P +w?q] + p5 + wiqs = 2B}

es una subvariedad regular tres-dimensional difeomorfa a S3, casi todo el espacio fase R*
esta foliado por esta H'(H) subvariedades.

Por otro lado para generar las subvariedades dos dimensionales consideremos la funcion

F : R* — R? definida por las integrales primeras del oscilador arménico (2.10)

F<p17p27Q17Q2> = (fl(P17p2,CJ17Q2); f2(p1,p27Q17Q2)) (2-34)

1 1
= (g(pf + wiq), 5(}73 +u€qg))- (2.35)
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Como f; y fo son integrales primeras del oscilador armoénico, las curvas solucion del os-
cilador armonico dadas por (2.8) estan contenidos en los conjuntos de nivel de la funcion
F, es decir, los conjuntos de nivel de F' son conjuntos invariantes bajo el flujo del campo

Hamiltoniano Xy del oscilador armoénico.

Tomando encuenta que f; es constante a lo largo del flujo del campo Hamiltoniano Xg,

si fio Fl (p1,p2,q1,02)" = Ev 'y fao Fl, (p1,p2,q1,42)" = E> entonces

b b1 h

Forl, || =norty [P, faority, [P*|)= (B E), con By, By >0
q1 q1 q1
q2 q2 q2

Reciprocamente, para E1, F, reales no-negativos el conjunto de nivel de F'~1(E}, E,), esta

foliado por curvas integrales del oscilador armonico.

Ahora describamos los conjuntos de nivel de la funciéon F para determinar cémo
son los conjuntos invariantes del oscilador armonico. Es claro que fi, fo > 0, luego
F~YEy,Ey) # (0 siy solo si Ey, Ey > 0. Recordemos que un punto (Fy, E;) € R? es
un valor regular de F si para cada (p,q) € F~'(E}, Es), la matriz Jacobina de F tiene
rango maximo. Por el teorema de rango constante [19], si (E7, E2) es un valor regular de
F entonces el conjunto de nivel F~'(E}, F5) es una subvariedad regular dos dimensional
en R%.

Ahora vamos a determinar los valores regulares de F' y como F' se contruye con in-
tegrales primeras de Xy, los conjuntos de nivel regulares son subvariedades regulares

invariantes. Para ello, empecemos calculando el Jacobiano de la funciéon F en el punto

(p,q)
pr O qu 0
DF(p,q)= ("] ).
0 po 0 wig

Luego la matriz Jaconiana tiene rango maximo en (py, pa, q1,q2) si y solo si (p1,q1) #0y
(p2,q2) # 0. Por lo tanto, (Ey, Es) € R? es un valor regular de F siy solo si By, Fy > 0.

Ahora, vamos a mostrar que los conjuntos de nivel que corresponden a valores regulares
de F son superficies regulares difeomorfas a toros dos dimensionales en R*. En efecto,

fijando una pareja de reales positivos E1, Fy, tenemos

FYE1, By) = {(p1,p2. 1. @) ER* | F(p1,p2. 01, @) = (B, E»)}
={(p1,q1) €ER?*| fr(p1,p2, 1, @2) = Er} X {(p2, @2) € R? | folp1, P2, 1, @2) = Ea}

2 i 2 @ 2 & 2 %
—= s E R e —_— = 1 3 G R = 1
{(pl QI) ’ 2E1 +U)1 2E1 } X {(p2 q2> ‘ 2E2 +w2 2E2 }
S
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Ademas en caso que E; 6 Es sean cero (valor singular de F), se tiene que F~'(E}, Fy) es
una curva cerrada (trayectoria periodica del oscilador arménico con 2-grados de libertad)

y si ambos son cero en este caso F~!(Ey, Ey) consiste de un solo punto (el origen).

Como F~'({(E1, Es) | E1, E; > 0}) = R*, el conjunto donde el rango de F' es maximo
es denso en R*. Por lo que casi todo el espacio fase del sistema esta foliado por subvarie-
dades invariantes dos dimensionales llamados toros de Liouville, mientras que las, hojas
singulares, llamadas asi porque tienen menor dimension que los toros que las rodean, son
curvas cerradas o un punto. Estas singularidades corresponden al caso en que alguno de
los osciladores (o ambas) se encuentran en posicion de equilibrio, (£} =006 Ey =0) y

estas corresponden a los modos normales.

Hasta este punto, hemos destacado las siguientes subvariedades invariantes: subvarieda-
des tres-dimensionales dadas por conjunto de nivel de H, 2-toros de Liouville invariantes
definidos por los conjuntos de nivel regulares de F' (2.34), los modos normales del oscilador
armonico y el origen. En el siguiente resultado vamos a establecer como estén relacionadas

estas subvariedades invariantes.

Proposicion 2.4. Cada subvariedad regular tres dimensionales H™*(E), estdn foliadas

por dos modos normales de Xy y por toros de Liouwville.

Demostracion. Fijemos (p1, p2, q1,q2) € R*. Definamos E = H(p1, p2, ¢1,¢2), E1 = fi(p1, P2, q15¢2)

y By = f2(P17p27917Q2)- Como H(p17P27Q1;Q2) = f1(p17p2>Q1,Q2) + f2(p1,p2,Q1,CI2), tene-
mos que E = F + E,. Entonces

2 € FYE, B = {28 - g;
= H(z)=F
=z€ HY(E),

Por lo tanto, para todo Ei, Fy > 0 tales que E = E; + Fy se tiene que F~}(FEy, Ey) C
H=YE), lo que implica que H™1(E) esta foliada por 2-toros de Liouville y dos modos
normales definidos por £; = FE, E; =0y F; =0, Ey = E. O

En la figura (2.7) se ilustra la relacion que hay entre subvariedades tres dimensionales
y las subvariedades dos dimensionales en el espacio fase R* que se probo en la proposicion
anterior.

Utilizando la proyeccién estereografica es posible visualizar la foliacion de subvariedades
invariantes por toros de Liouville y modos normales. Vamos a ilustrar esto con el oscilador
armonico con resonancia 1 : 1. Esto porque los conjuntos de nivel de H son precisamente
3-esferas en R?. La proyeccion estereografica es un difeomorfismo entre S*/N y R3. Por lo
que en R? podemos visualizar la foliacion por toros de Liouville.

Sean §* = {p{ + p5 + ¢} + ¢3 = 1} plano P = {(p1, ¢1,p2,0)} =RZ .y N = (0,0,0,1).
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E»

FY{E=E +E})>§ E

Figura 2.7: Relacion entre subvariedades tres y dos dimensionales.

Definimos la proyeccion estereogréfica de S* sobre R3 4. como la aplicacion

P:S}/N — R®

x7y’z

(P1,p2 01, 02) = (2,9, 2)

dada por:

P1 0 P2
T = , Y= , 2= . 2.36
I —q L —q L —q (2.36)

Consideremos el Hamiltoniano del oscilador armonico con resonancia 1 : 1,

1
H(p1,p2, 1, @2) = 5(19? + P34 a4 a3)

Notemos que

1
H 1(5) ={(P1.p2: 01, ¢2) € R* |p%+p§ —i—qf —i—qg =1} = S?

es claro que S* es una subvariedad regular invariante bajo el flujo del oscilador arménico,
donde la dim(S?) = 3. Ademés por la Proposicion (2.4) la subvariedad S* est4 foliada por
dos modos normales y por toros ( de Liouville). Luego sabemos que H = f; + f tal que
=10+ ¢)=E1y fo = 3(p}+ ¢}) = E>. Definamos

1 1
E, = §h2, E, = 5(1 —h*), con h € [0,1].
Esto permite parametrizar los 2-toros en H‘l(%), como viene a continuaciéon
F7Y B Ey) ={(p,q) | P} + i = b vy + ¢35 =11} =T, (2.37)

para h € (0,1). Ademés notemos que para h = 1,0 tenemos los modos normales del

oscilador arménico en S3, dados por:

7 (t) = (cost,0,sent,0), para h =1,
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Y2(t) = (0, —sent, 0, cost) para h = 0.

71 (t) v 72(t) son las orbitas periddicas de Xy que pasan por el punto N = (1,0,0,0) y
S =(0,0,0, 1), respectivamente. Por lo tanto utilizando la proyeccion estereografica (2.36)

tenemos que

(i) Si h =1, la curva 7; es transformada por (2.36) en la curva en R? definida por:

(ii) Si A = 0 la proyeccion estereografica (2.36) transforma la curva v,(¢) en la curva

parametrizada en R?
sent

p(t) = (0,0

para 0 < t < 2w, cuya traza es todo el eje z.

)

"cost — 1

(iii) Si 0 < h < 1 tenemos el 2-toro en R* dado por p? + ¢ = h2 y pi+ ¢ =1 — h3.
Luego, de (2.36) tenemos que
2 2 P1 41 h?

xr+y = (1_q2)2+ TErSE = TErSE (2.38)

p2

y 2= {2, es decir 2%(1 — q2)? = p3 de donde se tiene
(2 + )3 — 2%+ (z° +h* = 1) =0
22 /1 _Hh2 22
Resolviendo la ecuacion cuadratica para ¢ tenemos ¢, = %ﬁﬂ), luego en
la ecuacion (2.38) se tiene /2% 4 y? = M) Reduciendo estd ultima ex-

1£4/1-h2(z211)
presion tenemos que T? C R* es transformado en el 2-toro en R? de ecuacion

(R_ /I2+y2)2+22:7"2

_ 1 2 _ 1-m?
donde R = 4, m° = —5~.

La figura (2.8) ilustra la foliacion de 2-toros de Liouville en R? via la proyeccion estereo-
grafica.

En resumen hasta este momento se ha demostrado que casi todas las trayectorias del
oscilador armoénico con 2-grados de libertad viven en toros dos dimensionales en R?*, en la
siguiente seccion analizaremos como es el comportamiento cualitativo y dindmico de las

trayectorias del oscilador armoénico sobre los toros de Liouville.
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Figura 2.8: Relacion de Toros de Liouville con orbitas periddicas.

SECCION 2.6
Dindamica del oscilador armonico sobre los toros de

Liouville

En esta ultima seccion estudiaremos cualitativamente el comportamiento dindmico de
las trayectorias del oscilador armoénico sobre los toros de Liouvillle. El comportamiento
cualitativo de las trayectorias depende de la relacién aritmética de las frecuencias w, wo.

Por lo tanto se tiene los siguientes casos.

(i) Si o es racional, todas las trayectorias del oscilador armoénico con 2-grados de
libertad son periddicas. Como los toros son conjuntos invariantes, estos estan foliados

por las 6rbitas periodicas.

(i) Si or es irracional, las trayectorias del oscilador arménico no todas son periodicas.
En particular, las 6rbitas que viven en los toros invariantes no son peridédicas. Asi,
cada trayectoria con un punto inicial en un toro de Liouvillle se enrrolla sobre dicho
toro pero nunca vuelve al punto inicial. En este caso las trayectorias del oscilador

armoénico llenan densamente a los toros de Liouville.

Para analizar cualitativamente el comportamiento dindmico de las trayectorias del os-
cilador arménico con 2-grados de libertad sobre los toros de Liouville y verificar que, efec-
tivamente se presentan las situaciones descritas previamente, emplearemos un cambio de
coordenadas que simplificara el anélsis del sistema dindmico (2.5) Vamos a introducir unas
coordenadas especiales (11, I, 1, p2) para el espacio fase RT xRt xT? = RT xR xS! xS,

llamadas coordenadas accion-angulo.

Sabemos de la seccion (2.2) que el plano p, = g2 = 0 en R* esté foliado por 6rbitas
periddicas del oscilador armonico con 2-grados de libertad, a saber los modos normales.
Mas aun estd familia de curvas sastisface la condicién de que fs5 o Flg(H (p1,0,¢1,0) = 0.
Por lo tanto tomemos un niamero real positivo E; fijo y denotemos por D(E;) al dominio

en el plano py = g = 0 acotado por la trayectoria vg, (t) = Fi%, (0,0,2E;/w,0). Sea
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A(E)) = / dpy Ndq = j{ ()pldQ17
D(E1) e, (t

el area del dominio D(FE7). Asi, el periodo T'(E;) de la curva es dado por T'(E;) = %;:1).
Definimos un par de coordenadas acciéon-angulo por
2mt
T I, >0, ¢ €S (2.39)

1
I, = —A(F =
1 27'(' ( 1)7 801 T(El)’

De forma anéloga ocurre en el plano p; = ¢; = 0. Luego, repitiendo el andlisis anterior

definimos otro par de coordenadas accién-angulo por

1 27t
I, = —A(E = I,>0 St. 2.40
2= 5o ( 2), P2 T(Eg)’ 2 , P2 € ( )

Por lo tanto, usando las formulas (2.39), (2.40) y el flujo del oscilador arménico con 2-

grados de libertad (2.30) se construye un cambio de coordenadas W : (I, I, 1, pa) —>

(p1,p2, ¢1, ¢2) dado por

[21;
Di =/ QWZIZ COS(Q@i), q; = - Sen((lpi)7
Wi

para i = 1,2. Luego el Hamiltoniano del oscilador arménico (2.29) en estas nuevas coor-

(2.41)

denadas accion-angulo (2.41) esté dada por:
(2.42)

H(I1, L1, 01, 02) = w1l + wals.

Derivando p;, g; con respecto a t en (2.41) y sustituyendo en el sistema (2.6), tenemos

v 2w; . 1 ) 2 1
le cos(;) I; — V2wI? sen(y;) ¢ = —wiy [ —1I7 sen(y;)
217 wi
o o sen(e0) i (| 1 cos(i) i = VEmTE cos(ip)
— Se i i —1.” COS(Y; P = ;1.7 COS(W;
2\ wil, n\y w; Yi) ¢ Wil 'Z

para i = 1,2. Asi la igualdad anterior es equivalente a

\/*/%COS(%) —+v/2w;I; sen(p;) I, (- Qw?hsen(goi)
\/ﬁsen(goi) ,/i—ﬁcos(goi) o] V2wiI; cos(p;)

de donde tenemos que

(IZ> _ ( mCOS(%‘) V2w;l; Sen(%‘)) (—\/wa’_fi sen(goz-))

-8

N sen(;) % cos(;) V2w I; cos(¢;)
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Finalmente, el oscilador armonico (2.6) en coordenadas accidon-angulo toma la forma:

jlz 0, jQZO,

. (2.43)
Y = Wy, Y2 = Wa,

para I;, I, € RT y ¢,y € S'. Ademas es un sistema Hamiltoniano, con funcion Hamil-
toniana H (I, I, 1, p2) = wily + wals.

Notemos que el sistema (2.43) es integrable por cuadraturas y es mas simple de resolver
a diferencia del sistema original (2.6). La solucion al problema (2.43) sujeto al valor inicial
(Ey, By, 01,05) € RT x RT x T? en t = 0 est4a dada por

©i(t) = wit + 6; mod 2w para 1 =1,2.

donde E;, 6; son constantes. Asi la curva integral sobre el toro (Fi, Ey) en cordenadas
accion angulo esta dada como ([(t), Ir(t), ¢1(t), pa2(t)). Como [;(t) = E; para i = 1,2
nos indican el toro de Liouville en el que esta la trayectoria de Xy nos restringuimos a

analizar en la curva

Y(t) = (p1(t), p2(t)) = (wit + 01, wat + 65) (2.44)

con ¥(0) = (61,0,), T? = S! x S*. Geométricamente, el conjunto I, = Ey, I, = F,, para
un par de niimeros reales positivos (F1, F3) en RT x RT determina un 2-toro invariante del
oscilador armonico (2.6). Asi este toro esta parametrizado por las coordenadas angulares
(1, p2). De (2.44) se sigue que la dinamica del oscilador armonico con 2-grados de libertad
en el toro I; = E1, I, = E», es lineal, pero como mencionamos al inicio el comportamiento
dindmico de las trayectorias es altamente sensible de la relacién entre las frecuencias
w1, Wy, como mostraremos a continuacion.

Para efecto, primero fijemos un toro invariante, es decir, tomemos I; = F, I = E5
con Ey, Ey > 0 constantes. Consideremos el sistema de coordenadas (1, p2) € St x S! =
R/27Z xR /277, para este toro. La dinamica del oscilador armonico sobre el toro I1 = Ej,
I, = E, esta determinada por la ecuacion (2.43). Por lo tanto, es conveniente pensar en
las variables (¢, p2) como variables en un cuadadro de longitud 27, e identificando los
lados opuestos @y = 0 con py = 2wy 1 = 0 con ¢; = 27 construimos un toro como se
ve en la figura (2.9).

De la ecuacion (2.43), se sigue que el oscilador armoénico induce en el cuadrado el

siguiente sistema dindmico

dps _ wy
d@l w1.

(2.45)

Cuyas soluciones en el plano (¢, p2) son rectas dadas por pg = 21 + o donde a € St

es una constante y de pendiente <2,
w1
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Notemos que cuando una solucion alcanza el lado ¢ = 27 (supongamos que cuando
esto ocurre ¢y = «) esté solucion instantaneamente aparece en el lado ¢ = 0 (en el punto
con coordenada ¢y = ), y entonces la solucion continua sobre la recta con pendiente ‘w"—f
De forma anéaloga se repite cuando la solucion alcanza el lado ¢y = 27. En la figura (2.9)

se ilustra la situacién previamente descrita.

©

/|

Figura 2.9: Adaptado del articulo [1|] Dindmica del oscilador armoénico sobre un toro
invariante.

L2

Para demostrar las afirmaciones descritas en (i) — (ii), fijemos C el circulo ¢; = 0 en
el toro I = Fy, I, = Es, es decir el lado izquierdo del cuadrado que respresenta nuestro
toro en la figura (2.9).

Caso Resonante. Primero consideremos el caso cuando £ es un nimero racional, di-
gamos w; = k y wy = [ es decir % donde k,I € Z*. Entonces, la solucion o, = Z_f% + «
de la ecuacion (2.45) que inicie en un punto (#y, 62) en el toro (dentro del cuadrado de la
figura (2.9)), recorrera en el plano (¢1,¢2) k veces de manera horizontal y [ de manera
vertical antes de regresar al punto inicial en el cociente. Luego estas son la soluciones
peridédicas que mencionamos y citamos anteriormente. Esto en particular implica que la

solucion va intersectar al circulo C en un conjunto finito de puntos.

Reciprocamente, si una solucion en el toro corta al circulo C en un conjunto finito de
puntos entonces esa solucion (y ademas todas) tienen pendiente or racional.
En resumen esto muestra que los toros de Liouville estan foliados por érbitas periddicas

del oscilador armoénico con 2-grados de libertad.

Caso No Resonante. El analisis para este caso no es tan trivial como en el caso
anterior. Suponiendo que g—; es un numero irracional entonces cada solucion @, = ‘w"—j + «
de la ecuacion (2.45) intersectara al circulo C en un ntmero infinito de puntos. Por lo
tanto nuestro proposito serd mostrar que el conjunto de puntos de interseccion es denso
en el circulo C. De donde se sigue que las trayectorias del oscilador arménico con 2-grados
de libertad llenan densamente al toro invariante I; = Fy, I = E5 y por lo tanto a todos

los toros de Liouville.
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Proposicion 2.5. Para todo E1, E5 > 0, cada curva integral de Xy es densa en el toro

I, =FE,, I, = FE5 en el caso no resonante.

Demostracion. Para ello fijemos un punto en el circulo C tomando ¢y = a para 0 < a <
2m. Asi considerando la solucion @y = gplﬁ +a de la ecuacion (2.45) que pasa por el punto
(0, ). Cuando la solucion g = P12 + « alcanza al circulo ¢y = 2, estd lo intersecta en

el punto

pg = o2 + a mod27
w1

en el circulo C. Lo cudl nos permite definir una funcién del circulo C en si mismo, como
a continuacion
f:[0,2n] — [0,2n]

dada por

fla) =a+ 27?% mod 27. (2.46)
1

Notemos que f es una isometria en el circulo C con respecto la distancia que induce la
métrica euclideana en R en el espacio cociente R/27Z. En efecto, para oy, as € [0, 27],

tenemos que se satisface lo siguiente

f(ar) — flas)| = |(ar + zwz—j mod 27) — (s + 27%? mod 27)| = |an — asl.
Es decir, si en el circulo C tomamos dos puntos y luego hacemos rotar un angulo ¢ =
222 entonces la distancia de las imagénes siguen siendo iguales. Asi geométricamente,
la funcion f en (2.46) sobre el circulo C se interpreta como la rotacion de puntos por un
angulo ¢ = 2#3—?.
Tomando un punto 6y arbitrario en el circulo C y consideremos su 6rbita bajo la funcion

f, que esta dada por

Orb(bh) = {0y, | 6n = f(0n-1), n € N}
= {60, F(60), *(60), -, ["(B0), -}

El conjunto Orb(6y) coincide con la interseccion del circulo C en el toro I} = Ey, I, = Es
con la trayectoria del oscilador armonico que pasa por el punto (0,6y). Asi se sigue que
la Orb(6y) es un conjunto infinito, pues en el caso contrario si tuviera un conjunto finito
de puntos la trayectoria del oscilador armoénico con 2-grados de libertad que pasa por el

punto (0, 6y) seria periddica y esto es una contradiccion.

Finalizamos la prueba mostrando que Orb(6y) es denso en C. Para ello sea v un punto
en el circulo C y € > 0 arbitrario. Probemos que existe un 6,, tal que |6,, — a| < . Como
Orb(6p) es infinita, existen enteros k& > [ tal que |0 — 6, < € ya que el circulo tiene

circunferencia finita. Por el hecho de que f es una isometria se tiene que |6y — 05| < €.
En efecto, sabiendo que 0, = f*71(6;) y 6, = f'(6) de la definicion de la oérbita de 6,

m
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tenemos que

10 = 0] = 17 (0) = 6] = [ (f*7(00)) = £'(00)] = |f*'(B0) — o] = [0k—1 — b].

Por tanto, |0y_; — 0y| < €. Ahora, por definicion de f (2.46) 65—, se obtiene rotando 6y por
el angulo (k— Z)Zﬂ':—i moédulo 27,que menor que €. Realizando repetidamente una rotaciéon

por esté angulo, obtenemos una sucesion de puntos en Orb(6y), definida por

VU, =0y +1r(k— l)27rﬂ mod 27.
w1

Estéa sucesion tiene la propiedad de que |, — ¥,_1| < € para todo natural r, ya que

w
(k — 1)2r—= mod 27| < .
Wi
Para o un punto arbitrario en el circulo C, si este punto no pertenece a la sucesion de
puntos 1,,, entonces tomemos el entero r tal que ¥, minimiza la distancia de « al conjunto
{¥,} v por la propiedad de este conjunto, se sigue que |[¢, — a| < &, de donde concluimos

que la 6rbita es densa, como queriamos. O

Corolario 2.1. Las curvas de Lissajous que es solucion del sistema (2.5) llenan densa-

mente al rectangulo R (2.14) cuando or es irracional.

Demostracion. La curva de Lissajous solucion de (2.5) se obtiene proyectando al plano
Riq una curva integral de Xpy. Dicha proyeccion transforma el toro Iy = Ey, I, = Ej
al rectangulo R. Como la proyeccion es continua y las 6rbitas son densas en los toros,

tenemos el resultado. O

Finalmente presentaremos una graficas que ilustran el comportamiento dindmico y
cualitativo de las trayectorias del oscilador armoénico con 2-grados de libertad sobre los

toros de Liouville.

Visualizacion de las trayectorias en toros. Recordemos que formalmente, los toros
de Liouville son subconjuntos invariantes de R*, por lo que no podemos tener una repre-
sentacion visual de estos como subconjuntos del espacio fase R, Sin embargo, en nuestro
caso podemos visualizar los toros de Liouville para el oscilador armoénico mediante la pro-
yeccion estereografica en toros en R? como discutimos anteriormente. Haciendo uso de
este hecho, es posible visualizar e ilustrar el comportamiento dindmico que anteriormente
probamos sobre toros en R? como presentamos a continuacion.

Para ello, utilizamos la siguiente parametrizacion del toro ¢ : [0,27] x [0,27] — R?

dada por

(1, 02) = ((R+1cosp) cospn, (R+reosg) sengn rsenigs)  (247)

con Ry r niimeros reales positivos tales que R* = 72+1. La imagen de [0, 27| x [0, 27| bajo

la parametrizacion ¢ es un toro en R3 que se construye prescisamente identificando los
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lados del cuadrado, tal como se ilustra en la figura (2.9). Para trazar una curva solucion
del oscilador arménico con 2-grados de libertad sobre un toro, debemos fijar un par de
valores para Ry r en la parametrizacion ¢ en (2.47). Pero esto es equivalente a fijar las
coordenadas I} = Fy, Iy = Fy en (RT x Rt x T?) y hemos identificado con el cuadrado
[0, 27] x [0, 27] pues en coordenadas accidon-angulo la dindmica del oscilador arménico con

2-grados de libertad con Hamiltoniano
H (I, Iy, o1, 2) = (wil1 + waly)

ademas esta determinada por el sistema (2.43)-(2.43). De (2.44), se tiene que la solucion
particular y(t) = (¢1(t), p2(t)) del oscilador armonico con 2-grados de libertad sobre el
toro [0, 27 x [0, 27] tal que v(0) = (01, 02) estd dada por

0, 27] x [0, 27]

v:R
t (w1t + 01 mod2m, wot + femod 27).

%
—>
Combinando la solucion particular +(t) con la parametrizacon (2.47), que la siguiente

curva

U(t) = v(1(1))
= ((R + rcos(wit + 0y)) cos(wat + 02), (R + r cos(wit + 61)) sen(wat + 62), r sen(wat + 65))

representa una trayectoria del oscilador armonico sobre un toro de Liouville en R?, donde
si podemos visualizar.

Las imagenes que se presentan a continuaciéon para ilustrar la dinamica y el compor-
tamiento cualitativo de la trayectorias del oscilador armoénico sobre los toros de Liouville
han sido construidas utilizando especificamente la curva v (t) descrita en la anterior ecua-
cion. Para ello primero ilustraremos para el caso resonante y finalmente para el caso no

resonante.

Trayectorias del oscilador armoénico: Caso resonante. En estd parte algunas ima-
genes que ilustran las orbitas del oscilador armoénico para el caso resonante, es decir,
cuando £ es racional. La figura (2.10) contiene varias imagenes que corresponden a tra-
yectorias del oscilador armoénico con frecuencias wy = 1y wy = 2.

En la figura (2.10)(a) se muestra una curva solucion del oscilador armonico, esto con
fin de resaltar el hecho que en el caso racional las curvas solucion son periddicas (curvas
cerradas). Por otro lado en las figuras (2.10)(b), (2.10)(c) y (2.10)(d) se aumento el nimero
de curvas solucién con el propoésito de visualizar como el toro de Liouville estéa foliado por

las orbitas periddicas del oscilador armoénico con 2-grados de libertad en R*.

Trayectorias del oscilador armoénico: Caso no resonante. Finalmente en esta
parte ilustraremos el caso no resonante, es decir, cuando ZJ’—; es irracional. Para este caso,

tomamos el valor de las frecuencias wy =5y wo = 7.
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(a) Una curva solucién (b) Cuatro curvas solucién

(c¢) Nueve curvas solucién (d) Diecisiete curvas solucién

Figura 2.10: Adaptado del articulo [1]. Trayectorias del oscilador sobre el toro: £! racional

0<t<n 0<t<2r 0<t<3r

0<t< 157

0<t<20m 0<t< 30 0<t<50m

Figura 2.11: Adaptado del articulo [1]. Trayectorias del oscilador sobre el toro: o irracional

Recordemos que en este caso las trayectorias son densas en los toros de Liouville, para
ello es suficiente trazar una curva soluciéon del oscilador armoénico con 2-grados de libertad
usando ¢ (t) para algin valor inicial y tomar un intervalo para t lo suficientemente grande
para ver como ésta llena al toro.

En la figura (2.11) se muestran en varias imagenes como evoluciona una orbita del
oscilador sobre el toro el toro de Liouville.

Notemos que en cada imagen aparece la traza de la misma trayectoria del oscilador
armonico pero en distintos intervalos de tiempo. En las primeras imagenes, que correspon-

den a intervalos de tiempo més pequenos, se puede apreciar que las trayectorias no son

ot
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cerradas y al parecer su comportamiento es un poco cadtico. Conforme aumentamos el
intervalo de tiempo podemos ver como la trayectoria se enrolla sobre el toro de Liouville
cubriendo cada vez mas puntos de éste hasta la tltima imagen en la que ya no es posible
distinguir los puntos sobre el toro de Liouville por donde no pasa la trayectoria.

Con esto concluimos con el estudio y analisis del comportamiento geométrico y dina-

mico del oscilador arménico con 2-grados de libertad en el espacio fase R%.




CAPITULO 3

Teoria de reduccién invariante para el oscilador

armonIco con resonancia

En esta seccién presentaremos una version de construccion de variedades de Poisson
basada en simetrias. Esta construccién representa los primeros pasos en un procedimiento

general llamado teoria de reduccion invariante.

El siguiente capitulo esta estructurado en cinco secciones. En la primera seccion estudia-
mos la teoria general de espacios reducidos para variedades de Poisson donde destacamos
que bajo ciertas hipotesis el espacio de orbitas M /G admite una estructura de Poisson.
En la segunda seccién empezaremos citadando algunos resultado importantes como ser
el teorema de Hilbert-Weyl y el teorema de Schwarz-Mather [17], donde se indica que el
conjunto de funciones invarintes es finitamente generedo, luego con la ayuda de los gene-
radores se construye una aplicacion llamada aplicacion de Hilbert, ya que un candidato
para el espacio de Orbitas sera la imagen de la aplicacionde Hilbert. En la tercera seccion,
despues de haber desarrollado la teoria en general en la primera y en la segunda seccion,
estudiaremos en particular la teoria de reduccién para el oscilador armoénico caso el reso-
nante. En la cuarta seccion estudiaremos espacio reducidos para conjuntos de nivel de la
aplicacion momentum, y tambien la dindmica reducida. Finalmente en la tltima seccion
se estudia la fibracion de Hopf de resonancia 1:1.

Sea M una variedad diferenciable, G un grupo de Lie [19] y una accién (izquierda)

suave
d:GxM— M.

Definicién 3.1. Una funcidn f € C*(M) se dice ser G-invariante si
Dof =1,

para todo g € G, es decir, si f es constante a lo largo de las drbitas de la accion.

Al conjunto de funciones G-invariantes lo denotaremos por C*°(M )%, luego es inmediato
verificar que es un subéalgebra de C*°(M). De manera analoga se tiene una definicion para

campos vectoriales.
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Definicién 3.2. Un campo vectorial X € X(M) se dice ser G-invariante si
PN =X, (3.1)
para todo g € G, es decir si

T,24 (X (p)) = X (D4(p)) (3.2)
para todop € M, g € G.

Se denota por X(M)¢ al conjunto de campos vectoriales G-invariantes. A continuacion

citamos algunas propiedades de estos dos conceptos.

Proposicién 3.1. Sean f € C*(M)¢ y X,Y € X(M). Se tienen las siguientes afirma-

(i) Lxf € C®(M)C.
(i) X +Y € x°(M)C.
(iii) [X,Y] € X2 (M)C.

Demostracion. (i) Si f € C*(M)% y X € X(M)%, por las propiedades del pullback se

tiene

D, (Lxf) = LaosxPyf = Lx .

(ii) Sabiendo que X,Y € X(M)® y por la propiedad natural del pullback, tenemos
PLX+Y)=0 X+ O =X +V.
(iii). Finalmente tenemos
XY = [(IDZX, @;Y] =[X,Y],

lo cual implica que [X, Y] es G-invariante como queriamos probar. []

Del inciso (i) de la proposicién (3.1) se tiene que la derivacion Ly inducida por un
campo X € X(M)Y deja invariante la subalgebra C>°(M). Por otra parte de (ii) y (iii) se
sigue que X(M)Y es una subdlgebra de Lie de X(M).

De manera anéloga, podemos definir el conjunto de formas diferenciales G-invariantes que
se denota por Q(M)%, al conjunto de formas diferenciales, o € Q(M)? tales que
Pla=a
para todo g € G.
Para cada p € M, denotemos por [p] a la clase de equivalencia que determina la orbita

de G por p. Recordemos que M /G es el espacio de orbitas de la accion que se define como

53 |
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el conjunto de clases de equivalencia de la accién y denotemos por p : M — M/G la
proyeccion natural de p € M a su clase de equivalencia [p].

M /G hereda de M la topologia cociente a través de p. Sin embargo, en general no tiene
estructura de variedad diferncial. El siguiente resultado establece que tipos de acciones

de G en M garantizan que M /G tiene estructura de variedad tal que p es C*.
Teorema 3.1. Sea ® : G x M — M wuna accion libre y propia. Entonces
(i) el espacio de orbitas M /G es una variedad topdlogica de dimension dimM -dimG.

(i1)) M/G tiene una tnica estructura de variedad diferenciable tal que la proyeccion co-

ctente
p:M— M/G

es un G-haz principal.

La prueba se puede consultar en el libro de R. Abraham and J. E. Marsden que se
menciona en [2]. La idea de la construccion de la carta para M/G se basa en la siguiente
observacion. Si p € M, entonces existe un isomorfismo ¢, de T),;,)(M/G) con el espacio

cociente T,M /T,0Orb(p). Ademas si ¢ = ®,4(p) entonces T,®, induce un isomorfismo
Yp g T,M/T,01rb(p) — T,M/T,0rb(q)

tal que @4 0 Yy = ©p.
Notemos que bajo las hipotesis del Teorema (3.1) para cada f € C>*(M/G), se tiene
p*f € C>(M)%. Luego es natural pensar si el reciproco de esta afirmacion también es

valida, lo cual se establece en el siguiente resultado.

Proposicion 3.2. Sea G un grupo de Lie actuando libre y propiamente en M.

(i) Si feC®(M)C entonces existe una funcion f € C°(M/G) tal que
f=rf

(i) Para cada X € X(M/G) existe X € X(M)% tal que X y X, estdn p-relacionados,
es decir
TpolX = Xo p.

(iii) S§i X € X(M)C entonces existe X € X(M/G) tal que X y X estdn p-relacionados,
es decir
TpolX = Xo .

Demostracion. (i) Sea f € C®(M)S. Definimos f : M/G — R como f([p]) := f(p).
Veamos que esta bien definida, en efecto, si ¢ = ®,(p) entonces [q] = [p] v f([p]) = f(p) =
f(q) ya que f € C>(M) por lo tanto f esta bien definida. Por otra parte
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Para todo p € M, es decir p*f = f. Solo resta probar que f € C®(M/G). Consideremos

el siguiente diagrama conmutativo

M—f>-]R

| A

MG

como p es un G-haz principal, y f = fop entonces por la propiedad universal, se concluye
que f € C*(M/G).

(ii) Tenemos que p : M — M /G es una submersion sobreyectiva, de donde para cada
X € X¥(M/G) existe X € X(M) tal que X y X estan p-relacionados, este resultado se
puede consultar en J. P. Ortega Tudor S. Ratiu [17|. Notemos que X no es tinico, vamos
a probar que existe uno de ellos que es G-invariante. Si ¢ = ®4(p) para algin g € G. Tal

que z = p(p) = p(q). De aqui se sigue

T,p:T,M —T.M/G y T,p:T,M — T.M/G.

Como X y X estan p-relacionados, obtenemos
To(X(p) = X(p(p)) = X (p(a))
aP(X(9)) = Ta ) P(X (D4(p)))

Por otro lado es claro que p = po®,, para todo g € G, de donde tenemos T),p = Tg, poT,P,,

por la igualdad anterior se tiene
T, P(Tp®g(X () = Ta,p(X(R4(p))), con Y, € KerTyp.

de donde se tiene que
T,2(X(p)) — X(Q4(p)) = Y3,

luego siempre podemos tomar X tal que Y, = 0, se concluye que X € X(M)% (iii
Finalmente sabiendo que X € X(M)¢, definimos X ([p]) := T,p(X (p)). Probemos qu

1.
e X
es un campo vectorial en M /G bien definido para todo p € My g € G. Sea ¢ = ®,(p),

entonces

X (lg]) = Ta,()P(X (4(p))) = To,mP(Tp%(X (p)))
=T, (po Dy)(X(p)) = Tp(X(p)) = X([p)),

por lo que el valor de X en [p] no depende del representante de clase. Por céalculo directo,

se tiene
(Top o X)(p) = X(Ip) = (X 0 p)(p)

de donde X y X estan p-relacionados. Para probar que X es suave consideremos a X y X

como secciones de los haces tangentes de M y M /G respectivamente. De donde se deriva

05‘
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el siguiente diagrama
M—*—~TM

I~

M/G—=T(M/Q)

de donde se sigue que X € C*(M/G), yaque X op=Tpo X es C® O

Definiciéon 3.3. Sea N una variedad y G un grupo de Lie actuando suavemente en una
variedad M. Una funcion F': M — N se dice que separa orbitas si para todo p,q € M se

cumple que: F(p) = F(q) si y sdlo si p y q pertenecen a la misma drbita de la accion.

Definicién 3.4. Un espacio reducido para la accion de G en M es una variedad Mg junto

con una submersion sobreyectiva localmente trivial m : M — Mpg que separa drbitas.

Ejemplo 3.1. Consideremos M = R?/{0} y G = S'. Luego la accion de G en M definida

como
2 cosf) —senf 2
(I)g =
29 senf cosf 29

donde 6 € G y (z1,22) € M. Por lo tanto un espacio reducido para accion G en M, es
dada por
MR = (0, OO)

con la submersidn sobreyectiva localmente trivial = : R?/{0} — (0,00) dada por 7(z) =

Iz

Observacion 3.1. Notemos que el Teorema (3.1) establece la existencia del espacio re-
ducido para la accion de G en M, el espacio de drbitas M /G es precisamente un espacio
reducido para una accion libre y propia. Mds aun, bajo estas hipotesis el espacio reducido

para la accion de G en M es unico, salvo difeomorfismos.

Teorema 3.2. Sea ¢ : G x M — M wuna accion libre y propia. Sea Mg un espacio

reducido de la accion de G en M, entonces My es difeomorfo al espacio de drbitas M/G.

Demostracion. Como Mpg es el espacio reducido para la accion de G en M, tenemos una
submersion sobreyectiva localmente trivial 7 : M — M/G. Definimos ¥ : M/G — Mg

por ¥([p]) := 7(p). Tomando en cuenta el diagrama

M —" Mp

| A

M/G

1

Notemos que V¥ es invertible, asi 1 = Wopy p = ¥~ om, como m, p son localmente

triviales entonces ¥ y ¥~! son diferenciables. O]

Corolario 3.1. Sea G actuando suavemente en M y Mg el espacio reducido, con una

submersion sobreyectiva w: M — Mpg. Entonces
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(a) Para f € C*(M)Y, eriste fe C>®(MR) tal que
f=rf.
donde fA es llamada la funcion reducida de f.
(b) Para X € X(M)C, eziste X € X(Mp) tal que
TroX =2Xo ,

donde X es llamado el campo vectorial reducido de X.

Demostracion. (a) Dada f € C*(M)C, por la Proposicion (3.2) (i), existe f € C®°(M/G)

tal que f = p*f. Considerando el siguiente diagrama

M —"—= My .

| A

M/G

Definimos f := (U~1)*f, en Mp. Por lo tanto tenemos

Pf = (W f = (@ on)f
=pf=1r
como se queriamos mostrar. De manera anéloga se prueba el inciso (b). ]

La Proposicion (3.1) establece que todo campo vectorial X G-invariante bajo la accion
de un grupo de Lie G en una variedad M es proyectado a un campo vectorial en el
espacio reducido Mg. Como consecuencia, las curvas integrales de X son proyectadas a
curvas integrales del campo vectorial en el espacio reducido. Una aplicacion del campo
vectorial G-invariante es poder concluir alguna propiedad del campo invariante a través

de su campo reducido.

Corolario 3.2. Sea Mg un espacio reducido de G en M. Si X es el campo vectorial

reducido en Mg de X en M, entonces
7o Flfy = Fl} oT

Demostracion. Tenemos que X y X estan r-relacionados, es decir T,m(X(p)) = X(n(p)),

para todo p € M. Sea (t) = Fl%(p) curva integral de X, es decir

7)) = X((1)
7(0) = p.

Definamos A(t) := m(v(t)), ahora mostremos que, B(t) es curva una integral de X, en

Ed
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efecto, tenemos que 3(0) = 7(p) ademas

B(t)

0T(Y' (1) = Tym(X(v(1)))

T’Y
X(r(v(8)) = X (B(t))-

Luego por el teorema de existencia y unicidad, tenemos
gt
/B(t) == Fl)'{: o,

como se esperaba. O

SECCION 3.1
Espacios reducidos para variedades de Poisson

Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson con corchete de Poisson
{-,-}:CY x C5 — C3y.

Recordemos que un corchete de Poisson es una operacion binaria en C*° (M) que satisface
las propiedades de bilinealidad, antisimétria, la regla de Leibniz y la identidad de Jacobi,
[Ver Capitulo (1)].

Definicién 3.5. Sea G un grupo de Lie actuando en una variedad de Poisson (M, {-,-}).

La accion de G en M se dice ser candnica 8i

@;{f.} = {0 F. 950}
para todo f,g € C*(M) y g € G.

Si G actiia canonicamente en (M, {-,-}) y f € C*(M)%, se puede probar que el campo
Hamiltoniano X; con funcién Hamiltoniana f es un campo vectorial G-invariante. Para
verificar esto, fijemos g € Gy f € C*(M). Primero, vamos a comprobar que ®;(X;) =
Xosy verificando que ambos campos inducen la misma derivacion en el algebra de funciones
C>(M). Para todo h € C*°(M), tenemos

Loy h = (B30, 0} = (.91}

- (I); (Equ);71h) — E@;(Xf)h.
En otras palabras, el pull-back del difeomorfismo ®, : M — M transforma un campo
Hamiltoniano en un campo que también es Hamiltoniano. Si f € C*°(M)%, entonces para

todo g € G tenemos
Oy (Xy) = Xagy = X

lo que implica que X; € X(M)°.
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Teorema 3.3 (Reduccion de Poisson). Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson y sea

® . GxM — M una accion propia, libre y candnica. Entonces, existe una unica estructura
de Poisson {-,- Y™/ en M/G tal que

PG ={p' 0’5}, paratodo  f.g€C(M/G).
es decir p: (M, {-,-}) = (M/G,{-, - }M/C) es un morfismo de Poisson.

Demostracion. Como p : M — M/G es sobreyectiva, la proposicon (1.12) implica que
existe a lo més una estructura de Poisson en M /G tal que p es Poisson. Ahora probaremos
la existencia de una estructura de Poisson en (M/G). Primero, definamos una operacion
binaria

{-, YM/G . C®(M/G) x C*(M/G) — C=(M/G).

Fijemos f,§ € C>®°(M/G), entonces {p*f, p*g} € C>°(M). Probemos que esta funcion es
G-invariante. En efecto, sabiendo que ® es canoénica, tenemos

O {p f, 05} = {0 ), @50 9)} = {p" f. p°3},
Por la proposicion (3.2), existe una funcion ¢ (f, §) € C*°(M/G) tal que
PW(f.9) = {01 r°3} (3.3)

es decir, para todo p € M
O(f9)(pl) ={p"f.p"9} (D).
Entonces si definimos

{£.9C () = {p*f, 0"} () (3:4)

tenemos una operacion binaria en el algebra de funciones C*°(M/G). Como el corchete
{.,-IM/G ge define utilizando la estructura de Poisson {-,-} en M, se sigue ficilmente
que (3.4) define una estructura de Poisson en M /G. Finalmente de (3.3) se concluye de

inmediato que p es un morfismo de Poisson. O]

Recordemos que la proposicion (3.2) nos garantiza que para cada f € C®(M)% existe
una funcion f € C*(M/G) tal que p*f = f. Bajo las hipotesis del Teorema (3.1), el
espacio de érbitas M /G admite una estructura de Poisson {-, -}/ tal que p es Poisson.
Esto implica que el campo Hamiltoniano X; € X(M) con Hamiltoniano f, es proyectado

bajo p al campo Hamiltoniano X; € X(M/G), como se verifica en el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Bajo las hipotesis del Teorema (3.3). Sea Xp campo Hamiltoniano en M
con corchete {-,-} y sea X campo Hamiltoniano en M/G con corchete {-, IM/G - entonces
Xr y Xy estan p-relacionadas

TpoXp=Xjop. (3.5)

En otras palabras el sistema Hamiltoniano Xp sobre M se reduce sobre M/G.

=

El
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Demostracion. Tenemos que F' = fop por la Proposicion (3.2). Y como p es un morfismo
de Poisson, para todo h € C*(M) se tiene

(Tpo Xr)(h) =Tp(Xp(h)) = Xp(hop)={F hop}

={fophopy={f,h}"op
= Xj(h)op.

de donde se tiene que Xp y Xy estan p-relacionados. Ademas la relacion (3.5) indica que
la aplicacion p transforma curvas integrales del campo Hamiltoniano Xz en M a curvas

integrales del campo Hamiltoniano Xy en M/G. O

Corolario 3.3. Sea (M,{-,-}) una variedad de Poisson y ® : G x M — M una ac-
cion libre, propia y candnica. Entonces eziste una unica estructura de Poisson {-,-}r en
Mgy tal que 7 es un morfismo de Poisson. Mds atin (Mg, {-,-}r) y (M/G,{-,-}/%) son

difeomorfas como variedades de Poisson.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

M —" My,

| A

MG

Como M tiene estructura de Poisson y 7 es sobreyectiva por la Proposicion (1.12) Mg
admite una estructura de Poisson. Finalmente del diagrama y del Teorema (3.2) se prueba

que ¥ es un difeomorfismo. O

SECCION 3.2

Teoria de funciones suaves G-invariantes

En esta seccién estudiaremos, como construir un espacio reducido a traves de a la apli-

cacion de Hilbert.

Si un grupo de Lie compacto G actta linealmente en un espacio vectorial V', es posible
encontrar un nimero finito de polinomios G-invariantes {ry,..., 7} en V, tal que cada
polinomio G-invariante P se expresa como un polinomio de estos, esto es el contenido del
Teorema de Hilbert-Weyl:

Teorema 3.5. Sea G un grupo de Lie compacto actuando linealmente en un espacio vec-

torial V. Entonces el dlgebra de polinomios G-invariantes P(V)% es finitamente generada.

La demostracion del Teorema (3.5) se puede consultar en [16]. La familia generado-
ra {my,...,m} de polinomios G-invariantes se puede escoger minimal, es decir, ningtin
subconjunto de generadores se puede expresar como polinomios del resto de generadores.

En este caso, se dice que el conjunto {m,..., 7} es una base de Hilbert para el algebra
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de polinomios G-invariantes. La base de Hilbert puede no ser necesariamene libre y en

general pueden existir relaciones entre sus elementos.

La generalizacion del Teorema de Hilbert-Wely de polinomios a funciones suaves fue
llevada a cabo por Schwarz (1974)[17].

Teorema 3.6 (Schwarz-Mather). Sea G un grupo de Lie compacto actuando linealmente
en un espacio vectorial real V. y B = {m, ..., m} una base de Hilbert de el dlgebra P(V)C.

Consideremos la funcion

H:V — RF
3.6
r = (m(z),...,m(x)). (36)
Entonces
H*:C®(RF) — C>®(V)¢
f = fo(m,...,m)

es sobreyectiva.

La aplicacion H definida en el Teorema de Schwarz-Mather (3.6) es llamada la apli-
cacion de Hilbert. El hecho de que H* es sobreyectiva se traduce en que toda funcion

suave G-invariante en V' se puede expresar como funcion de los polinomios generadores

{7T1,...,7Tk}.

La aplicacion de Hilbert del Teorema de Schwarz-Mather es muy ttil para proporcionar
un modelo para el espacio de orbitas V/G de una accion lineal en V| por las siguientes
propiedades:

Proposicion 3.3. La aplicacion de Hilbert H tiene las siguientes propiedades
(1) H es propia.
(i) H separa drbitas.

(iii) Existe una funcion VU : V/G — R* tal que el diagrama

VMt Rk

| A

V/G
conmuta y W es un homeomorfismo sobre su imagen.

La prueba de esta proposicion se puede consultar en [16]. El hecho que la aplicacion
de Hilbert H separa érbitas, nos permite identificar a los elementos del espacio cociente
V/G con la imagen de H.
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y claramente
H=Vop.

¥ es inyectiva, continua con respecto a la topologia cociente y como H es propia, entonces

U es cerrada, lo que prueba que ¥ es homeomorfismo sobre su imagen.

Zm(H) es homeomorfo a V/G.

La imagen de la aplicacion de Hilbert Zm(#H) C R* es una subvariedad real semidlge-
braica, es decir, es descrita por un ntimero finito de ecuaciones polinomiales y desigualda-
des. Esto convierte a la imagen de la aplicacion de Hilbert en un candidato para espacio

reducido de la accion de G en V.

El principal problema para lo anterior es dotar a Zm(#) de una estructura diferenciable
tal que H sea una submersion sobre su imagen. Una estructura natural para Zm(H) C R¥,
serfa como subvariedad regular de R*. Sin embargo Zm(#H) C R* puede tener singulari-
dades por lo que no es posible que sea una subvariedad regular.

Una forma de resolver este inconveniente para utilizar la apliacién de Hilbert para cons-
truir un modelo de espacio reducido, es considerar un subconjunto de Zm(H) que tenga
la propiedad de ser una subvariedad regular de R¥. En este caso, la aplicacion de Hilbert
nos proporcionara un espacio reducido para la accion de G en V, restringuida al subes-
pacio invarinate W C V tal que H(W) C R¥ sea una subvariedad regular. En la siguiente
seccibn vamos a ilustrar este procedimiento para construir un espacio reducido para la

accion de S' que induce el flujo del oscilador armonico en R*, en el caso resonante.

SECCION 3.3
Teoria de reduccién para el oscilador armoénico

resonante

En esta seccion vamos a aplicar la teoria de reduccién invariante para la accion lineal
de S en R?* que induce el oscilador arménico en el caso resonante. Usando la aplicacion de
Hilbert H : R* — R* construida con un conjunto generador {vy, v, 3,4} de polinomios
Sl-invariantes vamos a construir un espacio reducido para la accién de S! en R*. Como
el algebra de funciones S'-invariantes coincide con Ay (algebra de integrales primeras) y
ésta es una subélgebra de Poisson, los corchetes de los generadores v;, v; son funciones S'-
invariante que se expresan a su vez en terminos de los generadores. Esto nos permite definir
una estructura de Poisson en el espacio reducido por {f,g}o = >, j<ai¥i, Vj}gg—lzg—jj
y con ello definir la dindmica reducida para sistemas Hamiltonianos S'-invariantes. Adi-
cionalmente, como la accion inducida por el oscilador armoénico resulta ser Hamiltoniana
con momentum map .J, es posible construir un espacio reducido para los conjuntos de
nivel regulares de J. Mostraremos que en este caso, el espacio reducido para J~!(h) C R*
coincide con una hoja simpléctica de la estructura de Poisson definida para el espacio

reducido de la accion de St.
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Consideremos el Hamiltoniano del oscilador armonico con dos grados de libertad H (p1, ps2, q1, ¢2) =
%(pf +wig?) + %(p% + w3g3) en el caso resonante, es decir cuando or =7 es racional. En

el caso resonante, el campo Hamiltoniano

0] 0 0 0
Xy =—wigi— —wso=—— + D= + pom— 3.7
' 13}71 ? 23}92 Iq 23@2 (3.7
tiene flujo periodico con periodo T = %’r, con w = ¥ = %2 De esta forma, el flujo del

oscilador armoénico induce una accién de S' con generador infinitesimal

T=—Xpy.
W

Explicitamente, la accion ® : S' x R* — R* esta dada por:

p1 cos(nt) — qywy sen(nt)

(0 p ) pa cos(mt) — qaws sen(mt)
\a) B sen(nt) + ¢1 cos(nt)

22 sen(mt) + qg cos(mt)

donde p = (p1,p2) v ¢ = (q1,¢2). Notemos que en este caso S! es un grupo compacto
actuando linealmente en R* por el teorema de Schwarz-Mather (teorema (3.6)), exis-
te un conjunto finito de polinomios S'-invariantes que generan al &lgebra de funciones
COO(R‘l)Sl = Ap, como se discutié en el capitulo 2. Recordemos que en el capitulo 2 se
obtuvo para este caso un conjunto de generadores para el algebra de simetrias de H, que

vienen dadas por los siguientes funciones

ay = pi +wiqi,
Qg = Pg + qu;
az = Re[(p1 +iwiq1)" (p2 — iwag2)™],
oy =Im[(pr + iwiq1)" (2 — iweqa)™] .

Vamos a considerar la aplicacion de Hilbert para el oscilador armonico, definidos por

H:Ré,q — R4
(p.q) — (P, q),2(p,q),v3(p, q), va(p, q))

donde p = (p1,p2), ¢= (1,q2), ¥

(g — ).
(Oél + Oég).

I/l(pa q) = Qg, VS(pa Q) =

va(p, q) = au, vy(p,q) == (3.8)

NI= N[

Como los generadores ay, ag, a3 y oy satisfacen la relacion of - o' = o3 + a3, las variables
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generalizadas de Hopf v; (3.8) satisfacen la siguiente relacion
(3 +1v4)" (vy — v3)™ = V2 + V2.

Luego podemos definir la siguiente funcion @ : R* — R que méas adelante veremos es una,

funciéon muy importante para nuestro estudio, dada por
Qv va, v3,va) = Vi + 13 — (V3 +va)" (va — v3)™
Ademas se tiene que

Im(H) = {(v1,v2,v3,11) | V% + V; = (v + vy)" (g — Vs)m, lvs| < vy, vy >0}

= Q7'(0) N {[ws] < v, vy >0}

Por la proposicion (3.3) Zm(H) es un modelo para es espacio de orbitas. Consideremos

la estructura de Poisson canonica {-,-} en R} .

Proposicion 3.4. La accién de S* inducida por el flujo del oscilador arménico Xg (3.7)

en el caso resonante es candnico, es decir, para 6 € St

D{f. g} = {®af. Pyy},
para toda f,g € C®(R?).

La prueba de proposicion anterior es aplicacion directa del teorema (1.6), ya que en

esta se prob6 en general.

Por el teorema de reduccion de Poisson teorema (3.3), el espacio de 6rbitas admite un
estructura de Poisson tal que la proyeccion natural a R*/S! es Poisson. Como Zm(H) es
un modelo para espacio de orbitas, es de interés definir explicitamente una estructura de
Poisson en Zm(H) tal que H sea Poisson. Para lograrlo, vamos a utilizar las relaciones de
conmutacion para los generadores de una base de Hilbert para el algebra de polinomios

S'-invariantes.

Como las variables de Hopf generalizadas vy, 15,3 y 14, satisfacen las relaciones de

conmutaciéon
{vi, i} = nwin(vy —v3) — m(vs + vy (vs + va)" vy — v5)™ 1,
{vi,v3}o = 2w, (3.9)
{vo,v3}0 = —2nwiy, '

{l/i,l/4}0 =0 221,2,3

Definimos una aplicacion

{1,301 C=(Ry) x C*(Ry) — C*(Ry,)
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por
. af dg
{f.g}o:= Z {V“V]}oayl av, (3.10)
1<4,5<4
para cualesquiera f,g € C*(R%).

Proposicion 3.5. Sean (R}, {-,-}) v (R}, {:,-}o) variedades de Poisson, entonces la
aplicacion de Hilbert H : (R, {-,-}) — (R, {-,-}o) dada por

H(p, q) = (vi(p, ), v2(p, q), v3(p, @), va(p, q))

es un morfismo de Poisson.

Demostracion. De las relaciones de conmutacion de los generados vy, v9,v3 v 14 se tiene
que

{H v, H'vy} = H{vi, v} (3.11)
para i,j = 1,2,3,4. De donde para f,g € C*(R%), tenemos que
H f(p,q) = [ (H(p.q) = f (i(p. ), v2(p. @), v3(p, @), valp, ) ,

H'g(p,q) = g(H(p,q) = 9 (1(p, @), v2(p, q), v3(p, @), va(p, q)) -

Por lo tanto del corchete canénico de ]Rf, 40 Se tiene

11 ) (g Z{ g 8(§q:g><p,q>—a(fq:f)<p,q>a(§;g)<p,q>].

=1

Obviando el punto de evaluaciéon y por la regla de la cadena, tenemos
2
8f ay] ag ayk af 81/1 ag ayT
; KZ v ap@> (Z v Og; ) (Z O 0q; Z v, Op;

Of O0g Ov; Oy, of dg Ov, Ov,
Z Z Ov;j Ovy, Op; Og; Z Z Ov, Ov, Oq; Op;

1<4,k<4 i=1 1<l,r<4 =1

Tomando [ = j, kK = r y considerando que v;(p,q) = H*v;i(p,q) para todo i = 1,2,3,4

tenemos

OCLH00 = 3 () (Kl )5 40.0)

= 3 M Und) e H (G ()R (G 0)
—7-[*< Z {I/J,Vk}oa 01/>( ,q)

=H"{/, g}o(p, q).

Asi, la aplicacion de Hilbert es un morfismo de Poisson. O
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Recordemos que un corchete {-,-} se dice ser regular si el rango del corchete es cons-
tante. En caso contrario se dice ser no-regular. El corchete {-, -} se dice ser no-degenerado

si es regular y rango maximo.

Proposicion 3.6. La estructura de Poisson {-,-}o (3.10) es degenerada y no reqular. Mds

atn, el rango de {-,-}o es 0 ¢ 2.

Demostracion. De las relaciones de conmutacion (3.9), se tiene que la matriz asociada al

corchete de Poisson {-, -} esta dada por

0 {v1,1u}  2nwvy 0

() = {vo, 11} 0 —2nwiv; 0
—2nwivy  2nwil 0 0

0 0 0 0

Como la matriz tiene una columna con ceros, es claro que la matriz no tiene rango 4.
Ademas como se tiene una submatriz de 3 x 3 antisimétrica, estd no puede tener rango
3. Por lo tanto la submatriz de 3 x 3 tiene rango a lo més 2. Vamos a probar que no
puede tener rango 1. En los puntos donde p(r) no tiene rango 2, los siguienetes menores

se anulan:

‘ {vo, 11} 0 0 —2nwy 14

—anll/g 271(,(]1 %41

‘ {vo, 11} —2nwi1y

—anll/g 0 271&)1 %1 0

Por céalculo directo, se verifica si estos menores se anulan entonces la submatriz de 3 x 3
es la matriz nula. Por lo tanto p(v) no tiene rango 1. Asi el rango de la matriz es 0 o 2,

como queriamos. O

Por otra parte, la estructura de Poisson {-,-}o tiene rango 0 si
nwi[(n —m)vy — (m+n)vs)(vs +v)" vy —v3)" =0
es decir, los puntos (vy, vo, v3,v4 = h) en R? donde {-, -} tiene rango 0, son los siguientes
(a) (0,0,0,0) si vy =h =0.
(b) Sin>1y m= —n se tiene (0,0, —h,h).

(c) Sim > 1y n=—m se tiene (0,0,h,h).

(d) Si m # —n tenemos(0,0, 2=2h h).

’ m+4n

Notemos que estos puntos son iméagenes de los modos normales, que méas adelante

veremos la interpretacion geometrica de ellos.

Proposicion 3.7. La estructura de Poisson {-,-}o en R admite dos funciones de Casimir

globales, que vinen dadas por las siguientes funciones

K(V17V27V37V4):V4 Yy Q(V17y27]/37y4):V%+V22—<V3—|—V4>n(y4—y3)m
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Primero si C' es un Casimir, notemos que {C, f}o = 0 para todo f € C*(R*) si y solo
si {C,v;}o =0 parai=1,23,4.

Demostracion. Mostrar que K es un Casimir es inmediato ya que K(v) = v4 y por lo
tanto, {K,v;}0 =0, i =1,2,3,4.
De manera analoga, vamos a verificar que {Q,v;}o = 0 para todo i = 1,2,3,4. Por

calculo directo, se tiene

{Q,}o = {7+ 13 — (s 4+ va)" (s — 13)™, 11 }o
{Q,10}0 = {V% + ’/3 — (v34+1va)" (g — 13)™, 10}

{Q,vs}o = {1} + 13 — (vs 4 va)"(a — 13)™, 13}

Usando las relaciones de conmutacion (3.9) se tiene que las expresiones anteriores se

anulan. De donde tenemos que () es un Casimir. O

Usando los Casimires describimos de manera geometrica la foliacion simpléctica de
{,-}o- Dado que K(v) y Q(v) son Casimires globales para {-,-}¢; entonces podemos
definir una aplicacion

F:R! - R?

dada por
F(v) = (K(), Q).

Hallemos los puntos singulares de F, para ellos calculemos el diferencial

T
0 214

DVF _ 0 2V2 ’
0 (vs+wva)" (s —v3)" H(m +n)vs + (m —n)vi
1 (3 +v)" vy —v3)™ (n — m)vs — (n+ m)vy)

asi, un punto (v, v, v3,4) es un punto singular de F si;

21/1 = 0,
21/2 = 0,
(v3 + 1) Ny — v3)™ H(m +n)vs + (m — n)vy

(3 +vg)" Ny — v3)" H(n — m)vs — (n +m)vy]

I
o o

Por lo tanto, los punto singulares son los siguientes
(a) (0,0,0,0).

(b) Ademas todos los puntos de la forma (0,0, 0, k) son singulares, luego

F(0,0,0,h) = (h, —h?).
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(¢) Sin>1, tenemos v3 = —vy = —h, asi (0,0, —h, h) es punto singular, entonces

F(0,0,—h, h) = (h,0).

(d) Sim > 1, tenemos v3 = vy = h, asi (0,0, h, h) es punto singular, entonces

F(0,0,h,h) = (h,0).

Recordemos que un punto (h,a) € R? es valor regular si D, F(h,a) tiene rango méaximo,

en tal caso se tiene

F'ha)={veR' | K(v)=nh, Q(v)=a}
={veR [vy=h, v + 05— (v3+va)"(va —v3)" = a}

={veR | v+ vi— (vs+h)"(h—uv3)™ =a},
pero a nosotros lo que nos interesa es cuando a = 0 es decir
FYh,0)={veR* | v?+vi— (vs+h)"(h —v3)™ = 0}.

Geometricamente los conjuntos de nivel de I’ representan las hojas simplecticas, como se

ilustra a continuacion para las resonancias m : n en la Figura (3.1).

(a) 1:1. (b) 1:2.

(c) 2:1.

Figura 3.1: Hojas simplécticas.

Proposicion 3.8. Para h € R, el conjunto de nivel de K
K_l(h) == {(Vl, vy, I/3,V4) | Vy = h} == {(Vl, Vo, Vg,h)} = Rg X {h} C Ré

es una subvariedad reqular 3-dimensional, mds aun existe una estructura de Poisson en
K~Y(h) tal que
ip K_1<h’) — (R;ﬁ? {'7 }0)

<V17V27V37h) — <V17V27V37h)

es un morfismo de Poisson. Por lo tanto K~'(h) es subvariedad de Poisson en (R, {-,-}o).

Demostracidn. Para todo h € R, K~!'(h) C R?* es una subvariedad regular . Tenemos que
in, : K7'(h) <= R2 es una inmersion, entonces i} : C(R2) — C*°(K ~'(h)) es sobreyectiva,




CAPITULO 3. TEORIA DE REDUCCION INVARIANTE PARA EL OSCILADOR ARMONICO CON RESONANCIA

asi para I',G € C®(K'(h)) existen f,g € C*(R?%) tal que F =i} fy G =1i}g es decir
F = f|l/4:h7 G = g’l/4=h‘
Asi, podemos definir una estructura de Poisson en K~*(h), por

{f|l/4=h7g|1/4:h}h = ({fvg}[)) |I/4=h'

Finalmente mostremos que la inclusiéon ¢;, es un morfismo de Poisson. En efecto, conside-
rando F,G € C*(K~'(h)), se tiene que

{inf ingtn = {flva=n, 9lva=ntn = ({f 9}0) luu=n = ix{f, 9}o

por lo tanto K~'(h) es una subvariedad de Poisson, como queriamos, demostrar. O

Por otra parte, existe un difeomorfismo v, : R3 ~— K~!(h), dado por

T,z
Un(z,y, 2) = (z,y, 2, h). (3.12)
Si definimos la estructura de Poisson en R?  _ por
{F,GYi(z,y, 2) = 2nw1 (VQ,VF x VG),

donde Q(yl, Vo, v3) = 17 Q(v1, v, 13, 14) = Q(11,12,3, h) es una funcion de Casimir para
{-,}n. En efecto, para todo f € C*(K~1(h))

{Q 1= ({Q, F}0)lva=n = 0.

Proposicion 3.9. U, : (R3 {-,-},) = (K7X(h),{-, }oln) es un morfismo de Poisson.

SECCION 3.4
Espacio reducido para conjuntos de nivel de la

aplicacién momentum

En la proposicion (3.4) se mostro que la accion de S' que induce el oscilador armonico
en (R* {-,-}), es canonica. De hecho, ésta accion es Hamiltoniana, es decir, el generador

infinitesimal de la accién es un campo Hamiltoniano

1
T=—-Xy=Xy,
w

Con respecto a la funcion Hamiltoniana J(p, q) := %H(p, q). La funcion J es llamada la

aplicacion momentum de la accién. Para més detalle se puede consultar [17].

Los conjuntos de nivel de J son subconjuntos invariantes ya que son justamente los

conjuntos de nivel de Hamiltoniano del oscilador armonico. Recordemos que para todo
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h >0, H '(h) es una subvariedad regular 3-dimensional de R?. Si restringimos la accién
aS'a H-'(h) con h > 0, esta resulta ser libre y propia. Por el Teorema (3.1), H'(h)/S!
posee una estructura de variedad diferencial tal que la proyeccion es una submersion. El
proposito de esta seccion es utilizar la aplicacion de Hilbert H (3.6) para construir un
modelo para el espacio reducido de S' en H~'(h). Como Zm(H) C R} no es en general
una subvariedad, sera necesario omitir los modos normales de H~'(h), en algunos casos,

para obtener un espacio reducido.

Fijemos h > 0. Notemos que
H(H ' (h)) € K~'(h),

con K (v) = vy el casimir de (R, {-,-}o). Como K~!(h) 2R3, definamos

-1

(h)

~(h)/{(p1,0,41,0)} si n>m=1

“H(h)/{(0,p2,0,q2)} si m>n=1
(h)/({

)/ ({(p1,0,q1,0)} U{(0,p2,0,q2)}) si m >n>1.

si n=m=1

T nmm

vy la fibracion de Hopf generalizada F : ¥), — R® dada por

F(p,q) = (r1(p,q),v2(p, q), v5(p, q))-

De donde es claro que % es C*™. Debido a que ¥, es una subvariedad regular y .% =
U, oMy, con Uy, : R® — K7(h) el difeomorfismo definido por (3.12). Notemos que

7 c Q7(0),
con
Qh(:)s, y,2) =2+  —(z+h)"(z —h)™ (3.13)

El nombre de fibracion de Hopf generalizada se debe a que para la resonancian =m =1
se recupera la fibracion de Hopf % : S?/ﬁ — S2, [7]. En este trabajo dedicaremos la

siguiente secciéon al estudio de la fibracion de Hopf para la resonancia 1 : 1.

Por lo tanto, un espacio reducido para la acciéon de S en ¥, C R* esta dada por

Qo) n{lzl<h}  si n=m=1
M= Q'0)N{-h<z<h} si n>m=1
. th(())ﬂ{ h<z<h} si m>n=1
Q;l(())ﬁ{]z]<h} sio m>n>1

con submersion sobreyectiva .# : 3, — ME. En seguida presentamos los modelos para el
espacio reducido, para distintas frecuencias como se ilustra en la Figura (3.2).

Por otro lado, ilustramos los modelos de los espacios reducidos de las resonancias m : n,
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(d) 2:1 (e) 2:3 (f) 3:4

Figura 3.2: Espacios de fase reducidos de las resonancias m : n

proyectadas en el plano (y, z), como se ve en la Figura (3.3).

Dinamica Reducida. Consideremos el corchete de Poisson en R?  definido por

{F,G}gs = nw1(Qn, VF x VG)

con Q, definido por (3.13). Recordemos que en este caso, Q, es un Casimir de {, }gs. De
aqui se sigue que el espacio reducido M1 es precisamente una hoja simpléctica de corchete
{-, - }rs. Usando la estructura simpléctica foliada para definir la dindmica reducida para
los campos Hamiltonianos en Rf)’q asociados a funciones S'-invariantes.

Primero, veamos como podemos obtener la funcién reducida en M% asociada a una

funcion S'-invariante en R: . Para cada F € Ay, sea f € C*(R?) tal que

F=foH.

Definimos
f(:l:, y7 Z) :: f(‘/L‘7 y’z7 h)'

El campo vectrial reducido en Mg de X esta dado por
X5 :=nwVQy x VF. (3.14)

Teorema 3.7. Bajo las hipotesis anteriores los campos vectriales Xp y Xj estan F -

relacionados.

71
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CD y’ <> y, >’
(a) 1:1 (b) 1:2 (c) 1:3
- -1 ~_ P AN ~
/ g \‘: / - ’ \\
y l y t:' ¥
// \\ //
(d) 2:1 (e) 2:3 (f) 3:4

Figura 3.3: Espacios de fase reducidos en el plano (y, z)

Demostracion. Como F € Ay, el campo vectorial X es tangente a Y;,. Tomando en

cuenta que .# = ® 1 oH y que H y ¥ ! son morfismos de Poisson, tenemos

T F (Xr) = Trpg V" o TpoH(Xp)
= Ty ¥ (X3(H(p, q)))
= X#(F(p,q))

Como se queria mostrar. O

SECCION 3.5

Fibraciéon de Hopf, resonancia 1:1

En esta seccion, vamos a analizar con detalle las propiedades de la aplicacion de Hilbert

y la fibracién de Hopf para la resonancia 1 : 1. Recordemos que la aplicacion de Hilbert
se define por

H:R), — R}

(p,q) = (n(p,q),va(p,q),vs(p, ), valp; q)) (3.15)

donde

v1(p,q) == pip2 + 1 ¢2 va(p, q) := p2qi — 142

(3.16)
vs(p,q) = 5(0i+ai —p3—a3)  wp.q) =507 +qf + 03+ )
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para el caso resonancia 1 : 1. En este caso, las variables de Hopf satisfacen la siguiente
relacion
2 2 2 2

Por lo tanto, la imagen de la aplicacion de Hilbert H estd contenida en la variedad

semialgebraica € definida por:
¢ ={(n,v0,v5,14) | V] +1v3+v5—1v; =0} CR.

Topologicamente, € es un cono en S? con vértices en el origen.
Proposicion 3.10. El conjunto € es la imagen de la aplicacion de Hilbert.

Demostracion. Para ello basta verificar que DH(p, q) : T(p,q)R‘l — Ty(p,q)€ es sobreyectiva
para todo (p, q) # 0, ya que H(0) = 0y es claro que € \ {0} es una variedad diferenciable
3-dimensional. En efecto, para (p,q) # 0 tenemos la diferencial de H, dada por

o Ov O On
Opr  Op2  Oq1  Oge D2 Pr G q

dvo O v v - -
DH(p,q) = | o»r 92 Ou Oax | @2 @ P2 —D

Ovg  Ovs vz Ovs

Op1  Op2  9q1  Ogz P11 —DP2 q1 —Q2
Ova  Ova  Ova  Ova
Op1  Op2  Oq1  Og2 y4 P2 1 qz

de donde rank(D#H) > 3 porque sus primeras tres filas son distintos de cero y ademas

ortogonales por pares. Por otro lado el rank(D#H) < 3 debido a que
ImDH(pa Q> g TH(p,q)C = kerDC(H<p’ q)) = ker {(Vlv Vo, V3, _V4)}

v (v1, 19, 3, —1y) es no cero. Entonces H : R* — € es sobreyectiva, por lo tanto Zm(H) =
€. O

Para h > 0 el conjunto de nivel de Hamiltoniano H es la 3-esfera de radio v/2h.

H_l(h) = S?/ﬁ = {(1%1927(]1,%) eR* | pf +p§ +q% + qg = Qh}

Como las variables de Hopf satisafacen la relacion (3.17) y vy = H, la imagen de la
aplicacion de Hilbert (3.15) a la 3-esfera S?,. C R{, ) es la 2-esfera de radio h, Sj C
K~Y(h). Por lo tanto la fibracion de Hopf "generalizada”.

. Q3 4 2 3
‘gZ'Sngp,q — Sth

(3.18)
(p,q) — (n(p,q),v2(p,q), vs(p, q))

con vy, vy, v3 definidos en (3.16).

La aplicacion Z definida por (3.18) es la conocida fibracion de Hopf, una submersion
localmente trivial de la 3-esfera a la 2-esfera con fibra S'. A continuacién, probaremos estas
propiedades. primero recordemos la nocion de linking number|8| para dos circulos disjuntos

orientados 71 y 72 en una 3-esfera orientada. Intuitivamente, el linking number representa
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Figura 3.4: Visualizacion de la fibracion de Hopf.

el nimero de veces que cada curva se enrolla alrededor de la otra. El linking number es
siempre un numero entero, pero puede ser positivo o negativo segiin la orientacion de
las dos curvas. Supongamos que 7; es la frontera de un 2-disco ﬁf cerrado orientado
en S3. Como S? es simplemente conexo, el circulo v; es homotopico nulo y por lo tanto

suavemente contraible hasta un punto p € S®. En otras palabras, existe una aplicacion
F:D:CR? - S*CR*

llamada contraccion, tal que F'(0) = p y para todo r € (0, 1] la funcién F restringuida a

la frontera aﬁf del 2-disco cerrado
D, = {z e | o|* < r*}

es un difeomorfimo sobre ;. Sin pérdida de generalidad, podemos orientar los 2-discos

=2 . -
D; de modo que F' | 52 preserva la orientacion.
1

Ademas, supongamos que F es transversal a 7, en S? es decir v, N F(D?) = & o para
cada x € D}, tal que F(x) € v N F(D?) tenemos T, F(T,D?) + Tyve = T,S*. El linking

number de dos circulos 71 y 7o es el nimero de intersecciones de F/(D?) con 7, es decir

Link(11,72) = Y _# (T.F (T.D}) , Tun2) (3.19)
zeJ

donde J ={z € D} | F(z) € 2N F(D})} y

1, siT,F(T,D?) + Ty, = T,S® misma orientacion queS?

—1, en otro caso.

4 (T, F (T,D}) , Tuys) = {

Notese que la suma en (3.19) es finita, pues F' es transversal a vo.

Proposicion 3.11. La fibracién de Hopf % 83’/2— — S? (3.18) tiene las siguientes

h
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propiedades

a) F es una submersion propia.

b) Para cada v € S} la fibra F'(v) es un circulo mdzimo en S::’/% contenida en el

2-plano 11" en R* definidos por las ecuaciones

() =)

donde T = (—1/1, h + Vs, —VQ,O) Y o 1= (—1/2,0, -1, h + 1/2).

¢) Para cada v,V € S} conv # V, el circulo Y (v) y F (V') estdn conectados en

Sf’/% con el linking number 1, dado por

Link(11,72) = > _§ (T.F (T,D}) , Tos) (3.20)
zeJ

donde J ={z € D? | F(x) € 2N F(D?)} y

1, sila orientacion de T,F(T,D?) @® Ty, es lo
i (TIF (TID%) ,Tx’}/z) = mismo que de T,S?

—1, en otro caso.

Demostracion. a). Empezaremos mostrando que % es una submersion propia. Para tal

efecto consideremos la siguiente aplicacion F : R* — R? que esta dada por

1

F(p1,p2, 1, @2) = (v1, 12, 13) = (plpz + @12, P21 — P12, 5(1?? +q; —ps — q%))

de donde es claro que, F' es C*° y cuya diferencial esta dada por

D2 P11 G2 1
DFE(p,q)=|-@ @ p2 —m
pP1 —P2 g1 —q2

Como # = F |y S? C R? donde S} es una subvariedad regular entonces la fibracion
2h

de Hopf .F es C*. Para (p,q) # (0,0) se tiene que rank DF(p,q) = 3 # 0, por lo tanto

D% (p,q) = DF(p,q) |T<,,A,q>S3¢ﬁ es una aplicacion sobreyectiva de T(pvq)Si)’/ﬁ a Tz (p.q)St,

para cada (p,q) € Sf/ﬁ. Asi .% es una submersion propia, ya que S?/ﬁ es compacto.

b). Considerando v = (vy,19,13) € S, tenemos que vi + vs + vs = h?. Luego para

-
)
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(p,q) € FY(v), se tiene

pip2 + 1g2 = 11 (3.21)
Q1p2 — @2p1 = V2 (3.22)
1
51+ 0 =13 — @) = vs. (3.23)

Por otro, lado tenemos H~'(h) = {(p,q) € R* | 1(p? + ¢} + p3 + ¢3) = h}, de donde (p,q) €
S?/ﬁ’ luego de esta tltima igualdad y de la ecuacion (3.23) se tiene p? + ¢ = h+ 3. Ade-

mas, de las ecuaciones (3.21) y (3.22) tenemos

()-(o) ()

Si p?+¢} > 0, podemos invertir la matriz cuadrada en la ecuaciéon anterior, luego tenemos

<_p1 _Q1> (V1> _ (p%_’_q%) <p2> _ (h+V3) <p2>
@1 N V2 42 42

Esto es equivalente a

—uip1 + (h 4+ v3)ps — 21 =0
vop1 — 1qh + (h + v3)ge = 0.

El siguiente argumento, muestra que II” define un 2-plano: En efecto, sabemos que los

covectores m; y Ty son linealmente dependientes si y solo si todas las submatrices de 2 x 2

—l1 h+V3 —U9 0
Vo 0 — h+V3 .

Son singulares. Por calculo directo, esto se cumple cuando v; = vy, =0y v3 = —h. Por lo

de la matriz

tanto m; y w9 son linealmente independientes, en consecuencia II” define un 2-planoen R,, ,,

que pasa por el origen, para v € S \ {(0,0, —h)}. Luego, se tiene que .Z ' (v) C H”ﬂSf/ﬁ.
Para v = (0,0, —h), tenemos que (p,q) € - 1(0,0, —h). De aqui se sigue que
mp2+qge = 0 N (pl ¢ > (Zb) _ <0> '
@p2—@p1 = 0 @ —p1) \@ 0
Si ps = g2 = 0 se tiene que p3 + g5 = 0 pero este caso no pertenece a .# (0,0, —h).
Sips # 006 qo # 0 tenemos que p? + g2 = 0, esto se cumple si y sélo si p; = ¢, = 0.

Por lo tanto .7 (0,0, —h) C T®%"M N S? . asi para cada v € Sj la fibra 7~ (v)
3
2

esta contenida en I1¥ N'S? . Ademas como .% es una submersién propia .Z 1 (v) es una
V2h

~
(@)
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subvariedad diferenciable compacta 1-dimensional de S‘j’/ﬁ sin borde. Por lo tanto . ~!(v)
es el circulo maximo IV N Sf’/ﬁ.

c). Sean v,V € S7, tales que v # /. Entonces F '(v)NZ (V) = & ya que Z es una
submersion sobreyectiva. Luego, los correspondientes 2-planos II” y I definidos como
en el inciso b) se intersecan solo en 0. Caso contrario, si I[1¥ N I = ¢, la recta ¢ corta
a Z Y v)y Z V) lo cual es una contradiccion ya que # 1(v) N.Z(v) = @. Por lo

tanto, siempre es posible construir un 3-plano II en R* definido por:
Ap1+ Xapo + Azqh + Aage =0, con Aq,... M €ER

que contenga al plano I1”, pero que I no esta contenida en II. Si asi fuera el caso es decir
¥ C I y como II¥ NI = {0} se tiene que II¥ + II*" = II lo cual es una contradiccion.
Por otro lado IT¥" N 1T = ¢ es una linea en R*. Sean S2 = I1N'S? la 2-esfera méaxima en
S? y SE = 11" N'S? el maximo circulo en S? cortada por I1”. Denotemos por H+ hemisferio
superior cerrado de S? con frontera S!. Luego H* es difeomorfo a un 2-plano E? cerrado,
con frontera S!. Esto se muestra proyectando los puntos de H* sobre el plano que contiene
aS!.

Como sabemos que IV no est4 contenido en II, el circulo maximo S}, = I’ NS? no est4
contenido en S2. Ya que la linea ¢’ intersecta a la 2-esfera S? en dos puntos antipodas p, y
p_ asi el circulo S, intersecta a S* en p, y p_. Por lo tanto link(Z '(v), Z (V) = +1

€como queriamos. ]

Proposicion 3.12. Sea 7 : E — M una submersion sobreyectiva propia y M coneza,

entonces ™ E — M es un haz fibrado, localmente trivial.

Ahora presentamos algunas conclusiones sobre la fibracion de Hopf a partir de las
propiedades que acabamos de probar. Por la proposicién (3.11) sabemos que % es una

submersion sobreyectiva propia. Por lo tanto, la fibracion de Hopf

y:Si”/ﬁ — S?L
(p.q) — (i(p,q),v2(p,q),vs3(p, q))

define un haz localmente trivial con fibra S!. Pero, podemos construir explicitamente las
trivializaciones locales de .Z. Para v € U; = S7/{(0,0,—h)} tenemos (p,q) € F '(v),

entonces
b2 —P1 —q1 41
—(pi + &) =
q2 -1 D1 Vo

v ademas como sabemos que p? + ¢2 = h + v, se tiene

(h+V3) (pz) _ <p1 q1 > (V1> '
a2 1 —h Vo

De aqui tenemos

~
~
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Vip1 + Vagi _ iqi — apy

= 3.24
h+ v q2 h+ s ( )

D2 =

Repitamos los argumentos anteriores para Us = S? /{(0,0, h)}. Para v € Uy, tomemos
(p,q) € Z'(v). Entonces p? + ¢ = h — 3 > 0, ya que (0,0,h) € F(v) con v3 # h, lo

que a su vez implica
(h - Vg) y4! _ P2 —q2 %1
q1 q2 P2 Zya

Vip2 — Vo2 _ V1Q2 + ap2
— =
h — Vs h — V3

de donde obtenemos

p1 =

(3.25)

Notemos que Uy Uly = S?. Luego definimos las trivializaciones como sigue a continuacion

U xSt — ff’l(ul)

(V17V27V3a5177?/) = (plap?aq17q2)

V1Y + Vox T V1T — U
TI(V17V27V3ax7y):<y h+]/37 \l/yh‘{‘ijwr h_’_y?” lh+l/2y)
3 3

71 es una trivializacion, pues % o 7i(vy, 9,13, 2,y) = (v1,1e,v3). De manara anédloga,

definimos
Ty : Uy X St —» 1 (Z/{Q)

(v, v0,v3,2,) = (P1, P2, Q15 G2)

Y — Vo T + oy
(v, 9,03, 2,Y) = | ——,yVh —v3, ——, 2/ h — 13 ] .
2( 1, V2, V3 y) (m ) 3 m 3)

T, también es una trivializacion, ya que F o 1o(vy, 1o, vs, 2, y) = (v1, Vs, 13).

Proposicion 3.13. La fibracion Hopf no es trivial, es decir, el haz % : S:f/ﬁ — S? no es
difeomorfo al haz trivial S; x S' — S3.

Demostracion. Supongamos que la fibracion de Hopf es trivial, entonces S‘?/ﬁ ~S? x S,

asi, preserva los espacios de cohomologia entonces
HE(S ) = HE (S}, x S') = HY(Sp) @ HM(SY),

para k = 1, se tiene que 0 = R, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto Sf/ﬁ v S? x St

no pueden ser difeomorfos. Asi se tiene que la fibracion de Hopf no es trivial. n

Otra manera de probar esta proposicion es que, se sigue del hecho de que el linking
number es un invariante topolégico y dos fibras distintas de la fibracion de Hopf estan
enlazadas (o conectadas) con el linking number uno, mientras que las fibras del haz trivial
no estan enlazadas.

Recordemos que un haz principal sobre G 6 un G-haz principal consiste de una haz
fibrado suave 7 : E — M con fibra G y una accion derecha ¥ : E' x G — FE libre tal que
las trivializaciones locales

Gy T U) —UXG
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son G-equivariantes.

Una consecuencia de la definicion de haz princial es que la accion ¥ preserva las fibras
de m : E — M es decir para y,x € 7 '(z) y z € F existe h € G tal que ¥(y,h) = 2.
De forma equivalente si 7 : F — M es una G-haz principal entonces el grupo G actia

transitivamente en cada fibra.

Lema 3.1. Sea G un grupo de Lie que actia libre y propiamente sobre una variedad suave
M. Entonces M es una G-haz principal sobre el espacio de orbitas M /G con la aplicacion

m: M — M/G siendo la proyeccion de haz.

Dada H(p, q) = 3 (p} + p3 + ¢} + ¢3) el flujo del campo X induce una accién de S' en
R*, como ® : S! x R* — R*, dada por

D1 D1 cost 0 —sent 0 D1
0 cost 0 —sent
o(t, P2 ) :FZE(H P2 _ P2
Q1 q1 sent 0 cos 0 Q1
Qo ) 0 sent 0 cost Qo

La accién no es libre ya que 0 € R* es un punto fijo de todos los difeomorfismo ®,. Luego

P 1
S%Z{(q) RS (i+r+al+a) Zh}

es invariante bajo la accion ®. Ya que §° = H~'(h), para h > 0. El flujo del oscilador

sabemos que

armonico define una acciéon libre y propla Sl X S3 — 83 , por lo que el espacio de

orbitas S3 / S! tiene estructura de variedad dlferenmal tal que
p: S —> My,

es una submersion sobreyectiva, ademas por el lema (3.1), como la acciéon de S en S:f/ﬁ

es libre y propia entonces p : 83 = — My es un S'-haz principal.
Lema 3.2. §°, /81 es difeomorfo a Si.

Demostracion. Como F : 83 = S? es una submersion sobreyectica que separa orbitas,

por el Teorema (3.2) S? es dlfeomorfo a S /St O
Como consecuencia de que la fibracion de Hopf .7 83 - — Sj, no es trivial tenemos

las siguientes observaciones:

i) Las submersiones .# : S — S? y p : S3 — S3 -/S' no admiten secciones
V2h hY P V2h
globales.

(ii) No existe una subvariedad regular N C S - que sea difeomorfa a S3.




CAPITULO 4

Aplicaciones: Teoria de perturbaciones para el

oscilador arménico con resonancia

El siguiente capitulo esta estructurado de la siguiente forma: en una primera seccién
dedicaremos a encontrar equilibrios relativos de campos G-invarinates, para ello aplicare-
mos la teoria de reduccion que se estudio en el capitulo anterior. En la segunda seccion
estudiaremos,como determinar equilibrios relativos pero en este caso para sistemas Hamil-
tonianos. En la tercera seccion introduciremos nociones basicas de método de promedios
en variedades, donde mencionaremos algunas propiedades del operador promedio. En la
cuarta seccion estudiaremos perturbaciones de campos vectoriales con flujo periodico,
donde citaremos unos de los resultados importantes como es el Teorema de Moser. En la
quinta secciéon, con toda la herramienta desarrollada en las secciones anteriores, vamos
a estudiar y determinar 6rbitas periddicas para sistemas Hamiltonianos perturbados. Fi-
nalmente en la dltima seccion, citaremos algunos ejempos de perturbaciones del oscilador

armonico con dos grados de libertad con resonancias.

SECCION 4.1
Equilibrios relativos para campos vectoriales

GG-invariantes

Sea, M una variedad diferenciable, G un grupo de Lie compactoy & : G x M — M
una accion (izquierda) suave de G en M. Recordemos que C*°(M)% y X(M) denota el
conjunto de funciones suaves y campos vectoriales G-invariantes, (ver definicion, (3.1) y

(3.2)) respectivamente.

Definicion 4.1. Sea X € X(M)%. Un equilibrio relativo del campo vectorial X, es una

orbita del grupo, que es invariante bajo el flujo del campo vectorial X .

Es decir, sea Orb(p) o6rbita por p y equilibrio relativo del campo X € X(M)%, entonces
para todo ¢ €Orb(p) tal que Fl%(q) €Orb(p), para todo t.
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Otra alternativa para estudiar equilibrios relativos es considerar la dinamica reducida

en el espacio de oOrbitas.

Teorema 4.1. Supongamos que M /G tiene estructura de variedad tal que la proyeccion
al espacio de orbitas p : M — M/G es submersion. Sean X € X(M)° y X € X(M/Q)
tales que X y X estdn p-relacionados. La drbita Orb(p) del grupo G por p € M es un

equilibrio relativo del campo X si y sdlo si [p] es un punto critico de X.

Demostracion. Supongamos que Orb(p) es un equilibrio relativo de X, con p € M. En-

tonces
p(Fly(p)) = p(p).

Derivando con respecto a t en t = 0, tenemos

Tpp(X(p)) = 0.

Como X y X estan p-relacionados, se sigue que X[p] = 0, es decir [p] es un punto critico
de X.

Para el reciproco supongamos que p(p) es un punto critico de X. Entonces, para todo
q €0rb(p), se tiene

T,p(X(q)) = X(p(p)) =0,

entonces X (q) € T,0rb(p), para todo ¢ €Orb(p), por lo tanto se tiene que Fi% (p) €Orb(p).
[

Bajo las hipotesis del Teorema (4.1) y Teorema (3.2), encontrar equilibrios relativos de
un campo vectorial X € X(M)% es equivalente a encontrar punto de equilibrio del campo
reducido de X: Para un espacio reducido My de la accion de G en M, si X € X(M)“
tiene un equilibrio relativo en Orb(p) con p € M, entonces el campo vectorial X € X(Mpg)

reducido de X tiene un punto critico en m(p).

Acciones de S'. Para el caso de acciones del grupo de S' podemos utilizar la nocion
de equilibrios relativos para derivar un criterio para determinar la existencia de orbitas

cerradas para campos vectoriales S'-invariantes.

Teorema 4.2. Sea X un campo vectorial S* invariante y X su campo reducido. Si X
tiene un punto critico en ¥ € Mg y X no se anula en 7 (z) entonces X tiene drbita
periodica. Mds ain, la orbita periodica es una reparametrizacion de la orbita de St-accion

que es equilibrio relativo, de X.

Demostracion. Sean ® : S'x M — M la accion y sea X € X(M)% y X € X(Mg) el campo
reducido de X. Si z es un punto critico de X entonces por el Teorema (4.1) 7~ '(x) es
una orbita de la acciéon que es el equilibrio relativo de X, es decir v(t) = Fl(p) € 7~ (z)
para p € 7 !(x), para todo t en el intervalo de definicion de la curva. Como X (p) # 0,

existe w € R distinto de cero tal que
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con T € X(M) generador infinitesimal de la accion de S'. Para todo ¢ € 7~ *(z), existe
0 € S* tal que ¢ = ®p(p). Tomando en cuenta que X € %(M)Sl, se tiene

X(q) = X(Pp(p)) = T,24(X(p))
= wT®e(T(p)) = wY(q),

para todo g € 77 1(x). Como ®y(p) = FI%, de aqui se sigue que
7<t) = q)exp(%)(p)‘

Por tanto, (t) es una 6rbita cerrada de X y una reparametrizacion de la S'-6rbita 71 (z).
[

SECCION 4.2
Equilibrios relativos para sistemas Hamiltonianos

Sea (M,{-,-}) una variedad de Poisson. Supongamos que H € C*(M) tal que el flujo
de su campo Hamiltoniano Xy es periodico y define una acciéon de S! libre y propia en
¥, = H71(h) con h un valor regular de H. Supongamos que (M? {-,-}req) es un espacio

reducido para la S'-accién en ¥, con 7 : 3, — MPE submersion que separa orbitas.

Consideremos Ay = {F € C*(M) | {F,H} = 0} el algebra de simetrias de H. Para
cada F' € Ay, por el Corolario (3.1) existe una funcion f : M2 — R que satisface la
relacion

fom=Fou,

donde i : ¥, — M la inclusion. Ademés para todo f,g € C®(MHE)
{fO’]T,gOﬂ'} 01 = {fag}Redo/]T-

Como Xr es tangente a Xy, el campo vectorial X; € X(M£) es el campo reducido a X;.

Proposicion 4.1. Six € M% es un punto critico de la funcion f, entonces 1=1(z) es un

equilibrio relativo de Xp.

Demostracion. Si x € M} es un punto critico de la funciéon f entonces x es un punto de
equilibrio de X ;. Por lo tanto, por el Teorema (4.2) 7~'(z) es un equilibrio relativo de
Xp. ]

Equilibrios relativos para integrales primeras del oscilador armoénico. Sea (R;‘;q, {-}

variedad de Poisson con corchete canénico.

1 1
H(pi,ps, q1,¢2) = 5(29? +wig) + §(p§+wgqg (4.1)
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Hamiltoniano del oscilador armonico en el caso resonante.

Fijemos h > 0 y cosideremos la fibracion de Hopf generalizada . : ¥, — M}, dada

por

Z(p,q) = (n(p,q), v2(p,q),3(p, q)).

donde vy, v, v3 son las variables de Hopt generalizadas definidos por

n(p,q) = Re[(p1 + iwiqr)" (ps — iwaqa)™),
ve(p, q) = Im[(p1 + iwiq1)" (p2 — iwag2)™],

1 1
vs(p, q) = 5(1?? +wig) — 5(293 + wiq3).

Recordemos que ML C R? es la variedad definida por

Q.1 (0)N{|z| < h} si n=m=1
Q' 0)N{-h<z<h} si n>m=1
Ql0)N{-h<z<h} si m>n=1
Q, (0)

0, 10) N {|z] < h} siom>n>1.

M}}% =

con submersion sobreyectiva # : ¥, — M3,

Teorema 4.3. Sea F € Ay y f, el Hamiltoniano reducido correspondiente a F
F 01 = fh o ﬁ

i Y, — RY la inclusion. La S'-drbita del oscilador armdnico que pasa por un punto

(p,q) € Xy es un equilibrio relativo para Xr si y solo si existe X € R tal que

VH(ZF(p,q) = AQ(Z(p,q)) (4.2)

Demostracidn. La condicion (4.2) es equivalente a que .7 (p,q) es punto critico. La S'-
orbita por (p, q) es un equilibrio relativo de X si y solo si .7 (p, q) es punto critico de X;.
Como

Xj= nwy (VQj, % V)l

Por lo tanto X7 = 0 si y solo si existe A € R, tal que se verifica (4.2). O

Geométricamente, la condicién (4.2) implica que V f(.Z(p, q)) se anula 6 es perpendi-
cular a M € Q(0) en el punto .Z(p, q).

Nota 4.1. Recordemos que para construir la fibracion de Hopf generalizada F : ¥, —
MPL, se omiten para algunas frecuencias las S'-drbita de la accion que corresponden a
los modos normales. Sin embargo, éstas orbitas podrian ser equilibrios relativos de alguna
F € Ay. En esta situacion no podemos aplicar el Teorema y se debe verificar directamente

st los modos normales son equilibrios relativos de algin F € Ag.
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Ejemplo 4.1. En el espacio fase (]R;jq, {+,-}) con el corchete de Poisson candnico, consi-

deremos el Hamiltoniano del oscilador armonico con resonancia 1 :1

1 1
Hm®=§@%w@+§£+£)

La funcion

3 1
ﬂn@zzwﬁ%w%®+§M@—@mﬂ

es una integral primera de H, {H, F'} =0, con campo Hamiltoniano

Xp = (202 + ) + e — o) ) o+ (S0 + ai0) — 10102~ aap) ) o
F = 4612 pip2 T~ 4192 41?2 P192 — q1p2 o 4Q1 Pip2 T q1q92 4]91 P1q2 — q1p2 92

+ (oo + 0w + jemo —am)) o+ (Ipoe+am) - ame - ap) ) o
4]72 P1p2 T G192 4Q2 P1q2 — q1p2 a1 4]31 Pp1p2 T~ q1G2 4(11 P1g2 — q1p2 7

Por lo tanto, el campo Hamiltoniano X es invariante con respecto a la S'-accion indu-
cida por Xg. Vamos a calcular los equilibrios relativos del campo Xp y determinar cuales
de ellos corresponde a orbitas cerradas de dicho campo usando el espacio fase reducido
M? construido para este modelo en el capitulo (3). Notemos que el campo Xr es no-lineal,
por lo que determinar orbitas cerradas calculando su flujo no es una tarea factible. Para
cada h > 0, consideremos la fibracion de Hopf F : X, — MR, donde ¥, = H '(h) y
MPE = Q7Y (h) con Q(x,y, z) = 2%+ 4>+ 22. Notemos que f(z,y,2) = 2274 1y? es la fun-
cion reducida de F. Por el teorema (4.1) hallar los equilibrios relativos de Xp se reducen
a encontrar los puntos criticos de Xf por el teorema (4.3) esto es equivalente a encontrar

los multiplicadores de Lagrange , para f en Qfl(O) es decir

Vf(m, y,2) = A\VQ(z,y,2), X €R. (4.3)
En este caso, tenemos los siguientes puntos criticos:

(i) Para \y =

oolw

se tiene que (+h,0,0).

(ii) Para Ay = % se tiene (0,%h,0).

o=

(iii) Para A3 =0, tenemos (0,0, £h).

En sequida, determinaremos para cada punto explicitamente los equilibrios relativos de
X, en el espacio fase y determinaremos aquellos equilibrios relativos que definen drbitas
cerradas para Xp. Para (h,0,0) encontremos punto sobre la fibra % ~*(+h,0,0). La fibra
F1(£h,0,0) consiste de los puntos (p1,p2, q1,q2) tales que

V1 = pip2 + q1q2 = +h,
Vs = q1p2 — @2p1 = 0,
1
vs = 5P+ a1 =Py — ) =0,

1
§ﬁ+ﬁ+£+£%ﬂb
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De aqui se obtiene que el punto (0,0,vh, vVh) € F~1(h,0,0), mientras que (0,0, —h, Vh) €
“1(~1,0,0).

= Evaluando el punto (0,0,vh,Vh) € F71(h,0,0) en Xp, obtenemos

3 g 3 0
Xp(0,0,Vh,Vh) = =Z(Vh)*=— — Z(Vh)}—.
4 4 Op2
Como Xp(0,0,vVh,Vh) #0, F(h,0,0) es una drbita cerrada de Xp. Mds atin, la
curva integral de Xp que pasa por esa curva es una reparametrizacion de esa misma
curva, como curva integral de Xy. Notemos que Xp(m) = wXpg(m) con w = 3h.

Ast se tiene la drbita periddica v, (t) para Xg dada por

—V/hsen(2ht)
n(t) = Fll,, (m) = FI{" (m) = _\/\/ﬁﬁciesné ))

(5h
Vhcos(2ht)

3n
4
3n
4

= Andlogamente el punto (0,0,vh, —Vh), tenemos que
Xr(0,0,Vh, —Vh) = —hXH(OO\/_ —V'h),

por lo que F~1(=h,0,0) es una drbita cerrada de Xp. Entonces, la drbita periddica

para Xr que pasa por (0,0, Vh, —\/E) estd determinada como

_\/Esen(%ht)
ot Sht B \/Esen(%ht)
() = Pl () = Fl, (m) = | ooty

—\/ECOS(%ht)

Procediendo de forma andloga con los puntos criticos (0,£h,0) de X encontramos que

las S*-orbitas F~1(0,4+h,0 también son drbitas cerradas del campo Xp, donde

\/Esen(%ht)

o 1, | Vheos(3ht)
V3(t) = Fl, (m (m) =Fly;" (m) = \/ﬁcos(}lht)
—\/Esen(}iht)

Es la curva integral de Xp que pasa por (0,v/h,V'h,0), mientras que

—Vhsen(%ht)

ot it | =Vhcos(%ht)
70 = Pl () = LG 00) = | )
—vhsen(1ht)

Es la curva integral que pasa por (0, —vh,vh,0).
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Para los puntos criticos (0,0,%h) de X tenemos que F~'(0,0,h) es la orbita de Xp
contenida en el plano py = qo = 0. De forma andloga #~1(0,0,—h) es la drbita de Xg
contenida en py = ¢ = 0. Por lo tanto para (0,0,h) se tiene que Xp(p1,0,¢1,0) = 0,
entonces %(p% +¢%) = h. Por otro lado para (0,0, —h) se tiene que Xg,(0,p2,0,q2) = 0,
entonces 3(p3 + ¢3) = h.

En este caso, las fibras F71(0,0,+h) son equilibrios relativos de X que consisten de

puntos criticos de dicho campo.

SECCION 4.3
Método de Promedios en Variedades

Supongamos que S' = R/27Z actia en una variedad M con generador infinitesimal
T € X(M), completo con flujo 2m-periodico, es decir

FIZ™(p) = Fly(p), Vpe M, tE€R,
y la accion de St en M se define por
(0, p) := FIy(p).

Denotemos por T*(M) como el espacio de tensores de tipo (k, s). Por otro lado recordemos

* —_

que = es Sl-invariante si (F1%)*Z = Z, para todo t.

Definicion 4.2. Dada una accion de S en M con generador infinetisimal Y, definimos

el operador promedio,como la aplicacion (-) : TF(M) — TF(M) definida por

SN T PR
E) = o /0 (FIL ), (4.4)

para E € TF(M).

Proposicion 4.2. El operador de promedio tiene las siguientes propiedades; para = € TF

se cumple
(i) (Z) es S'-invariante, con respecto a la accion inducida por Y.
(i) Lx(Z) = (LxE) = 0.

(111) Z es S'-invariante si y sélo si (Z) = =.

(iv) = es S'-invariante si y solo si Ly= = 0.

(v) ((Z)) = (E), operador de promedios, es un operador de proyeccion

(M) = ImA @ ker A
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Demostracion. (i) Sea F14 el flujo que induce una accién de S, lo que se quuiere probar
es FIL.(Z) = (E) para 7 € R.

T /= 1 o t+7\xk— 1 T S \*x— —
FILE) = 5 /0 (FIET)Zdt = / (FI8)*Zds = (2).

En la segunda igualdad de encima, se hizo el siguiente cambio de variable, s =t + 7, si
t=0entonces s=7yt=2m, s=21+T.

(ii) Tenemos

1 2 1 2T
Lr(E) = Ly (— / (FI )" Edt) - / (FIL ) LrZdt — (LxE),  (4.5)
0 0

27 T

—_

Por el inciso (i) como (Z) es Sl-invariante, se tiene lo que se queria probar.

(iii) Supongamos que = es Sl-invariante, entonces

1 2 1 2w
=) =— Flt)* 2dt = — =dt
@ =5 [ ey za-g [

_ 1 [ —
= — t==z=.

2 J,

Por otra parte, supongamos que = = (=), de donde tenemos

1 27 1 27
(FIL)* = = (F1L)* <—/0 (Fl&)*zdt) = 2—/0 (FI47)*2dt,

27 T

sea s =t+ 7, entoncessit =0, s=7yt=2m, s=2m+ 7, asi se tiene

T \% — 1 T S \*k— — —
(FIZ) ::%/ (FI3)*ds = (=) = .

como se queria probar. O

SECCION 4.4
Perturbaciones de campos vectoriales con flujo

periodico

Sea X € X(M) un campo vectorial con flujo periodico de periodo T > 0 (constante),
FI5 (p) = Fl (p) para todo p € M, t € R. Consideremos el campo vectorial perturbado

A.=X+eY, Y ex(M) (4.6)

que depende suavemente del parametro ¢ € [0,6], § > 0 fijo.
Dado que para e = 0 el campo vectorial A, (4.6) es el campo X que tiene flujo periddico,
surge de manera natural la siguiente pregunta: ;Para € # 0, el campo perturbado A. posse

algunas orbitas periddicas?. En general, una perturbacion del campo X suele "destruir”

87|
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las trayectorias periddicas, como se muestra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 4.2. Sea M = Rg’q y consideremos los campos vectoriales

0 0 0 0
X:_q8_p+p8_q’ Y:p0_p+q8_q'

Notemos que el campo vectorial X tiene flujo periddico de periodo 2m. Tomemos el campo

vectorial perturbado

9, 0
Ac=X+eY =(—q+ep)+ (p+eq)

— 4.
5 5 (4.7

con € € [0,1]. Las curvas integrales del campo A, (4.7) estan dadas por

~[&cos(t)et —nsen(t)e _ (¢
() = (f sen(t)et + ncos(t)e€t> 0 (n) '

De donde se concluye que A. no tiene trayectorias cerradas para € # 0, ver figura (4.1).

Figura 4.1: Trayectoria de campo perturbado A..

De esta forma, es interesante encontrar bajo que condiciones una perturbacion A, del
campo X "preserva’ algunas érbitas periddicas, es decir, bajo que condiciones podemos
asegurar que para € # 0 (posiblemente pequenio) el campo A. tiene 6rbitas periddicas. Un
resultado conocido, que enunciaremos a continuacion fue derivado por J. Moser en 1970,
[11].

Antes de continuar, necesitamos introducir la nocién de puntos criticos no-degenerados
para campos vectoriales. Para ello necesitamos el concepto de linealizacién de un campo
vectorial. Supongamos que p € M es un punto critico de X, X(p) = 0. Para cada t € R,
tenemos

T,(Fl%) : T,M — Try (M.

La linealizacion de X en p es la aplicacion lineal de T),M

X! T,M — T,M
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definida por
X)) = & [LFEOW]| (1.9

t=0
para todo v € T,M.

Definiciéon 4.3. Un punto critico p de X se dice ser no-degenerado si XI/) es no-singular.

En caso contrario, se dice ser degenerado.

Definicién 4.4. Supongamos, que M/S' tiene estructura de variedad diferencial con p :
M — M/S' suave. Sea Y € X(M)S', un equilibrio relativo Orb(p) de Y se dice ser
no-degenerado si p(p) es un punto de equilibrio no-degenerado de Y =TpoY.

Teorema 4.4 (Moser 1970). Consideremos el campo vectorial
A.=X+¢eY, e€]0,1] (4.9)

una perturbacion del campo vectorial X con flujo T-periodico sin puntos criticos. Si el
promedio de Y (Y) tiene un equilibrio relativo Orb(p) no-degenerado, entonces existe
d > 0 tal que para cada & € [0,0] el campo A. tiene una drbita periddica con periddo

7(e) =T + O(e) contenida en una vecindad invariante de Orb(p).

Demostracién. Como X no tiene puntos criticos, p : M — M/S! es un S'-haz principal,
con la S'-accion inducida por el flujo de X. Sea Y € X(M/S') el campo vectorial reducido
de (Y). Sea N C M un abierto trivializante de Orb(p). Entonces existe § > 0 y una familia
7. : N — M de transformaciones C* definida para ¢ € [0, 01] tales que

(1) T0 = ZdN

(ii) 7. es un difeomorfismo sobre su imagen y

A, =T'A. = X +£(Y) + O(£?) (4.10)

La existencia de la familia de transformaciones 7. : N — M es consecuencia de la teoria de
formas normales para perturbaciones de campos S'-invariantes que se puede consultar en
[5] por (4.10), suficientemente probar que A. tiene 6rbitas periddicas para e sificientemente
pequeno.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que N es un abierto de una carta coor-
denada (N,¥) de M centrada en p tal que el generador infinitesimal de la S'-accion
T = %X en coordenadas locales es 8%” yY=> )\i%, A € C™.

Sea 09 = {q € N | x,(¢) = 0} una seccion transversal a las orbitas de Y.

En coordenadas locales, las curvas integrales del campo perturbado A, (4.10) estan

definidas por el sistema de ecuaciones

= eN)+0(E?),i=1,...,n—1

in = wted,) +0(E), w=2%

(4.11)
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Sea a = U(q) con ¢ € 0y y denotemos z;, la solucion de (4.11) tal que z.(f,a) = a con

e € [0, d1]. Notemos que X, depende de £ de manera suave y
t
X.(t,a) = a+ wte,, + 5/ M\ (a + ws e,)ds + O(e?) (4.12)
0

con (A\) = ((A1),...,(A\)) v e, = (0,0,...,1). Para cada € € [0,01] y a = U(q), sea 7
25 (7,a) = 27. Entonces

2T =wT +¢ /T()\n>(a + ws e,)ds + O(g?). (4.13)

Por el Teorema de la funcion implicita, existe un abierto V de p en o9 y 9o > 0y
una funcion suave tal que 7 : [0,05] x V' — RT satisface (4.13). Mas atn 7(g,a) =
T+ eTi(a) + O(e); con Ty € C*(V), sustituyendo en (4.12), tenemos

zi(1(g,a)) = a; + eT(\)(a) + O(e%), i=1,...,n— 1.

Encontrar érbitas periodicas de A, es equivalente a encontrar una pareja solucion (a, €)
tal que
T\)(a)+O(e) =0, parai=1,...,n— 1. (4.14)

Notemos que en coordenadas locales el campo vectorial reducido Y = Z?:_11<)‘i>%- Como
W(p) = 0, Y(0) = 0 es un punto de equilibrio no-degenerado. Por el Teorema de la funcion

implicita, existen § € [0,d2), W abierto de p en ¢ y una funcion a : [0,] — W tal que

T (a(e)) + O(e) = 0, Ve € [0,4].

SECCION 4.5
orbitas periédicas para sistemas Hamiltonianos

perturbados

Dada una variedad de Poisson (M, {,-}), consideremos el Hamiltoniano perturbado
H. = Hy+cH, 0<ec<1, Hy,H €C®M)

En teoria de perturbaciones, el Hamiltoniano no pertubado suele posser ciertas propieda-
des relevantes como la integrabilidad 6 simetria. Aqui, vamos a suponer que existe una
accion Hamiltoniana de S! en (M, {-,-}) y que el campo Hamiltoniano no perturbado X g,

satisface alguna de las siguientes condiciones:

(i) El flujo de Xp, es periodico e induce la accion de S'.

(ii) El campo Xy, es S'-invarinate y posee una orbita periodica que es un equilibrio
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relativo.

En ambas situaciones, una pregunta interesante es determinar si el Hamiltoniano H, =
Hy + €H, posee alguna o6rbita peridédica para e suficientemente pequeno. Es decir, se
busca determinar si la 6rbita (u érbitas) periddicas de Hy que corresponden a equilibrios
relativos "sobreviven” a la perturbacion del Hamiltoniano H;. Este fendémeno se conoce
como percistencia de equilibrio relativo bajo perturbaciones. En el articulo de Montaldi
[14] y en las referencias que citan en ese trabajo, ¢ en el trabajo de Moser [1970] por citar
solo algunos trabajos, aparecen resultados en los que se garantizan que algunas orbitas
periddicas que provienen de equilibrios relativos se preservan bajo perturbaciones.

Sea (M, {-,-}) variedad de Poisson. Supongamos que para una funcion H € C*(M) el
campo Hamiltoniano Xy tiene flujo periodico con peridodo constante T > 0. El flujo de

Xy induce una accién Hamiltoniana de S' en M con generador infinitesimal

1
T=—-Xyg=X;
w
donde w = QT” y J= %H.
Para F' € C>*(M), consideremos su promedio (F') con respecto a la S'-accion inducida

por el campo Xg. Como el periédo es constante, tenemos

1 27‘rt 1Tt
Fy=— FIN)* Fdt = — F15)* Fdt.
(F) = 5= |t Pae =1 [ty

Lo mismo se tiene para cualquier campos tensorial en M.

Proposicion 4.3. Para cada F € C*(M) se tiene que
(Xp) = Xpy.

Demostracion. Como la accién es canénica, es decir (F15%)*{ f1, fo} = {(F1%)* f1, (F1%)* f2 1,
para todo t € R, entonces (Fl%)*(Xr) = X(pity+p, para t € R. Calculando el promedio de
X, tenemos

1

2 . 1 2

=X f027r(Fl'tr)*Xth = X<F>.

27
como se queria probar. O

Tomemos F' € C®(M). Si p € M es un punto critico de F' es decir d,F' = 0, entonces
p es punto critico de Xp, Xp(p) = 0. Un punto critico de F se dice ser no-degenerado
si el Hessiano de F' en p, es una forma bilineal simétrica no-singular. Recordemos que el
Hessiano Hessp,, se define por

Hesspp (v, w) = Lx o Ly F(p),
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donde, XY € X(M) tales que X(p) = v, Y(p) = w. Si p es un punto critico no-
degenerado de F' entonces p es un punto critico no-degenerado de Xp.
Consideremos ahora una perturbacion H, € C>*°(M) de la funcion H € C*(M) cuyo

campo Hamiltoniano Xy tiene flujo T-periodico. Es decir, la funciéon
H.(p) := H(p) +€H1(p), € €]0,1].

Notemos que la funcion H.(p) depende suavemente del parametro €. Para cada ¢ € [0, 1],

el campo Hamiltoniano de la funcion H.(p) es de la forma
XH.(p) = Xtyerm, = Xg +Xp,.

Es decir, el campo Hamiltoniano Xy, (,) resulta ser una perturbacion del campo Hamilto-

niano con flujo periédico.

Teorema 4.5. Sea Hy, € C*°(M/S") la funcién reducida de (H,) € C=(M)S". Si Hy tiene
puntos criticos no-degenerados entonces el campo Hamiltoniano perturbado Xy + € X,

tiene orbitas periddicas para € suficientemente pequeno.

Demostracién. Six € M/S* es un punto critico no-degenerado de H, entonces x es punto
critico no-degenerado de X . Por lo tanto, p~!(z) es un equilibrio relativo no-degenerado
de X g,y = (Xn,). Por el Teorema de Moser, existe § > 0 tal que para ¢ € [0, ] el campo

Xy + Xy, tiene una orbita periodica en una vecindad de la orbita p~!(z). O

SECCION 4.6
Perturbaciones del oscilador armonico con

resonanclas

El propésito de esta seccion es aplicar el teorema (4.5) y el espacio reducido construido
via la aplicacion de Hilbert en el Capitulo (3) a perturbaciones del oscilador arménico con

resonancias para determinar la existencia de érbitas periddicas.

Consideremos el espacio fase Rf; , con el corchete de Poisson canonico. Sea

1 1
H(p,q) = g(p? +wig) + 5(193 + wiq3) (4.15)

el Hamiltoniano del oscilador armoénico con resonancias, es decir, las frecuencias wy, wo
satisfacen la relacion 2t =%, con n,m € Z*, m.c.d(m,n) = 1. Consideremos una pertur-

bacion del oscilador arménico (4.15)

H.(p,q) = H(p,q) +cHi(p, q), (4.16)

con H; € C*(R*) y € € [0, 1].
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El punto es determinar condiciones bajo las cuales podemos garantizar que el campo
perturbado Xy + Xy, posea orbitas periodicas para € # 0 y suficientemente pequeno.
Por el teorema de Moser (4.4), es suficiente con que el campo vectorial Xz, tenga equi-
librios relativos no-degenerados. Los equilibrios relativos de X gy, si los hay deben estar
contenidos en algtin conjunto de nivel de H. Como la funcién (H;) es integral primera
de H, el campo vectorial X y,) es tangente a los conjuntos de nivel regulares de H. Por
el que podemos restringir la bisqueda de equilibrios relativos a conjuntos a conjuntos de
nivel regulares del oscilador armonico. Con el proposito de hacer uso de la teoria de reduc-
cion del oscilador armonico discutido en el capitulo (3), para cada h > 0, es conveniente
restringir el campo vectorial a la variedad 3, dependiendo de las resonancias entre las

frecuencias.

Sea h > 0 y consideremos la fibracion de Hopf generalizada .7 : ¥, — Mp definida por

F(p,q) = (n(p, ), va(p, @), v3(p, 7)), (4.17)

donde vy, v, v3 son las variables de Hopf generalizadas definidos por

V1(P» Q) = Re[(pl + iw1Q1)n(pQ - iw2Q2)m],
P, q) = Im[(p1 +iwiq1)" (p2 — iwaga)™],

1
vs(p, q) = 5(1)? +wiq) —

I/Q(
L, 2 9
5(]92 +W2Q2)~

Recordemos que M% C R? es la variedad definida por

@EI(O)H{IZ!Sh} si n=m=1
M — Q il 0)N{-h<z<h} si n>m=1
i @hl(o)ﬂ{ h<z<h} si m>n=1
Q. (0) N {|z| < h} siom>n>1
con submersion sobreyectiva # : ¥, — MR,

Como ¥, C R*

D,q
funcion suave en Y, por i*F, donde i : 3, — R* es la aplicacién inclusion. Mas ain, como

es una subvariedad regular, cada funcion F € C*°(R?) define una

la inclusion es una inmersion, toda funcion suave en ¥, es de ésta forma. Como (H;) es

Sl-invariante, existe una funcion Hy : M " — R tal que
<H1> Oi:ﬁloﬁ.
Teorema 4.6. Supongamos que (p,q) € Xy, satisface las siguientes condiciones

(i) Eziste X € R tal que
VH(Z (p,q)) = AVQ(Z (p.q)). (4.18)
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(i) La forma bilineal B : Ta oMt X Tz o Mp — R definida por:
B(v,w) = (v, Aw) (4.19)

con A = Hessz(p.q) (H1) — MHess 7,4 (Q) es no-degenerado. Entonces, existe § > 0
tal que para todo € € [0,0] el campo vectorial Xy + eHy tiene una drbita periodica

en una vecindad de la S*-drbita que pasa por (p, q).

Demostracion. las condiciones (i) y (ii) implican que el punto .Z (p, ¢) es un punto critico
no-degenerado de H;. Por el Teorema (4.5) se tiene el resultado deseado. O]

Ejemplo 4.3. Consideremos una perturbacion del oscilador armonico con resonancia
1:1.

He(pv Q) = H(pa Q) + ng(pa q)

1 1
= 5(29? +q7) + 5(1?3 +q¢3) +eHi(p,q), cone€l0,1].

vamos a aplicar el Teorema (4.6) para determinar si el campo Hamiltoniano perturbado

Xu, posee orbitas periddicas para las siguientes perturbaciones
(¢) Hi(p,q) = 4id5-
(b) Ha(p,q) = qi

Recordemos que el flujo del oscilador armonico Y = Xy veine dada por

picost — qisent p1(t)

FIL (P) _ | p2cost —gzsent [ pal(t)
q pirsent + ¢ cost a1 (t)
pasent + gy cost qa(t)

(a) Para Hy(p,q) = ¢iq3, calculemos su promedio

(Hi)(p,q) = % /027r H, (Fli(p, q)) dt

1 2w

=5 [(pl sent + g, cost)® (paysent + g cos t)2] dt
T™Jo

3 1
= g(pfpi +qiq3) + g(pfﬁ + 4pr1qipags + ¢ip3)

3

1
= g(pl]h + Q1C]2)2 + g(]?ﬂ]z — Q1p2)2-

Como (Hy) € C®(M)S = Ay, se puede expresar en variables de Hopf (Hy) =
%yf + %VQQ.

Para cada h > 0, consideremos la fibracion de Hopf F : ¥, — MR, donde %), =
H=(h) y Ml = Q(h) con Q(z,y,2) = 2> +y* + 2%. Como .F separa drbitas, M}

es un espacio reducido para la accion de St en Xp,. Por lo tanto, la funcion reducida
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viene dada por Hy(z,y,z) = %£B2 + %y? Por el teorema (4.6), debemos hallar los

puntos criticos de Hy restringido a MP calculando los multiplicadores de Lagrange

VH\(z,y,2) = \VQ(z.y, 2)

Recordemos que en el ejemplo (4.1) obtuvimos justo los puntos criticos de H, y los

multiplicadores de Lagrange, los cuales son:

e Para \; = =, se tiene (£h,0,0),

3
]’
e Para \y = %, se tiene (0,+h,0),

e Para A\ =0, se tiene (0,0, £h).

Ahora verificaremos st estos puntos criticos son no-degenerados calculando la matriz
A del inciso (4.6) del teorema (4.6) para verificar si la forma bilineal (4.19) es no-
degenerada.

e Para \\ = %, y (£h,0,0) tenemos

0

0 —

3 _
A = Hess(4p,0,0)(H1) — gHeSS(:I:h,O,O)(Q) =

o o O
N[
o O

>

Como Tiano,0Mp = Span{(0,1,0),(0,0,1)}, la forma bilineal B es no-degenerada
y que el menor Ay1 de la matriz A es no-singular.

e Para \y = %, y (0,%h,0), obtenemos

10 0
- 1 . 2
A= HeSS(O’ih70)(H1) — gHeSS(O,:I:h,O)<Q) = 0 0 0 X
00 -1

De forma andloga al caso anterior, B es no-degenerada porque el menor Asg
de A es no-singular y T(o +n,0 M}y = Span{(1,0,0), (0,0,1)}.

e Finalmente, para A3 =0 y (0,0,+h) tenemos la matriz

0
0
0

A= Hess(070’ih) (Hl) =

O O Blw
O Ik O

De la misma forma se concluye que, B es no-degenerado ya que una submatriz
Ass es no singular.

Por lo tanto, por el Teorema (4.6) en el campo perturbado Xy_, existe 6 drbitas

periodicas, para cada h > 0.
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(b) Para H(p,q) = q}, calculemos su promedio.

(H1)(p,q) = % /027r H, (Fly(p,q)) dt

1 2w

3
=57 ), rsentacosn)*de = S0 + i

8

Como (Hy) € C>(M)€, la ezpresamos en variables de Hopf entonces (Hy) = 2(vs +

1/4)2.

En este caso, H, = g(z + h)?, es la funcion reducida de (H,). Calculando los mul-

tiplicadores de Lagrange, es decir
VH(z,y,2) = \VQ(x,y, 2)

tenemos
(0,0,2(z + h)) = A(2z, 2y, 22)

de donde se tiene

e Para Ay =0, tenemos (0,0, —h).
e Para \y =1, tenemos (0,0, h).

Por lo tanto estos son los puntos criticos de H,

e Para A\ =0y (0,0,—h)

A= HGSS(0707_h) (ﬁl) =

o O O
o O O
N O O

Como T(o0,—ny Mk = Span{(0,1,0), (0,0,1)} la forma bilineal B es degenerada
ya que la subamitriz Ay (menor de A) es singular. En este caso, el Teorema
(4.6) no se puede aplicar para determinar que el equilibrio relativo que genera

el punto (0,0,—h) tiene drbitas periddicas de Xm. en una vecindad de él.

o Para Ay =1, y (0,0,h)

-2 0 0

. 1 -
A = Hessgo,n)(H1) — gHess(O’ovh)(Q) =10 -2 0
0 0 O

Contrario al caso anterior, B es no-degenerada, ya que Ay es no-singular.
Segquin el Teorema (4.6) para el punto (0,0,h) que existe una drbita periddica

para Xu,_, para cada h > 0.

Ejemplo 4.4 (Resonancia 1:2). Consideremos ahora una perturbacion del oscilador ar-
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montco con resonancia 1 : 2

[f(E = Ho + EHl
1 1
= S0+ ) + 505+ 405) + e(aia3).
Aqui, Hy(p,q) = qiq3 es la funcion de perturbacion. En este caso el flujo de T = Xy esta
dado por
prcost —qysent
. (P Ppa cos 2t — 2q, sen 2t
q prsent + gy cost
B sen 2t + g; cos 2t

Calculando el promedio de Hy, tenemos

(H1)(p,q) = %/0 WF(FIQ(p,q)) dt

1 27
_1
~ 16

2
{(pl sent + ¢ cos t)2 (% sen 2t + g9 cos 2t> } dt
(P + a1) (13 + 4g3).

Como (Hy) € C®(M)S', expresamos (H,) en variables de Hopf generalizadas (Hy) =
= (s + va) (g — v3).

Tenemos que la funcion reducida Hy(x,y,z) = +(h?—2%) en el espacio reducido M}, =
Q'(h) para cada h > 0, donde Q(z,y, 2) = 2* +y® + 23 + 22h — h®z — h3. Por el teorema
(4.6), Calculemos los puntos criticos de H, restringida a Q, caleulando los multiplicadores
de Lagrange

VH (z,y,2) = \VQ(,y, 2)

en este caso, tenemos
1
(0,0, —gz) = \(2z,2y,32% + 2hz — h?) (4.20)

—32%1, se tiene que (0,0, h) es un punto critico de H,. Caleulando la
matriz A de inciso (4.6) del teorema (4.6)

de donde, para \ =

1

) : ) L0 0
A = Hess(go,n)(H1) + ﬁHeSS(O,U,h)(Q) =10 ﬁ 0
0 0 i

8

Notemos que A es una matriz no-degenerada esto automdticamente implica que la forma
bilineal B (4.19) es no-degenerada y por tanto el punto (0,0,h) es punto de equilibrio
relativo. Por lo tanto, segun el Teorema (4.6) podemos garantizar que eziste una drbita

periodica para Xy, para cada h > 0 y € suficientemente pequeno.




APENDICE A

Grupos de Lie y Acciones de Grupos

En esté Apéndice, presentaremos algunas nociones bésicos sobre los grupos de Lie. Se
pueden obtener exposiciones alternativas y detalles adicionales de Abraham y Marsden
[1978|. En particular, para esté trabajo solo necesitaremos nociones elementales sobre la
teoria general y el conocimiento de algunos de los grupos méas bésicos, como los grupos

de rotacion y euclidianos.

SECCION A.1

Grupos de Lie

El estudio de los grupos de Lie fue iniciado a fines del siglo XIX por el matematico
noruego Sophus Lie. Inspirado por la forma en que el algebrista francés Evariste Galois
habia inventado la teoria de grupos y la utiliz6 para analizar ecuaciones polinémicas,
Lie estaba interesado en utilizar simetrias, expresadas en forma de acciones de grupo,
para simplificar problemas en ecuaciones diferenciales parciales y geometria. Para ello

empezaremos definiendo que es un grupo de Lie.

SECCION A.2
Definiciones y propiedades

En esta secciones citaremos algunas definiciones, propiedades y ejemplos de agrupos
de Lie.

Definicién A.1. Un grupo de Lie es un conjunto G # () que tiene estructura de grupo
y estructura de variedad diferencial que son compatibles entre si, es decir las siguienetes
funciones

w:GxG—G  ulg,h)=gh

y la inversa

I:GxG—=G Ig) =g

son diferenciables.
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Un grupo de Lie es, en particular, un grupo topologico (un espacio topoldgico con una
estructura de grupo tal que las aplicaciones de multiplicacion e inversion son continuo).

Las aplicaciones L, : G — G, h — ghy Ry : G — G, g — gh, se denominan
aplicaiones de traslacion a izquierda y a derecha. Notemos que para g;, 9. € Gy hy,hys € G
es inmediato verificar las siguientes igualdades

Lgl © ng = Lg192 y Rhl © ha = RhZhl

Si e € G denota el elemento identidad del grupo G, entonces L. = Id = R, y por lo tanto
tenemos

(Ly) ' =Ly y (Ry)'= Ry

Asi, L, y Ry, son difeomorfismos para cada g y h. Ademas se tiene que

LgORh:RhOLh,

es decir, las traslaciones a izquierda y a derecha conmutan. Por otro lado por la regla de
la cadena
Tgth—l e} ,_T}LLg == Th(Lg—l e} Lg) = Id.

Por lo tanto, T},T} es invertible. Asimismo T, R}, es un isomorfismo.
Ahora mostraremos que la aplicacion de inversion I : G — G; g — g~ ! es diferenciable.

En efecto, resolviendo
(g, h) =gh=ce

para h como una funcién de g. La derivada parcial con respecto a h es TjL,, que es un
isomorfismo. Por lo tanto, la solucién ¢! es una funcion diferenciable de g por el teorema,
de la funcién implicita. Notemos que los grupos de Lie pueden ser de dimension finita

supondremos que G es de dimension finita.

Ejemplo A.1. Cualquier espacio vectorial V' es un grupo de Lie con las operaciones de

grupo
p:VxVoVoury)=cx+y y [:V-=V Iz)=—u

La identidad es simplemente el vector cero. A este grupo de Lie lo llamamos grupo vecto-

rial.

Ejemplo A.2. El grupo de isomorfismos lineales de R™ a R™ es un grupo de Lie de
dimension n?, llamado grupo lineal general y denotado por GL(n,R). Es una variedad
diferenciable, ya que es un subconjunto abierto del espacio vectorial L(R™ R™) de todas
las aplicaciones lineales de R™ a R™. En efecto, GL(n,R) es la imagen inversa de R — 0
bajo la aplicacién continuo A — detA de L(R",R") a R. Para A, B € GL(n,R), con la

OPETACION €S COMPOSICION

w: GL(nR) x GL(n,R) — GL(n,R)
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dada por
(A.B)+— Ao B

y la aplicacion inversion es

I:GL(nR) — GL(n,R)

definido por
I(A)= A"

La multiplicacion de grupos es la restriccion de la aplicacion bilineal continuo.

(A,B) € L(R",R") x L(R",R") - Ao B € L(R",R")
Por tanto, p es C*=, por lo que GL(n,R) es un grupo de Lie.

Definicion A.2. Una aplicacion F . H — G entre dos grupos de Lie H y G es un

homomorfismo de grupo de Lie si es una aplicacion C* y un homomorfismo de grupo.

La condicién de homomorfismo de grupo significa que para todo h,x € H

Ejemplo A.3. La aplicacion inclusion St — C\ {0} es un homomorfismo de grupo de
Lie.

Ejemplo A.4. Considerando a R como un grupo de Lie bajo suma, y R\ {0} como un

grupo de Lie bajo multiplicacion, la aplicacion
exp: R — R — {0} (A1)

dado por
exp(t) = e’ (A.2)

. La imagen de

es diferenciable y es un homomorfismo de grupo de Lie porque e5*! = ee
exp es el subgrupo abierto Rt que consta de nimeros reales positivos, y exp : R — R es

un 1somorfismo de grupo de Lie con log : R™ — R inverso.

SECCION A.3
Acciones de Grupos de Lie

En esta seccion desarrollamos algunos hechos béasicos sobre las acciones de los grupos
de Lie en las variedades. Ya que una de nuestras principales aplicaciones es la descripcion
de sistemas hamiltonianos con grupos de simetria. Comenzamos con la definicion de la

accion de un grupo de Lie G sobre una variedad M.

Definicién A.3. Sea M una variedad y G un grupo de Lie. Una accidin (izquierda) de
un grupo de lie G en M es una aplicacion diferenciable ® : G x M — M tal que:
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i) ®(e,x) =z para todo x € M; y
ii) (g, ®(h,x)) = ®(gh,x) para todo g,h € G y x € M.

Una accion (derecha) es una aplicacion ¥ : M x G — M que satisface ¥(z,e) = x
y U(U(z,g),h) = V(x,gh). A veces usamos la notacion g - z = ®(g,x) para acciones
(izquierdas), y x - g = ¥(x, g) para acciones (derechas).

Para todo g € G sea ®, : M — M dado por = — ®(g,z). Entonces (i) se convierte
en ®. = idy, mientras que (ii) se convierte en ®,, = &, 0 ®),. La definicién (A.3) ahora
se puede reformular diciendo que la aplicacion g — W, es un homomorfismo de G en
Dif f(M), el grupo de difeomorfismos de M. En el caso especial pero importante donde
M es un espacio vectorial V' y cada ®, : V' — V es una transformacion lineal continua, la

accion ¥ de GG sobre V se denomina representacion de G sobre V.

Ejemplo A.5. SO(3) actia sobre R® por (A,z) — Ax. Esta accidn deja las dos esferas

S? inwariante, por lo que la misma férmula define una accién de SO(3) en S%.

Ejemplo A.6. Sea X un campo vectorial completo sobre M, es decir, para el cual el flujo
Fy de X estd definido para todo t € R. Entonces F; : M — M define una accion de R
sobre M.

Definicion A.4. Si ® es una accion de G sobre M y x € M, la orbita de x estd definida
por

Orb(z) :=={Py(x) | g€ G} C M.

Definicién A.5. Para x € M, la grupo de isotropia (o estabilizador o simetria) de ® en
x estd dado por
G, :={9€G|P,(x) =2} CG.

Una accién se dice ser:

(i). transitiva si solo hay una orbita o, equivalentemente, si para todo =,y € M existe

un g € G tal que g-x =y;
(ii). efectivo (o fiel) si ¥, = idy, implica g = e; es decir, g — @, es uno a uno; y

(iii). libre si no tiene puntos fijos, es decir, ®,(x) = = implica ¢ = e o, de manera
equivalente, si para cada z € M, g — ®,4(x) es uno a uno. Notese que una accion es

libre si y solo si G, = e, para todo x € M y que toda accion libre es fiel.

Espacio cociente: Una accion de ® de G en una variedad M define una relacion de
equivalencia en M por la relacién de pertenencia en la misma o6rbita; explicitamente, para
x,y € M, escribimos x ~ y si existe un g € G tal que g-x = y, es decir, si y € Orb(x).
Diremos que M/G es el conjunto de estas clases de equivalencia, es decir, el conjunto de

6rbitas, a veces es denominado espacio de 6rbitas. Sea

M — M/G
x — Orb(x),
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M /G es un espacio topologico con la topologia cociente es decir U C M /G es abierto
si y solo si 771(U) esta abierto en M. Para garantizar que el espacio de 6rbitas tenga

estructura de vriedad diferencial, se requiere que la accién sea propia.

Definicién A.6. Una accion ® : G x M — M es llamada propia si la aplicacion
O:GxM—MxM

definido por

®(g,7) = (z, (g, 7)),

€s propia.

En dimensiones finitas esto significa que si K C M x M es compacto, entonces ®(K)
es compacto. La siguiente proposicion da una condicion suficiente util para que M /G sea
una variedad diferencial.

Proposicion A.1. Si ® : G x M — M es una accidn propia y libre, entonces M /G es

una variedad difernecial y w: M — M/G es una submersion.
Proposicion A.2. Sea 7 : E — M diferenciable. Si E es compacto, entonces 7 es propia.

Demostracion. Sea K C M compacto, entonces K es cerrado, luego como 7 es continua
7 Y(K) C FE es cerrado, como E es compacto entonces 71 (K) es compacto. Por lo tanto

T es propia. ]

Definicion A.7. Una funcion f : M — N se dice ser G-equivariante si para todo g € G
yx € M se cumple

fo®y(z) =V,0 f(z).

Es decir una funcién equivariante manda la érbita sobre x en la érbita de f(x).

Definicién A.8. Sean m : By — M, y 7wy : Ey — My G-haces principales. Un morfismo
de G-haces principales es un par (F : Ey — FEo, f : My — M) tal que F : Ey — Ey es

G-equivariante y el diagrama conmuta.

E, L~ E,

M, _f> M,
Proposicion A.3. Un haz prinicipal sobre G, m : E — M es trivial st y solo st haz
admite una seccion global C°.

Demostracion. =] Supongamos que m : E — M es trivial, entonces se tiene que es
isomorfo a p: M x G — M. Consideremos

i M — MxG

m +— i(m):= (m,e)
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luego definimos s : M — E como s = F~! o4, donde es claro que s es suave. Ademas

7 (s(m))

mos(m) =

[y

Il
3
—
K
3
o
=
Il
A
2

<] Supongamos que el G-haz 7 : E — M admite una seccion global, s : M — E suave,
tal que m o s = idy,. Entonces

MxG — FE
(m,g) = y(s(m)) =4 (s(m),9g)

es biyeccion. O

Proposicion A.4. Sea m : E — M un haz fibrado. El haz admite una seccion global

s: M — E suave si y sélo si existe subavaridad reqular S C E que es difeomorfa a M.

Demostracion. =] Sea s : M — E suave, tal que m o s = id)y; entonces s es inyectiva
(ya que 7 es inversa por la izquierda) asi tenemos s : M — E es inmersion s(M) C E

subvariedad inmersa. O

Proposicion A.5. Eziste en s(M) una estructura de variedad diferencial tal que s : M —

s(M) es un difeomorfismo.

Generador infinitesimal. A continuacién pasamos a la descripcion infinitesimal de

una accion, que serd un concepto crucial para la mecénica.

Definicion A.9. Suppose & : G x M — M es una accién. Para & € g, la aplicacion
P¢ . R x M — M, definido por ®(t,x) = ®(exp t&,x), es una accion R sobre M. En
otras palabras, Pexp ¢ : M — M es un flujo sobre M. El campo vectorial correspondiente
sobre M, dado por

() i= 5 limo Blexp 1€)(2),

es llamado el generador infinitesimal de la accion correspondiente a &.
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