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ALGUNOS ASPECTOS ANALÍTICOS Y
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INTRODUCCIÓN

En f́ısica, un método de solución de un problema cuántico se denomina semiclásico si el

resultado que se obtiene al aplicar el método viene expresado como una serie de potencias

de un parámetro pequeño ~. El método de aproximación semiclásica nos permite cons-

truir soluciones aproximadas de algunos problemas asociados a operadores diferenciales o

pseudo-diferenciales

Ĥ = H

(
−~ ∂

∂x
, x

)
, (1)

cuando ~→ 0. Un modelo importante estudiado en el análisis semiclásico es el operador

de Schrödinger

Ĥ = −~
2

2
∆ + U(x). (2)

Para este modelo, los dos problemas principales a tratar son:

El problema de Cauchy: Encontrar una función ψ(t, x) con valores en C tal que

−i~∂ψ
∂t

= H

(
−i~ ∂

∂x
, x

)
ψ, (3)

ψ(t, x)|t=0 = ψ0(x); (4)

El problema espectral: Encontrar ψ ∈ L2(Rn) con valores en C y λ ∈ C tales que

1
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H

(
−i~ ∂

∂x
, x

)
ψ = λψ, (5)

||ψ||L2(Rn) = 1. (6)

En esta situación, una pregunta fundamental es la siguiente: ¿cómo la dinámica clásica

del sistema Hamiltoniano asociado (R2n, ω = dp∧ dx,H = H(p, x)) determina el compor-

tamiento de las soluciones de esos problemas cuando ~→ 0?.

Para el problema de Cauchy expresado en las ecuaciones (3) y (4) con condición inicial

oscilatoria ψ0(x) = exp
(
iS0(x)

~

)
ϕ0(x), el anzats WKB ψBKW = exp

(
iS(x,t)

~

)
ϕ(x, t) pro-

porciona una solución asintótica mod ~2 para la escala de tiempo finito 0 ≤ t ≤ T . Aqúı S

y ϕ son las soluciones de la ecuación de Hamilton-Jacobi y de la ecuación de Transporte

respectivamente, las cuales estan completamente determinados por las trayectorias del

sistema Hamiltoniano,

dp

dt
= −∂H

∂x
, (7)

dx

dt
=
∂H

∂p
(8)

que inicia con la superficie inicial Λ0:

p|t=0 =
∂S0(α)

∂x
, (9)

x|t=0 = α (10)

La escala de tiempo [0, T ] depende de la aparición de los llamados puntos focales en la

evolución temporal de Λ0.

Para el problema espectral (5), (6), usando algunos objetos clásicos asociados al sistema

Hamiltoniano (7),(8), el método semiclásico nos permite construir los llamados cuasimodos
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del operador autoadjunto de Weyl Ĥ en el ĺımite cuando ~ tiende a cero. Por un cuasimodo

mod ~N de Ĥ, usualmente nos referimos a un par (λ, ψ) que satisface

||
(
H

(
−i~ ∂

∂x
, x

)
− λI

)
ψ||L2(Rn) = O(~N), (11)

||ψ||L2(Rn) = 1 +O(~). (12)

En este caso, λ es un valor propio asintótico de Ĥ, esto quiere decir que la distancia

entre λ y el espectro de Ĥ es de orden ~N , con N > 1. Normalmente, la función ψ no

representa ninguna asintótica a las funciones propias de Ĥ y se denomina una función

propia semiclásica de Ĥ, o brevemente, un cuasimodo.

El método de los rayos [9] y la teoŕıa general del operador canónico de Maslov [35],

[36],[37] y [38] fueron desarrollados para construir soluciones asintóticas (semiclásicas) de

EDP’s y cuasimodos, los cuales estan localizados en puntos, trayectorias, toros u otras

subvariedades invariantes en el espacio fase R2n del sistema Hamiltoniano (7),(8). Se

pueden distinguir dos casos: (i) caso integrable y, (ii) caso no integrable. El caso integrable

se refiere a integrabilidad en el sentido de Liouville y en este caso un dominio abierto en

R2n es trivialmente foliado por n-toros Lagrangianos invariantes {Λc}c∈W . Como es bien

conocido [35], la cuantización semiclásica de esta familia de n-toros conduce a una serie

de cuasimodos (λk, ψk)k∈Zn mod ~2 del operador Ĥ. Los valores propios asintóticos λk son

determinados por la condición de cuantización de Bohr-Sommerfeld

1

2π~

∮
γi

pdx =
(
ki +

mi

4

)
, (13)

donde mi es el ı́ndice de Maslov de un 1-ciclo γi sobre Λc. Esta condición proviene de la

construcción de la correspondiente función propia semiclásica ψk por medio del operador

canónico de Maslov que involucra la transformada de Fourier parcial semiclásica. Nótese

que la derivación de la condición (13) no es transparente y se basa en el procedimiento
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de pegado de funciones locales que oscilan rápidamente. Alternativamente uno puede

construir ψ = ψk usando la representación integral de Karasev sobre Λ [24], [25]:

ψ(x) = (KΛ(ϕ))(x) :=
1

(2π~)
n
2

∫
Λ

J(α)
1
2 exp

(
iS(x, α)

~

)
ϕ(α)dσ. (14)

Aqúı, x ∈ Rn, α = (α1, ..., αn)(mod 2π) ∈ Λ ≈ Tn, J : Λ → C \ {0} es una función

con valores complejos distinta de cero (un Jacobiano) la cual tiene una interpretación

geométrica relacionada con la noción de polarización de Kahler sobre Λ. Más aún, S(x, α)

es una función suave con valores complejos (fase) sobre Rnx × Rnα con ImS(x, α) ≥ 0.

Entonces, la condición de cuantización (13) establece el hecho de que, para un x fijo, el

producto J(α)
1
2 exp

(
iS(x,α)

h

)
es una función global sobre Λ, esto es, 2π-periódica en cada

αi. El punto fundamental del enfoque de Karasev es derivar una fórmula de conmutación

del tipo:

Ĥ(K(ϕ)) = K(L̂(ϕ)) +O(~2), (15)

para algún operador diferencial lineal de primer orden L̂ sobre C∞(Λ). Observe que la

representación de ψ por medio del operador canónico de Maslov puede ser obtenido de

(14) aplicando el método de la fase estacionaria.

Siguiendo [24], en el caso general, cuando el śımbolo H(p, x) de Ĥ, una subvariedad

lagrangiana Λ y una forma de volumen dσ no tienen ninguna relación, presentamos una

derivación detallada de la fórmula básica (15) y el cálculo del operador L̂. Aśı, usando

(15), y la propiedad

||K(ϕ)||L2(Rn) = ||ϕ||L2(Λ,dσ) +O(~), (16)

la idea es reducir el problema espectral original (5),(6) sobre el espacio de Hilbert L2(Rn)

al siguiente problema espectral sobre L2(Λ, dσ):

L̂ϕ = λϕ, (17)

||ϕ||L2(Λ,dσ) = 1. (18)
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Nuestro principal objetivo es adoptar y desarrollar más la representación integral (14)

y la fórmula de conmutación (15) para algunas clases de sistemas no integrables. Los

varios esquemas de cuantización semiclásica para el caso de sistemas no integrables fueron

estudiados en muchos trabajos, por ejemplo,

(i) Cuantización semiclásica de órbitas periódicas estables en R2n del sistema Hamilto-

niano (7),(8) fué estudiado en [9],[37],[8],[40],

(ii) Cuantización semiclásica de subvariedades isotrópicas compactas k-dimensionales en

R2n, (1 < k < n) invariante con respecto al flujo de (7),(8) fué estudiado en [37],[11],[28],[29].

Nuestro objetivo es aplicar la representación integral (14) para determinar cuasimodos

en el caso de un sistema no integrable que proviene de la teoŕıa adiabática de sistemas

Hamiltonianos rápidos y lentos cuánticos [26], [27],[32],[34].

La t́ıpica caracteŕıstica de tales modelos cuánticos es que, además del parámetro se-

miclásico ~, en la relación de conmutación aparece también la dependencia de un paráme-

tro adiabático pequeño ε. En lugar de la integrabilidad del sistema Hamiltoniano (7),(8),

estamos buscando integrales primeras aproximadas en ε, en particular, invariantes adiabáti-

cos [5][6].

Nuestros principales resultados originales son los siguientes:

(i) En el Caṕıtulo 4, damos una derivación completa de la fórmula de conmutación (15)

para el caso general, esto es, para un śımbolo arbitrario H y un toro Lagrangiano Λ. Este

resultado se presenta en el Teorema 4.2...

Como una consecuencia del Teorema 4.2, formulamos un resultado (Teorema 4.3) so-

bre los cuasimodos de un operador de Weyl ~-pseudodiferencial Ĥ, asociado a un toro

Lagrangiano cuantizado Λ que satisface la siguiente condición de compatibilidad con el

sistema Hamiltoniano clásico correspondiente (7), (8);

H|Λ = E = const;

la forma de volumen dσ es invariante con respecto al flujo del sistema Hamiltoniano,
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(observe que la primera condición para la función Hamiltoniana H, ser constante a lo

largo de Λ, es equivalente a la invarianza de Λ a lo largo de las trayectorias del sistema

Hamiltoniano (7), (8)).

Este resultado está basado en el hecho de que el operador L̂ : C∞(Λ)→ C∞(Λ) en (15)

tiene la siguiente solución del problema espectral (17), (18): λ = E y ϕ = 1.

En la sección 5.1, mostraremos que las condiciones de compatibilidad mencionadas son

verificadas en el caso integrable, cuando el sistema Hamiltoniano (7), (8) es integrable en

el sentido de Liouville.

(ii) Otra aplicación del Teorema 4.2 se presenta en la sección 5.4, para el problema

espectral (5), (6) para un operador de Weyl ~-pseudodiferencial adiabático [26, 32]:

Ĥ = H

(
−ih ∂

∂x
, x,−iεh ∂

∂y
, y

)
(19)

donde x ∈ R, y ∈ R y ε� 1 es un parámetro adiabático pequeño.

En el espacio fase (
R4 = R2r

ξ,y × R2s
p,x, ω = dp ∧ dx+

1

ε
dξ ∧ dy

)
,

asociamos al śımboloH = H(p, x, ξ, y) del operador (19) el siguiente sistema Hamiltoniano

ṗ = −∂H
∂x

, ẋ =
∂H

∂p
, (20)

ξ̇ = −ε∂H
∂y

, ẏ = ε
∂H

∂ξ
, (21)

que se conoce con el nombre de Sistema Hamiltoniano con variables rápidas y lentas en

la teoŕıa adiabática [4, 5, 6]. Uno puede pensar en (20), (21) como un sistem perturbado

cuando ε→ 0. Para ε = 0, tenemos el sistema no perturbado

ṗ = −∂H
∂x

, ẋ =
∂H

∂p
, (22)
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ξ̇ = 0, ẏ = 0, (23)

el cual describe la dinámica de las variables rápidas (p, x) para valores fijos de las variables

lentas (ξ, y).

En general el sistema Hamiltoniano original (20), (21) no es integrable, y nuestro ob-

jetivo es construir cuasimodos del operador Ĥ (19) mod(~2 + ε2) asumiendo algunas

propiedades de simetŕıa del sistema no perturbado (22), (23).

Supongamos que

(H1) El flujo del sistema no perturbado (22), (23) es periódico, es decir, existe una

S1-acción en R4 cuyo generador infinitesimal es de la forma

Υ = −∂J
∂x

∂

∂p
+
∂J

∂p

∂

∂x

donde la función J = J(p, x, ξ, y) es una integral primera del sistema no perturbado y es

llamada invariante adiabático.

(H2) En algún dominio abierto de R4, el conjunto de nivel {H = c1, J = c2} es compacto

y conexo para ciertos valores de c = (c1, c2).

Entonces, bajo las hipótesis (H1) y (H2), por resultados sobre formas normales de

sistemas adiabáticos (20), (21) [6], se tiene el siguiente hecho

LEMA 0.1. En algún dominio abierto N ⊂ R4 para ε� 1 sucientemente pequeño

existe un sistema Hamiltoniano integrable(
N,ω = dp ∧ dx+

1

ε
dξ ∧ dy,Hnew

ε , F new
ε

)
,

tal que {Hnew
ε , F new

ε } = 0, Hnew
ε = H +O(ε2) y F new

ε = J +O(ε).

el dominio N es trivialmente foliado por 2-toros de Liouville

Λc(ε) = {(p, x, ξ, y) ∈M | Hnew
ε = c1, F

new
ε = c2}. (24)
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Observamos que los toros Lagrangianos Λc(ε) son invariantes con respecto al flujo del

sistema original (20), (21) sólo mod(ε2).

Ahora supongamos que un toro de Liouville de la familia (24) satisface la siguiente regla

de cuantización modificada:

1

2π

∮
γ̃1(c1,c2)

(ξdy − εθ) = ~ε
(
k1 +

m1

4

)
, (25)

c2 = ~
(
k2 +

m2

4

)
(26)

donde los enteros k1 ∼ 1
εh

y k2 ∼ 1
h

cuando ~, ε→ 0. Aqúı θ = θ1dξ+ θ2dy es una 1-forma

que define la conexión de Hannay-Berry [6].

Aplicando el Teorema 4.2 obtenemos el siguiente resultado

TEOREMA 0.1. Si c = (c1, c2) satisface la regla de cuantización (25), (26), entonces

el operador Ĥ (19) tiene el siguiente cuasimodo (λ = c1(k1, k2), ψk1,k2 = KΛc1,c2 (ε)(1))

mod(h2 + ε2).

Este resultado da una versión alternativa para la construcción de un término adiabático

del operador (19) presentado en [32].

Aśı, podemos resumir que los resultados nuevos y originales son presentados en las

secciones 4.3 y 5.4. Más aún, en la tesis también presentamos algunos resultados relevantes

conocidos los cuales no son fáciles de hallar en la literatura. En particular, en el Caṕıtulo 2

presentamos un cálculo completo del álgebra de simetŕıa del oscilador cuántico resonante

y un método algebraico para el cálculo del espectro del átomo de Hidrógeno. En la sección

5.2 discutimos algunos métodos para calcular el ı́ndice de Maslov basado en la geometŕıa

de Kahler.



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

En este caṕıtulo introductorio, además de establecer la notación para el resto del tra-

bajo, se presenta los sistemas Hamiltonianos y algunas de sus principales propiedades, las

cuales son necesarias para el desarrollo del presente trabajo. Aśı mismo, como un caso

fundamental, se presentan los sistemas integrables en el sentido de Liouville y se dan

varios ejemplos de este tipo de sistema.

1.1. Sistemas Hamiltonianos. Propiedades Básicas

Recordemos que si (M,ω) es una variedad simpléctica, un campo X ∈ X(M) se dice

simpléctico, si LXω = 0 o, equivalentemente, si iXω es una 1-forma cerrada. Denotaremos

el conjunto de los campos simplécticos de (M,ω) por Xω(M).

En el caso en que X sea un campo simpléctico y además iXω sea exacta, existe una

función F : M → R con iXω = −dF . Denotamos entonces X = XF y decimos que XF es

un campo hamiltoniano con función Hamiltoniana F.

9
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Por la no degeneración de ω, para cada F ∈ C∞(M) existe y es único el campo Hamil-

toniano XF , es decir, se tiene la aplicación F 7→ XF , que además es R-lineal.

Localmente, si tomamos una carta de Darboux en un punto x ∈ M , podemos escribir

x = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn), la función F : M → R expresarla como F (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)

y la forma simpléctica por ω = dp ∧ dq.

En coordenadas de Darboux, tenemos

dF =
n∑
i=1

∂F

∂qi
dqi +

∂F

∂pi
dpi,

de modo que el campo hamiltoniano de F tiene la forma

XF =
n∑
i=1

Xqi

∂

∂qi
+Xpi

∂

∂pi
.

Ahora,

dF = −iXFω =
n∑
i=1

Xqidpi −Xpidqi.

Por tanto, las componentes del campo son Xqi = ∂F
∂pi

y Xpi = − ∂F
∂pi

. Entonces las curvas

integrales (qi(t), . . . , qn(t), p1(t), . . . , pn(t)) del campo XF , son soluciones de las ecuaciones

de Hamilton con hamiltoniano F ,

dqi
dt

=
∂F

∂pi
, (1.1)

dpi
dt

= −∂F
∂qi

. (1.2)

para i = 1, . . . , n.

Cabe preguntarse ahora cuándo los campos simplécticos y los campos hamiltonianos

coinciden. Esto es fácil de ver, consideremos la aplicación C∞(M) 3 F 7→ XF ∈ X(M)

y Xω(M) 3 X 7→ [iXω] ∈ H1(M), donde H1(M) denota el primer grupo de cohomoloǵıa

de deRham en M . Como XF ∈ Xω(M), tenemos la siguiente sucesión exacta corta de

espacios vectoriales

0→ C∞(M)
X•−→ Xω(M)

[i•ω]−→ H1(M)→ 0,
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ya que precisamente ker([i•ω]) = Im(X•) es el conjunto de campos hamiltonianos. Si

H1(M) = 0 (en particular, si M es simplemente conexo), entonces todo campo simpléctico

es hamiltoniano. Como consecuencia, todo campo simpléctico es localmente hamiltoniano.

Es decir, si X es un campo simpléctico, en todo punto x ∈M podemos tomar un entorno

U simplemente conexo en el que hay una función F : U →M tal que −iXω = dF en U .

EJEMPLO 1.1. El espacio fase estándar para los sistemas mecánicos clásicos es el

espacio Euclideano 2n-dimensional (M = R2n
p,x, ω = dp ∧ dx).

Recuerde que una subvariedad Λ ⊂ M de una variedad simpléctica 2n-dimensional

(M,ω) se dice isotrópica si ω|Λ = 0. Una subvariedad Λ de dimensión maximal, dimΛ = n

se llama Lagrangiana.

En particular, una subvariedad n-dimensional Λ en el espacio fase estándar (R2n, dp∧dx)

es Lagrangiana si y sólo si p ·dx|Λ es una 1-forma cerrada, esto es, la integral
∫
γ
p ·dx sólo

depende de la clase de homotoṕıa de la curva orientada γ en Λ.

Un ejemplo t́ıpico de una subvariedad Lagrangiana Λ ⊂ R2n es dada por Λ =
{
p = ∂S(x)

∂x

}
,

donde S = S(x) es una función suave sobre Rnx.

Localmente, una subvariedad Lagrangiana Λ puede ser descrita en términos de las

coordenadas de Darboux subordinadas a Λ [17]: en una vecindad de cada punto de Λ

existe un sistema de coordenadas local (p, x) = (p1, ..., pn, x1, ..., xn) tal que

ω = dp ∧ dx,

Λ = {p1 = 0, . . . , pn = 0}.

Se sigue que:

TmΛ = Span
{ ∂

∂x1

∣∣∣
m
, . . . ,

∂

∂xn

∣∣∣
m

}
.

Este hecho implica el siguiente criterio el cual juega un papel importante en la cuanti-

zación semiclásica de subvariedades Lagrangianas (ver el Caṕıtulo 4).

LEMA 1.1. Sea (M,ω,H) un sistema Hamiltoniano y Λ ⊂M una subvariedad Lagran-

giana. Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes
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(a) Λ es invariante con respecto al flujo del campo Hamiltoniano XH ,

XH(m) ∈ TmΛ ∀m ∈ Λ;

(b) la función Hamiltoniana H es constante a lo largo de Λ,

H|Λ = E = const.

Demostración. En coordenadas de Darboux (p, x) subordinadas a Λ, tenemos

XH =
〈∂H
∂p

,
∂

∂x

〉
−
〈∂H
∂x

,
∂

∂p

〉
y por tanto XH es tangente a Λ si y sólo si

∂H

∂x
= 0,

lo que es equivalente a H = H(p). Esto significa que H|Λ = H(0) = const.

Observación 1.1. En el caso cuando la subvariedad Λ es una subvariedad isotrópica

con dimΛ < 1
2
dimM , las propiedades (a) y (b) en general no son equivalentes.

Sean (M,ω) una variedad simpléctica y f, g ∈ C∞(M). Se define el corchete de Poisson

de las funciones f y g por

{f, g} := LXfg, (1.3)

donde LXfg denota la derivada de Lie de g a lo largo del campo Xf .

El corchete de Poisson tiene las siguientes propiedades,

{f, g} = dg(Xf ) = ω(Xf , Xg),

X{f,g} = [Xf , Xg].

Localmente, en una carta de Darboux (p, q) alrededor del punto x ∈M , el corchete de

Poisson se expresa como:

{f, g} =
n∑
i=1

(
∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂f

∂qi

∂g

∂pi

)
. (1.4)
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La expresión (1.4) es la forma del corchete de Poisson que se suele ver en mecánica

clásica. En particular, se verifican las siguientes relaciones

{f, qi} =
∂f

∂pi
, {f, pi} = − ∂f

∂qi
,

que son precisamente las componentes del campo Xf . Si ahora consideramos las curvas

integrales de f , podemos ver que las ecuaciones de Hamilton se pueden escribir en términos

del corchete de Poisson de la siguiente forma

q̇i = {f, qi}, ṗi = {f, pi}.

De aqúı también obtenemos lo que se conoce como las relaciones de conmutación canóni-

cas {pi, qj} = δij.

Rećıprocamente, si (U, (q, p)) es una carta en un punto x ∈ M tal que {qi, qj} =

{pi, pj} = 0 y {qi, pj} = δij para cada i, j = 1, . . . , n, entonces es una carta de Darboux

alrededor de x.

En general un corchete de Poisson en una variedad diferenciable M es una aplicación

{, } : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M) que a cada par de funciones asigna su corchete de

Poisson, esta aplicación tiene las siguientes propiedades:

1. Es bilineal y antisimétrica,

2. cumple la regla de Leibniz

{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h},

3. cumple la identidad de Jacobi

{{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+ {{h, f}, g} = 0,

De las propiedades 1 y 2 se sigue que la aplicación C∞(M) 3 g 7→ {f, g} es una

derivación para cada f ∈ C∞(M).

Las propiedades 1 y 3 nos dicen que (C∞(M), {, }) es un álgebra de Lie. En general, a

la pareja (C∞(M), {·, ·}) se denomina un álgebra de Poisson.
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El par (M, {·, ·}) donde {·, ·} es un corchete de Poisson es llamada una variedad de

Poisson.

Una función C ∈ C∞(M) que conmuta con todas, {C, f} = 0, para toda f ∈ C∞(M),

se llama una función de Casimir.

Transformaciones canónicas.- Sean (M,ω) y (M ′, ω′) dos variedades simplécticas.

Una aplicación diferenciable ϕ : M →M ′ se dice ser canónica ó simpléctica si

ϕ∗ω′ = ω.

Notemos que para cada función H ′ ∈ C∞(M ′), se tiene

ϕ∗iXH′ω
′ = iXH′◦ϕω.

Es decir, la transformación canónica ϕ env́ıa el campo Hamiltoniano XH′ en (M ′, ω′)

en el campo Hamiltoniano XH′◦ϕ en (M,ω). Rećıprocamente, si tenemos una aplica-

ción diferencial ϕ : (M,ω) → (M ′, ω′) tal que ϕ∗ : TM ′ → TM satisface la condición

ϕ∗(Ham(M,ω)) ⊂ Ham(M ′, ω′), entonces ϕ es canónica.

1.2. Integrabilidad y Simetŕıa

En esta sección se presenta la noción de cantidad conservada o integral primera de

un sistema Hamiltoniano y se estudia la relación que tiene con las simetŕıas del sistema,

mediante el mecanismo descubierto por Emmy Noether, que constituye una de las ideas

centrales de toda la F́ısica.

Recordemos que si (M,ω,H) es un sistema Hamiltoniano, una función f : M → R se

dice que es una integral primera del sistema o una cantidad conservada si es constante a

lo largo de las trayectorias del sistema. Esto es, si f(FltXH (x)) = f(x) para todo t ≥ 0 y

para todo x ∈M , donde FltXH denota el flujo del sistema Hamiltoniano.

Una función f : M → R es una integral primera de (M,ω,H) si y sólo si {H, f}=0.
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Una caracteŕıstica relevante del sistema Hamiltoniano (M,ω,H) es que el propio Ha-

miltoniano es integral primera del sistema, este hecho se denomina ley de la conservación

de la enerǵıa.

Una consecuencia de la identidad de Jacobi del corchete de Poisson es:

Si f1, f2 son integrales primeras de (M,ω,H), entonces {f1, f2} es también una in-

tegral primera de (M,ω,H). El espacio de todas las integrales primeras, denotado por

Sym(M,ω,H), es un álgebra de Lie de dimensión infinita y se llama el álgebra de si-

metŕıas del sistema Hamiltoniano.

Veamos ahora un resultado central de esta sección, que relaciona integrales primeras

con simetŕıas.

TEOREMA 1.1 (Teorema de Noether). Sea (M,ω,H) un sistema hamiltoniano y sea

f ∈ C∞(M). Si H es constante a lo largo del flujo de Xf , entonces f es una integral

primera de (M,ω,H).

Para entender bien qué son las simetŕıas del sistema consideremos la siguiente definición:

DEFINICIÓN 1.1. Sea (M,ω,H) un sistema hamiltoniano y G un grupo. Sea Diff(M)

el grupo de difeomorfismos de M . Una G-simetŕıa del sistema (M,ω,H) es una acción

ϕ : G→ Diff(M)

g 7→ ϕg,

tal que H ◦ ϕg = H.

Ahora consideremos el caso en que G sea un grupo de Lie y ϕ una G-simetŕıa diferen-

ciable de un sistema hamiltoniano (M,ω,H). Si gt es un subgrupo uniparamétrico de G

entonces gt lleva asociado por la acción un flujo completo ϕt = ϕgt . En el caso en que ϕt

sea un flujo generado por un sistema hamiltoniano F : M → R, entonces, por el teorema

de Noether, F es una cantidad conservada del sistema (M,ω,H).
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DEFINICIÓN 1.2. Sea (M,ω,H) un sistema hamiltoniano con dim(M)=2n. Decimos

que (M,ω,H) es integrable en el sentido de Liouville si existen F1, ..., Fn ∈ C∞(M) que

satisfacen las condiciones:

1. son integrales primeras funcionalmente independientes, es decir, dF1 ∧ · · · ∧ dFn 6= 0

en un dominio abierto denso en M, y {H,Fj} = 0, j = 1, ...n;

2. están en involución, esto es, {Fi, Fj} = 0 para cada i,j=1,...,n,y

3. los campos XFi son completos para cada i=1,...,n.

Si definimos F : M → Rn por F (x) = (F1(x), ..., Fn(x)). Los puntos x ∈ M tales que

rank(dFx) = n son llamados puntos regulares de F . Los puntos que no son regulares se

llaman puntos cŕıticos. Si x ∈ M es un punto cŕıtico, F (x) se llama valor cŕıtico. Por

tanto, llamamos valores regulares a los valores que no son cŕıticos, es decir, a aquellos

a ∈ Rn tales que si a = F (x), entonces x es un punto regular.

Para formular un resultado básico en la teoŕıa de la integrabilidad de sistemas Hamil-

tonianos [4], introduciremos la siguiente notación.

Sea W ⊂ Rny un dominio abierto en el espacio vectorial n-dimensional con coordenadas

y = (y1, ..., yn) y Tn = S1 × ... × S1 el n-toro con coordenadas ćıclicas α = (α1, ..., αn)

mod 2π . Considere el producto de W y Tn como una variedad simpléctica modelo (W×Tn,

dy ∧ dα).

TEOREMA 1.2 (Liouville-Arnold). Sea

(M,ω,H, F = (F1, ..., Fn) : M → Rn)

un sistema Hamiltoniano integrable en el sentido de Liouville. Sea c0 ∈ F (M) ⊂ Rn un

valor regular de F y Λc0 ⊂ F−1(c0) una componente conexa del c0-conjunto de nivel . Si

Λc0 es compacto, entonces existen:

una vecindad abierta W de c0 en Rny ;

una vecindad abierta U de Λc0 en M ;
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un difeomorfismo g : W × Tn → U

tal que

g es simpléctica,

g∗(ω |U) = dy ∧ dα; (1.5)

para cada c ∈ W , la imágen

Λc := g({c} × Tn) (1.6)

es una subvariedad Lagrangiana en (M,ω) difeomorfa al n-toro la cual coincide con

el c-conjunto de nivel de F |U ,

Λc = F−1(c) ∩ U ≈ Tn (1.7)

para cada c ∈ W , Λc es invariante con respecto al flujo del sistema Hamiltoniano y

lleva un movimiento cuasiperiódico.

COROLARIO 1.1. En la vecindad U , existen las llamadas coordenadas acción-ángulo

I = (I1, ..., In), ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) mod 2π definidas como

Ii := yi ◦ g−1, ϕi = αi ◦ g−1 (1.8)

para i = 1, ..., n. En estas coordenadas, la forma simpléctica toma la forma

ω |U= dI ∧ dϕ

y el corchete de Poisson definido por ω|U en U tiene las siguientes relaciones de conmu-

tación

{Ii, ϕj} = δij, {Ii, Ij} = {ϕi, ϕj} = 0.

Por definición (1.8), las integrales primeras Fi |U son sólo funciones de las variables de

acción, Fi |U= fi(I1, .., In), i = 1, ..., n y por tanto

Λc = {I1 = I0
1 , ..., In = I0

n}.

Aqúı, I0 = (I0
1 , ..., I

0
n) = const esta unicamente definida para c de la ecuación I ◦ g = c.
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COROLARIO 1.2. La función Hamiltoniana H en el dominio U es de la forma

H |U= h(I1, .., In) (1.9)

para alguna función suave h sobre el dominio abierto en Rn. En las variables acción-ángulo

(I, ϕ), el campo vectorial Hamiltoniano XH esta representado como

XH |U=
n∑
j=1

$j(I1, .., In)
∂

∂ϕj

donde $j(I) = ∂h
∂Ij
.

Como una consecuencia, concluimos que para cada c ∈ W , el toro Lagrangiano Λc ⊂

U es invariante con respecto al flujo del campo vectorial Hamiltoniano XH y lleva el

movimiento cuasiperiódico con frecuencias $1(I), ..., $n(I). Aśı, el sistema Hamiltoniano

correspondiente queda escrito como

İi = 0, ϕ̇i = $i(I).

Para cada c ∈ W , el toro Lagrangiano Λc es llamado un toro de Liuville del sistema

Hamiltoniano integrable. Por lo tanto, el dominio U ⊂ M esta trivialmente foliado por

toros de Liouville.

Note que en la práctica, en el caso cuando (M = R2n
p,x, ω = d(p · dx)) las variables de

acción pueden ser calculadas de la siguiente manera. Supongamos que para cada c ∈ W,

uno puede fijar alguna base de 1-ciclos orientados γ1(c), ..., γn(c) sobre el n-toro Λc los

cuales dependen suavemente en c. Entonces,

Ij(c) =
1

2π

∮
γj(c)

p · dx (j = 1, ..., n).

Para más detalles ver, por ejemplo, [4].

EJEMPLO 1.2. Considere un sistema Hamiltoniano en el plano (R2, ω = dp ∧ dx,

H = H(p, x)),

ṗ = −∂H
∂x

, ẋ =
∂H

∂p
.
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Suponga que este sistema tiene una trayectoria periódica γE0 la cual vive en el nivel

de enerǵıa SE0 = {(p, x) ∈ R2 | H(p, x) = E0}. Entonces, existen un intervalo abierto

W = (E0 − δ, E0 + δ) y una vecindad abierta U de γE0 tal que

γE := SE ∩ U

es también una trayectoria del sistema Hamiltoniano para cada E ∈ W . Parametricamen-

te,

γE = {p = p(ϕ,E), x = x(ϕ,E)}

donde p(ϕ + 2π,E) = p(ϕ,E), x(ϕ + 2π,E) = x(ϕ,E) son funciones 2π-periódicas. En

este caso, la frecuencia es $(E) = 2π
T (E)

, donde el periódo T (E) viene dado por

T (E) =
dA(E)

dE
,

Aqúı

A(E) := Area(DE) =

∫
DE

dp ∧ dx =

∮
γE

pdx =

∫ 2π

0

p(α,E)
∂x(α,E)

∂α
dα

es el área del dominio DE ⊂ R2 acotado por la curva cerrada γE. Aśı, las variables de

acción, en este caso, estan dadas por

I =
A(E)

2π
, ϕ =

2πt

T (E)
,

donde t es el tiempo a lo largo de las trayectorias del sistema Hamiltoniano.

EJEMPLO 1.3. En el espacio fase (R2n, ω = dp ∧ dx), considere el oscilador armónico

n-dimensional:

H =
$1

2
(p2

1 + x2
1) + ...+

$n

2
(p2
n + x2

n)

Es claro que este sistema es un sistema Hamiltoniano integrable cuyas integrales primeras

estan en involución

F1 =
1

2
(p2

1 + x2
1), ..., Fn =

1

2
(p2
n + x2

n)

Usando el ejemplo previo, calculamos las variables de acción I1 = F1, ..., In = Fn y por

tanto la fórmula (1.9), en este caso, toma la forma

h = $1I1 + ...+$nIn.



CAPÍTULO 2

MODELOS CUÁNTICOS BÁSICOS

En este caṕıtulo discutiremos algunas propiedades de dos modelos cuánticos básicos

en f́ısica matemática, a saber, el oscilador armónico cuántico y el átomo de hidrógeno.

La caracteŕıstica de estos modelos es que sus fórmulas espectrales exactas y semiclásicas

coinciden.

2.1. Operadores en espacios de Hilbert

En esta sección recordaremos algunos resultados de la teoŕıa del Análisis Funcional en

espacios de Hilbert. Para más información se puede consultar [41].

DEFINICIÓN 2.1. Sea H un espacio vectorial sobre K (con K = R ó C). Una aplicación

〈·, ·〉 : H×H → K se llama producto escalar si cumple las siguientes propiedades:

(i)〈c1ψ1 + c2ψ2, ψ3〉 = c1〈ψ1, ψ3〉+ c2〈ψ2, ψ3〉, ci ∈ K, ψi ∈ H

(ii)〈ψ1, ψ2〉 = 〈ψ2, ψ1〉

(iii)〈ψ, ψ〉 > 0, para todo ψ 6= 0

20
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El par (H, 〈·, ·〉) se denomina espacio pre-Hilbert.

DEFINICIÓN 2.2. Un espacio pre-Hilbert (H, 〈·, ·〉) que es completo con respecto a la

norma ‖ϕ‖ := 〈ϕ, ϕ〉 12 se denomina espacio de Hilbert.

DEFINICIÓN 2.3. H es separable si existe un conjunto N numerable y denso en H.

EJEMPLO 2.1. H = L2(R), N = {xke−x2 , k = 0, 1, 2, · · · } es un espacio de Hilbert

separable.

DEFINICIÓN 2.4. Sean I un conjunto de ı́ndices y H un espacio pre-Hilbert.

(i) Una familia (ψi)i∈I ⊂ H se dice ser ortogonal si 〈ψi, ψj〉 = 0 para todo i 6= j con

i, j ∈ I.

(ii)Se dice ortonormal si es ortogonal y ‖ψi‖ = 1 para todo i ∈ I.

(iii) Una familia ortonormal (ψi)i∈I ⊂ H se dice maximal si no está contenida estricta-

mente en ninguna otra familia ortonormal.

(iv) Se dice que (ψi)i∈I ⊂ H es una base ortonormal de H si es una familia ortonormal

maximal.

El siguiente resultado prueba la existencia de bases en espacios de Hilbert.

TEOREMA 2.1. Sea {ϕi}i∈I un conjunto numerable en el espacio de Hilbert H con las

siguientes propiedades:

completo, i.e. {ϕ ∈ H/〈ϕ, ϕi〉 = 0, ∀i ∈ I} = {0}.

ortonormal, i.e. 〈ϕi, ϕj〉 = δij,∀ i, j ∈ I.

Entonces,{ϕi}i∈I es una base, i.e. ϕ =
∑

i∈I ciϕi es única, donde ci := 〈ϕ, ϕi〉.

Además se tiene la siguiente desigualdad:

∑
i∈I

|ci|2 =
∑
i∈I

|〈ϕ, ϕi〉|2 ≤ 〈ϕ, ϕ〉

llamada desigualdad de Bessel.
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SeaH un espacio de Hilbert y Â : D(Â)→ E un operador lineal con dominioD(Â) ⊂ H.

Asociamos a Â el operador Âλ = Â−λÎ., donde λ es un número complejo e Î es el operador

identidad. Denotamos la imágen de Âλ por Im(Âλ).

Recordemos que:

(i) Se dice que λ ∈ C es un valor regular de Â si Âλ es un operador invertible y acotado.

El conjunto de los valores regulares de Â se denomina el conjunto resolvente de Â y se

denota por ρ(Â).

(ii) Los valores no regulares de Â se llaman valores espectrales de Â. El conjunto de los

valores espectrales de Â se denomina espectro de Â y se denota por Sp(Â).

Un número se dice que es valor propio de Â si ker(Âλ) 6= 0. El conjunto de los valores

propios de Â se llama espectro puntual de Â y se denota por σp(Â). Se debe notar que

σp(Â) ⊂ Sp(Â).

A continuación definimos la noción de adjunto de un operador.

Sea Â un operador lineal en el espacio de Hilbert H cuyo dominio D(Â) es denso en H.

Entonces el operador adjunto de Â, denotado por Â∗, es el operador cuyo dominio D(Â∗)

es

D(Â∗) = {ϕ ∈ H/∃η ∈ H tal que 〈Âψ, ϕ〉 = 〈ψ, η〉,∀ψ ∈ D(Â)}.

Y se define por, Â∗ϕ = η, para todo ϕ ∈ D(Â∗).

Recordemos que:

(i) El operador Â se dice autoadjunto o hermitiano si Â = Â∗.

(ii) El operador Â se dice normal si ÂÂ∗ = Â∗Â.

(iii) El operador Â se dice unitario si ÂÂ∗ = Î = Â∗Â.

En el caso en el que Â sea un operador autoadjunto: Sp(Â) ⊂ R.

EJEMPLO 2.2. Considere en el espacio de Hilbert (L2(Rn), <,>L2) donde

< ψ1, ψ2 >L2=

∫
Rn
ψ1(x)ψ̄2(x)dx,
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el operador de Schrodinger

Ĥ = −h
2

2
∆ + V (x), ∆ =

n∑
j=1

∂2

∂x2
j

.

Si un potencial V ∈ C∞(Rn) esta acotado por abajo, V (x) ≥ C, x ∈ Rn, entonces Ĥ es

esencialmente autoadjunto sobre C∞0 (Rn). Más aún, si

ĺım
‖x‖→∞

V (x) =∞,

entonces existe una base ortonormal {ψk} ∈ N para L2(Rn) que consiste de funciones

propias de Ĥ con valores propios λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ... de multiplicidad finita,

Ĥψk = λkψk.

2.2. Oscilador Armónico. Operadores de Creación y

Aniquilación

En muchos problemas de la F́ısica se está interesado en analizar problemas para los

cuales el sistema sólo está levemente fuera del equilibrio. En ese caso el problema gene-

ralmente se puede describir como un conjunto de osciladores independientes. Lo último

es cierto tanto en Mecánica Clásica como también en Mecánica Cuántica, que es el for-

malismo que debe usarse para estudiar las oscilaciones de núcleos, moléculas y sólidos.

En esta sección determinaremos las funciones propias y los valores propios asociados del

operador de Schrodinger del oscilador armónico unidimensional, este operador viene dado

por:

Ĥ =
p̂2

2
+
x̂2

2
,

donde: p̂ = −i~ d
dx

y x̂ = x, x ∈ R. Este operador es autoadjunto en el espacio de Hilbert

H = L2(R) con D(H) = C∞0 (R).
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Operadores de creación y aniquilación.- Introduzcamos los operadores â+ y â−

definidos por:

â+ =
x̂− ip̂√

2~
, â− =

x̂+ ip̂√
2~

.

Los operadores â+ y â− son llamados operadores de creación y aniquilación respectiva-

mente y tienen las siguientes propiedades:

LEMA 2.1. El conmutador entre â+ y â− viene dado por:

[â−, â+] = I (2.1)

En términos de â+ y â−, Ĥ viene dado por:

Ĥ = ~
(
â+â− +

1

2
I

)
(2.2)

El conmutador entre Ĥ y â+ (y entre Ĥ y â−) viene dado por:

[Ĥ, â+] = ~â+, [Ĥ, â−] = −~â− (2.3)

Para n ∈ N se verifica:

[Ĥ, (â+)n] = ~n(â+)n (2.4)

Demostración. Las fórmulas (2.1)-(2.3) se verifican directamente. La fórmula (2.4) se

obtiene de la regla general:

[Ĥ, Â1 ◦ Â2] = [Ĥ, Â1] ◦ Â2 + Â1 ◦ [Ĥ, Â2]

la cual implica:

[Ĥ, (a+)n] = [Ĥ, â+ ◦ (â+)n−1] = [Ĥ, â+] ◦ (â+)n−1 + â+ ◦ [Ĥ, (â+)n−1].

COROLARIO 2.1. Sea ψ0 ∈ L2(R) una función propia de Ĥ con valor propio λ0, esto

es, Ĥψ0 = λ0ψ0. Entonces

ψk = (â+)kψ0, k = 1, 2, 3, ...
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es también una función propia,

Ĥψk = λkψk,

donde λk = λ0 + ~k.

TEOREMA 2.2. Las funciones propias y valores propios de Ĥ son:

ψn(x) =
1

(π~)1/n

1√
2nn!

e−
x2

2~Hn

(
x√
n

)
, λn = ~

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, ...

donde Hn(y) son polinomios de Hermite definidos por:

Hn(y) :=

(
2y − d

dy

)n
(ϕ), ϕ = 1.

Además, {ψn}∞n=0 es una base ortonormal, esto es, 〈ψn, ψm〉L2 = δnm

Demostración. Se debe observar que existe el estado de vaćıo cuántico ψ0, el cual verifica

lo siguiente:

(â−)ψ0 = 0,

y ‖ψ0‖ = 1, luego: 1√
2~

(
x+ ~ d

dx

)
ψ0 = 0.

De esta última igualdad tenemos que d
dx
ψ0 = −x

~ψ0, cuya solución es ψ0 = ce−
x2

2~ .

Como ‖ψ0‖2 =
∫∞
−∞ c

2e−
x2

2~ dx = 1 y ya que
∫∞
−∞ e

−x
2

2~ dx =
√
πa, entonces c = 1

(π~)1/4 . Por

lo tanto:

ψ0 =
1

(π~)1/4
e−

x2

2~ .

Como Ĥ = ~
(
â+â− + 1

2
I
)
, entonces Ĥψ0 = ~

2
ψ0 y ya que [Ĥ, â+] = ~â+ del Corolario

(2.1) se sigue que:

Ĥψn = λnψn, donde λn = ~
(
n+

1

2

)
y ψn = cn(â+)nψ0.

Para determinar las funciones propias consideremos lo siguiente:

â+
(
e−

x2

2~ · ϕ
)

=
1√
2~

(
x− ~ d

dx

)
e−

x2

2~ϕ =
1√
2~
e−

x2

2~

(
2x− ~ d

dx

)
ϕ,

que recursivamente nos da:

(â+)n
(
e−

x2

2~ · ϕ
)

=
1√

(2~)n
e−

x2

2~

(
2x− ~ d

dx

)n
ϕ.
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Finalmente, haciendo ϕ = 1 y y = x√
~ tenemos que:

ψn(x) =
1

(π~)1/4

cn√
2n
e−

x2

2~Hn

(
x√
~

)
.

Entonces la multiplicidad de cada λn es igual a 1. Por propiedades de los operadores

autoadjuntos, se tiene la ortogonalidad 〈ψn, ψk〉L2 = 0 si n 6= k.

Caso 2-dimensional.- En esta sección determinaremos los valores propios y las fun-

ciones propias del Hamiltoniano asociado a dos osciladores armónicos independientes.

Sea

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 =
$1

2

(
p̂2

1 + x̂2
1

)
+
$2

2

(
p̂2

2 + x̂2
2

)
, (2.5)

donde p̂i = −i~ ∂
∂xi
, i = 1, 2, ω1, ω2 > 0.

TEOREMA 2.3. Las funciones propias de Ĥ, i.e. ψ = ψ(x1, x2) ∈ L2(R2), ||ψ||L2 = 1

tal que Ĥψ = λψ, son:

ψn1,n2(x1, x2) =
1

(π~)1/2

1√
2n1+n2n1!n2!

e
−(x21+x

2
2)

2~ Hn1

(
x1√
~

)
Hn2

(
x2√
~

)
, (2.6)

cuyos valores propios vienen dados por:

λn1,n2 = $1~
(
n1 +

1

2

)
+$2~

(
n2 +

1

2

)
. (2.7)

Demostración. Notemos que [Ĥ1, Ĥ2] = 0, luego [Ĥ, Ĥi] = 0, i = 1, 2.

Además se tiene que:

Ĥ1ψ1 = λ(1)ψ1, λ
(1) ∈ R,

Ĥ2ψ2 = λ(2)ψ2, λ
(2) ∈ R,

esto implica que:

Ĥ1(ψ1 · ψ2) = (Ĥ1ψ1) · ψ2 = λ(1)ψ1 · ψ2,

Ĥ2(ψ1 · ψ2) = ψ1 · (Ĥ2ψ2) = λ(2)ψ1 · ψ2,

Finalmente, sumando ambas igualdades: (Ĥ1 + Ĥ2)(ψ1 · ψ2) = (λ(1) + λ(2))ψ1 · ψ2.
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2.3. Álgebra de Simetŕıa y Resonancia

Aqúı describiremos un álgebra de simetŕıa cuántica Sym(Ĥ) del operador de Schrodin-

ger

Ĥ = $1h(a+
1 a
−
1 +

1

2
I) +$2h(a+

2 a
−
2 +

1

2
I)

correspondiente al oscilador armónico 2-dimensional con frecuencias $1 > 0, $2 > 0.

Recuerde que Sym(Ĥ) consiste de todos los operadores Â que conmutan con Ĥ, [Ĥ, Â] = 0

y por la identidad de Jacobi, para todo Â1, Â2 ∈ Sym(Ĥ) se tiene [Â1, Â2] ∈ Sym(Ĥ).

Por tanto Sym(Ĥ) es un álgebra de Lie.

Tenemos la siguiente propiedad: si Ĥψ = λψ y Â ∈ Sym(Ĥ), entonces ψ̃ = Âψ es una

nueva función propia, Ĥψ̃ = λψ̃ cuando Âψ 6= cψ. Por lo tanto, la estructura de álgebra

de simetŕıa está relacionada con la degeneración de las funciones propias de Ĥ.

Por razones de cálculo, introduciremos los operadores de creación y aniquilación nor-

malizados:

b̂+
j :=

√
ha+

j =
1√
2

(x̂j − ip̂j) ,

b̂−j :=
√
ha−j =

1√
2

(x̂j + ip̂j)

para j = 1, 2. Entonces, tenemos las relaciones de conmutación:

[b̂−j , b̂
+
s ] = hδjsI.

las cuales implican

[b̂−j , (b̂
+
j )p] = hp(b̂+

j )p−1, (2.8)

[b̂+
j , (b̂

−
j )p] = −hp(b̂j)p−1 (2.9)

para todo p ∈ Z+ y j = 1, 2.

Introducimos además los siguientes operadores

N̂1 := b̂+
1 b̂
−
1 = b̂−1 b̂

+
1 − hÎ, (2.10)



CAPÍTULO 2. MODELOS CUÁNTICOS BÁSICOS 28

N̂2 := b̂+
2 b̂2 = b̂−2 b̂

+
2 − hÎ. (2.11)

Es claro que

[N̂1, N̂2] = 0

y N̂1, N̂2 conmuta con Ĥ, i.e. N̂1, N̂2 ∈ Sym(Ĥ). Uno puede probar, que en el caso

no resonante, cuando $1 y $2 son Z-independientes, el álgebra de simetŕıa Sym(Ĥ) es

conmutativa con generadores N̂1, N̂2. Nosotros estamos interesados en el caso opuesto.

El Caso Resonante. Supongamos que existen algunos k1, k2 ∈ Z+ tal que

$1

$2

=
k1

k2

y por lo tanto podemos asumir que $1 = k1 y $2 = k2 .

En este caso, decimos que tratamos con una k1 : k2-resonancia. En términos de los

operadores (2.10), (2.11), el operador de Schrodinger Ĥ está representado por

Ĥ = k1N̂1 + k2N̂2 + h(k1 + k2)Î . (2.12)

Introduzcamos también, los operadores

B̂+ := (b̂+
1 )k2 · (b̂−2 )k1 , B̂− := (b−1 )k2 · (b+

2 )k1 . (2.13)

TEOREMA 2.4. En el caso de una k1 : k2-resonancia, los operadores

B̂+, B̂−, N̂1, N̂2 (2.14)

generan el álgebra de simetŕıa Sym(Ĥ),

[Ĥ, N̂1] = [Ĥ, N̂2] = 0, [Ĥ, B±] = 0. (2.15)

y satisfacen las relaciones de conmutación

[N̂1, B̂+] = hk2B̂+, [N̂2, B̂+] = −hk1B̂+, (2.16)

[N̂1, B̂−] = −hk2B̂−, [N̂2, B̂−] = hk1B̂−, (2.17)

[N̂1, N̂2] = 0, (2.18)
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[B̂+, B̂−] = ρ(N̂1, N̂2)− ρ(N̂1 + hk2I, N̂2 − hk1I), (2.19)

donde

ρ(N̂1, N̂2) :=

k2∏
l=1

(N̂1 − h(k2 − l)Î) ·
k1∏
s=1

(N̂2 + h(k1 − s+ 1)Î). (2.20)

COROLARIO 2.2. En el caso resonante, el álgebra de simetŕıa del oscilador armónico

cuántico es no conmutativo.

Probaremos el Teorema 2.4 en pasos.

Paso 1. Primero comprobaremos las relaciones (2.16), (2.17). Usando (2.8) y (2.9),

calculamos

[N̂1, B̂+] = [b̂+
1 b̂
−
1 , B̂+] = [b̂+

1 , B̂+]b̂−1 + b̂+
1 [b̂−1 , B̂+]

= b̂+
1 [b̂−1 , (b̂

+
1 )k2 ](b̂−2 )k1 = hk2(b̂+

1 )k2(b̂−2 )k1

= hk2B̂+

y

[N̂2, B̂+] = [b̂+
2 b̂
−
2 , B̂+] = [b̂+

2 , B̂+]b̂−2 + b̂+
2 [b̂−2 , B̂+]

= (b̂+
1 )k2 [b̂+

2 , (b̂
−
2 )k1 ]b̂−2 = −hk1(b̂+

1 )k2(b̂−2 )k1

= −hk1B̂+.

Paso 2. Las relaciones (2.15) se siguen de (2.16), (2.17),

[Ĥ, B̂±] = k1[N̂1, B̂±] + k2[N̂2, B̂±]

= ±hk1k2B̂± ∓ hk2k1B̂± = 0.

Paso 3 . Para verificar (2.19), (2.20), antes que nada, permitasenos señalar algunar

propiedades algebraicas de los operadores que son polinomios homogeneos de los opera-

dores de creación y aniquilación. Fijando b̂+ = b̂+
j , b̂

− = b̂−j (j = 1, 2), consideramos los

operadores

Y (p) := (b̂+)p · (b̂−)p, Ȳ (p) := (b̂−)p ◦ (b̂+)p, N := b̂+b−

para p ∈ Z+.
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LEMA 2.2. Tenemos las representaciones

Y (p) =

p∏
k=1

(N̂ − h(p− k)Î), (2.21)

Ȳ (p) =

p∏
k=1

(N̂ − h(p− k)Î). (2.22)

Demostración. En particular,

Y (0) = I, Y1 = N̂ .

Usando (2.9), conclúımos que

[(b̂+)p−1, b̂−] = −h(p− 1)(b̂+)p−2

y entonces, calculando

Y (p) := (b+)p · (b−)p = b+(b+)p−1 · b− · (b−)p−1 =

= b+b(b+)p−1(b−)p−1 + b+[(b+)p−1, b−](b−)p−1

= N̂Y (p−1) − h(p− 1)Y (p−1) = (N̂ − h(p− 1)Î)Y (p−1).

Aśı, esto implica

Y (p) := (b+)p · (b−)p = b+(b+)p−1 · b− · (b−)p−1 =

= b+b−(b+)p−1(b−)p−1 + b+[(b+)p−1, b−](b−)p−1

= N̂Y (p−1) − h(p− 1)Y (p−1) = (N̂ − h(p− 1)I)Y (p−1).

De manera similar verificamos las identidades (2.22). Tomando en cuenta la identidad

b̂− · b̂+ = N̂ + hÎ y la fórmula (2.8):

[(b̂−)p−1, b̂+] = h(p− 1)(b̂−)p−2

verificamos

Ȳ (p) = (N̂ + hpÎ)Ȳ (p−1) = (N + hpI)(N + h(p− 1)I)Ȳ (p−2)

=

p−1∏
s=0

(N̂ + h(p− s)Î) =

p∏
s=1

(N̂ + h(p− s+ 1)Î).



CAPÍTULO 2. MODELOS CUÁNTICOS BÁSICOS 31

Paso 4. Ahora, usando los operadores Y
(p)

1 , N̂1 y Y
(p)

2 , N̂2 definidos como

Y
(p)

1 := (b̂+
1 )p · (b̂−1 )p, Ȳ

(p)
1 := (b̂−1 )p ◦ (b̂+

1 )p, N̂1 = b̂+
1 b̂
−
1 ,

Y
(p)

2 := (b̂+
2 )p · (b̂−2 )p, Ȳ

(p)
2 := (b̂−2 )p ◦ (b̂+

2 )p , N̂2 = b̂+
2 b̂
−
2 ,

por el Lema 2.2, tenemos

B̂+ ◦ B̂− = (b̂+
1 )k2 · (b̂−2 )k1 · (b̂−1 )k2 · (b̂+

2 )k1

= (b̂+
1 )k2 · (b̂−1 )k2 · (b̂−2 )k1 · (b̂+

2 )k1 = Y
(k2)

1 ◦ Ȳ (k1)
2

=

k2∏
l=1

(N̂1 − h(k2 − l)Î) ·
k1∏
s=1

(N̂2 + h(k1 − s+ 1)Î).

Más aún,

B̂− ◦ B̂+ = (b̂−1 )k2 · (b̂+
2 )k1 · (b̂+

1 )k2 · (b−2 )k1

= (b̂−1 )k2 · (b̂+
1 )k2 · (b̂+

2 )k1 · (b̂−2 )k1 = Ȳ
(k2)

1 ◦ Y (k1)
2

=

k2∏
s=1

(N̂1 + h(k2 − s+ 1)Î) ·
k1∏
l=1

(N̂2 − h(k1 − l)Î).

Aśı, estas relaciones implican

[B̂+, B̂−] =

k2∏
l=1

(N̂1 − h(k2 − l)Î) ·
k1∏
s=1

(N̂2 + h(k1 − s+ 1)Î)

−
k2∏
s=1

(N̂1 + h(k2 − s+ 1)Î) ·
k1∏
l=1

(N̂2 − h(k1 − l)Î).

Esto prueba (2.19), (2.20). �

COROLARIO 2.3. El álgebra de simetŕıa (2.16)-(2.19) tiene dos operadores Casimir

Ĉ0 = k1N̂1 + k2N̂2, (2.23)

Ĉ1 = B̂+B̂− − ρ(N̂1, N̂2). (2.24)

EJEMPLO 2.3. (1 : 1 resonancia). En este caso,

ρ(N̂1, N̂2) = N1 (N2 + hI)
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y el álgebra de simetŕıa es

[N̂1, B̂±] = ±hB̂±, [N̂2, B̂±] = ∓hB̂±, [B̂+, B̂−] = h(N̂1 − N̂2).

EJEMPLO 2.4. (2 : 1 resonancia) En este caso,

ρ(N̂1, N̂2) = N̂1N̂
2
2 + 3hN̂1N̂2 + 2h2N̂1

y el álgebra de simetŕıa está dada por las relaciones de conmutación

[N̂1, B̂±] = ±hB̂±, [N̂2, B̂±] = ∓2hB̂±,

[B̂+, B̂−] = 4hN̂1N̂2 − hN̂2
2 + h2(N̂2 + 2N̂1)

Ĺımite Semiclásico. Mostraremos que en el ĺımite ~→ 0, las fórmulas para los opera-

dores B̂+, B̂−, N̂1, N̂2 dan los generadores del álgebra de simetŕıa del oscilador armónico

clásico con dos grados de libertad asociado a la resonancia k1 : k2.

Considere el espacio fase (R4
p,x, {, }), p = (p1, p2), x = (x1, x2) equipado con el corchete

de Poisson canónico

{f, g} =
2∑
j=1

(
∂f

∂pj

∂g

∂xj
− ∂f

∂xj

∂g

∂pj

)
,

en particular, {pj, xs} = δjs.

La cuantización semiclásica establece la correspondencia

pj 7→ p̂j = −i~ ∂

∂xj
, xj 7→ x̂j = xj

con [p̂j, x̂s] = −i~Iδjs.

A cada śımbolo f = f(p, x, ~) , le asociamos un operador de Weyl f̂ = f(p̂, x̂, h) (ver

Sección 4.1) tal que en el ĺımite semiclásico ~→ 0, tenemos i
h
[, ] −→ {, } y

i

~
[f(p̂, x̂), g(p̂, x̂)] = {f, g}(p̂, x̂) +O(~).

En términos de los operadores de creación y aniquilación b̂+
j , b̂

−
j , tenemos i

~ [b̂
−
j , b̂

+
j ] = iI

y en la forma compleja, la cuantización semiclásica toma la forma

zj =
1√
2

(xj + ipj) 7→ b̂−j , z̄j =
1√
2

(xj − ipj) 7→ b̂+
j ,
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donde {zj, z̄s} = iδjs. Mas aún, los operadores en (2.14) provienen de la cuantización

semiclásica de Weyl,

B+ := (z̄1)k2 · (z2)k1 7→ B̂+, B− := (z1)k2 · (z̄2)k1 7→ B̂−,

Nj :=| zj |2 7→ N̂j.

Por la fórmula (2.20), tenemos la siguiente expansión

ρ(N̂1, N̂2) = ρ(N̂1, N̂2) |~=0

+ ~
(
−k2(k2 − 1)

2
N̂k2−1

1 N̂k1
2 +

k1(k1 + 1)

2
N̂k2

1 N̂k1−1
2

)
+O(~2)

y por tanto

[B̂+, B̂−] = ~
(
−k2

2N̂
k2−1
1 N̂k1

2 + k2
1N̂

k2
1 N̂k1−1

2

)
+O(~2).

Aśı, de aqúı y de las relaciones (2.16)-(2.18), en el ĺımite semiclásico, conclúımos que el

oscilador armónico clásico en k1 : k2-resonancia,

H =
k1

2
(p2

1 + x2
1) +

k2

2
(p2

2 + x2
2)

tiene el álgebra de simetŕıa clásica la cuál está dada por las relaciones de los corchetes de

Poisson (ver también, [31], [30], [13] ) :

{N1, B+} = ik2B+, {N2, B+} = −ik1B+,

{N1, B−} = −ik2B−, [N2, B−] = k1B−

[N1, N2] = 0,

{B+, B−} = i
(
−k2

2N
k2−1
1 Nk1

2 + k2
1N

k2
1 Nk1−1

2

)
.

Se sigue de (2.23), (2.24), que las correspondientes funciones de Casimir son

C0 = k1N1 + k2N2, C1 = B+B− −Nk2
1 Nk1

2 .
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2.4. Átomo de Hidrógeno

Comencemos con el modelo simple de un electron solitario en R3 moviendose en el

potencial externo V generado por un núcleo (el cual asumimos que esta fijo en el origen).

Si uno sólo toma en cuenta la fuerza electrostática, entonces V es dado por el potencial

de Coulomb y el correspondiente Hamiltoniano viene dado por

Ĥ =
p̂2

2
− α

r
= −~

2

2
∆− α

|x|
, α > 0 (2.25)

donde: r = |x| =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3 y p̂ = −i~ ∂
∂x

= (−i~ ∂
∂x1
,−i~ ∂

∂x2
,−i~ ∂

∂x3
).

Usando el método de los operadores de creación y aniquilación modificado, en esta sección

hallaremos los valores propios del operador Ĥ.

Se definen:

Â1 :=
|x|
x

(p̂2 − I), Â2 := x̂ ◦ p̂− i~I y Â3 :=
|x|
x

(p̂2 + I). (2.26)

Observece que el problema espectral para el operador de Schrodinger:

Ĥψ = λψ, ‖ψ‖L2 = 1 (2.27)

es equivalente a lo siguiente

Ĥλψ = 0, (2.28)

donde

Ĥλ =

(
1

2
− λ
)
Â3 +

(
1

2
+ λ

)
Â1 − αÎ. (2.29)

Para ver esto, es suficiente multiplicar la ecuación (2.27) por r.

LEMA 2.3. Los operadores Â1, Â2 y Â3 forman el álgebra de Lie so(2, 1), i.e.;

[Â1, Â2] = −i~Â3, [Â2, Â3] = i~Â1 y [Â3, Â1] = −i~Â2. (2.30)
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Demostración. Calculemos el corchete entre Â1 y Â2:

[Â1, Â2] =

[
|x|
x
p̂2 − |x|

2
, x ◦ p− i~I

]
=

[
|x|
2
p̂2, x ◦ p̂]− [

|x|
2
, x ◦ p̂

]
=
|x|
x

[p̂2, x] ◦ p̂+
1

2
[x, x ◦ p] ◦ p̂2 +

1

2
x̂ ◦ [p̂, |x|]

=
|x|
2

(−2i~p̂ ◦ p̂) +
1

2
i~|x| ◦ p̂2 +

1

2
x̂ ◦ (−i~ x

|x|
)

= i~(−|x|p̂ ◦ p̂+
1

2
|x| ◦ p̂2 − 1

2
x̂ ◦ x̂

|x|
)

= i~(−1

2
|x|p̂2 − |x|

2
) = −i~ |x|

2
(p̂2 + I) = −i~Â3,

donde hemos usado las siguientes fórmulas:

[p̂2, x] = −2i~p̂, [p̂, |x|] = −i~ x
|x| , [|x|, x̂ ◦ p̂] = i~|x|,

[p̂2, |x|] = −2i~
(
x
|x| ◦ p−

1
|x|

)
,
[
p̂j,

x̂j
|x|

]
= −i~ ∂

∂xj

(
xj
|x|

)
Análogamente se prueba las últimas dos relaciones en (2.30).

COROLARIO 2.4. Dados los operadores:

Â+ := i(Â1 + iÂ2) y Â− := −i(Â1 − iÂ2) (2.31)

se tiene que

[Â3, Â±] = ±~Â±. (2.32)

Ahora mostraremos que los operadores Â± en (2.31) juegan el rol de los operadores

de creación y aniquilación y nos permiten hallar el espectro del operador Â3. Primero,

observamos que

Â3ϕ0 = hϕ0, ϕ0 := exp(−| x |
h

), (2.33)

donde ϕ0 es un estado de vaćıo cuántico. Esta igualdad se puede ver fácilmente de la

representación del Laplaciano en coordenadas esféricas:

∆ =
1

r

(
∂

∂r
(r2 ∂

∂r
)

)
+ ....

Definimos las funciones

ϕn−1 = cn(Â+)n−1ϕ0, n = 1, 2, 3, ... (2.34)

donde las constantes de normalización cn son elegidas de tal manera que ‖ ϕn ‖L2= 1.
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LEMA 2.4. Las funciones ϕn en (2.34) son las funciones propias de Â3 correspondientes

a los valores propios ~n,

Â3ϕn−1 = ~nϕn−1 (n = 1, 2, ...) (2.35)

Demostración. Este hecho se sigue de (2.33) y de la relación de conmutación

[Â3, (Â+)p] = p~(Â+)p.

la cual es consecuencia de (2.32). En efecto,

Â3ϕn−1 = cnÂ3(Â+)n−1ϕ0 = cn(Â+)n−1Â3ϕ0 + cn[Â3, (Â+)n−1]ϕ0

= cn

(
~(Â+)n−1ϕ0 + (n− 1)~(Â+)n−1ϕ0

)
= ~nϕn−1.

Ahora mostraremos que las soluciones del problema espectral:

Ĥλψ :=

[
(
1

2
− λ)Â3 + (

1

2
+ λ)Â1 − α

]
ψ = 0, (2.36)

‖ ψ ‖L2= 1

puede ser reconstrúıdo del dato espectral del operador Â3. Para ese objetivo, aplicaremos

una transformación unitaria a Ĥλ para excluir la dependencia de Â1. Considere la siguiente

familia 1-paramétrica de los operadores unitarios

Û(t) = exp

(
− i
h
tÂ2

)
y defina

Ĥλ(t) := U(t)ĤλU
−1(t). (2.37)

Entonces, es claro que las soluciones de (2.36) y

Ĥλ(t)ψ̃ = 0 (2.38)

estan relacionadas por medio de la transformación unitaria, ψ̃ = U(t)ψ.

Primero necesitamos el siguiente resultado técnico.
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LEMA 2.5. Para cualesquiera λ, t ∈ R, el operador Ĥλ(t) en (2.37) toma la forma:

Ĥλ(t) =

(
(
1

2
− λ) ch t+ (

1

2
+ λ) sh t

)
Â3 +

(
(
1

2
− λ) sh t+ (

1

2
+ λ) ch t

)
Â1−αI (2.39)

Demostración. Primero, observamos que

Ĥλ(t) =

[
(
1

2
− λ)Â3(t) + (

1

2
+ λ)Â1(t)− αÎ

]
(2.40)

donde Âj(t) := U(t)ÂjU
−1(t), j = 1, 2, 3. Es claro que, para cada t, estos operadores

satisfacen las mismas relaciones de conmutación que para t = 0, en particular,

[Â1(t), Â2(t)] = −i~Â3(t), [Â3(t), Â2(t)] = −i~Â1(t).

Notece que Â2(t) = Â2. De aqúı y tomando en cuenta que d
dt
Û(t) = − i

~Â2Û(t) y

d
dt
Û−1(t) = i

~ Û
−1(t)Â2, derivamos que

dÂ1(t)

dt
=
i

~
[Â1(t), Â2(t)] = Â3(t),

dÂ3(t)

dt
=
i

~
[Â3(t), Â2(t)] = Â1(t).

Aśı, estas ecuaciones tienen las soluciones

Â1(t) = ch tÂ1 + sh tÂ3, Â3(t) = sh tÂ1 + ch tÂ3,

las cuales junto con la representación (2.22) conducen a (2.39).

Ahora estamos en posición de describir las soluciones del problema espectral (2.36).

Fije λ < 0, entonces la relación

(λ− 1

2
) sh t = (λ+

1

2
) ch t

se mantiene para el siguiente valor de t:

et =
√
−2λ⇔ t = ln(

√
−2λ).

Aśı, bajo tal valor de t, el problema espectral (2.38) toma la forma:(√
−2λÂ3 − αI

)
ψ̃ = 0.
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Luego las soluciones correspondientes (λ, ψ̃) vienen dadas por

λ = λn = − α2

2~2n2
, (2.41)

y ψ̃ = ϕn−1, donde n = 1, 2, 3.... Aśı, la fórmula da los valores propios (el espectro

discreto) del operador de Schrodinger Ĥ (2.25) correspondiente al átomo de Hidrógeno.

Las correspondientes funciones propias tienen la representación:

ψn = cn exp

(
i

~
(ln(
√
−2λn)Â2

)
◦ (Â+)n−1ϕ0.

Observación 2.1. Si λ > 0, entonces existe una solución de la ecuación:(
λ− 1

2

)
cht =

(
λ+

1

2

)
sht

la cual esta dada por et =
√

2λ. La ecuación (2.38) toma la forma

√
2λÂ1ψ̃ − αψ̃ = 0

y no tiene soluciones en L2. Este caso corresponde al espectro cont́ınuo.



CAPÍTULO 3

MÉTODO WKB PARA LA

EVOLUCIÓN CUÁNTICA

El método WKB es un método estándar en la teoŕıa de la aproximación semiclásica la

cual nos permite construir algunas soluciones del problema de evolución para la ecuación

de Schrodinger, o siendo más generales, para ecuaciones diferenciales que dependen del

parámetro pequeño ~ de una manera particular. Para más detalles, uno puede consultar

[35].

3.1. Problema de Cauchy para la Ecuación de Schro-

dinger

Sea

Ĥ = −~
2

2

n∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ V (x), x ∈ Rn (3.1)

39
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el operador de Schrodinger con potencial V (x) ∈ C∞(Rn). Considere el siguiente proble-

ma de Cauchy:

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ, (3.2)

ψ(x, t) |t=0= e
iS0(x)

~ ϕ0(x), (3.3)

donde el valor inicial es definido por una fase S0 ∈ C∞(Rn) y una amplitud ϕ0 ∈ C∞(Rn).

En general, no es fácil hallar la solución exacta de (3.2), (3.3) por lo que una alternativa

es buscar soluciones aproximadas del problema de Cauchy cuando ~→ 0.

Para esto se propone el ansatz WKB:

ψWKB(x, t) = e
iS(x,t)

~ ϕ(x, t). (3.4)

Ahora, usando las fórmulas de conmutación de la función exponencial con los operadores

p̂t = −i~ ∂
∂t

y p̂j = −i~ ∂
∂xj

, obtenemos

p̂t(e
iS
h ϕ) = e

iS
~

(
∂S

∂t
ϕ− i~∂ϕ

∂t

)
, p̂j(e

iS
h ϕ) = e

iS
~

(
∂S

∂xj
ϕ− i~ ∂ϕ

∂xj

)
,

p̂2
j(e

iS
h ϕ) = e

iS
h

(
(
∂S

∂xj
)2ϕ− i~(2

∂S

∂xj

∂ϕ

∂xj
+
∂2S

∂x2
j

ϕ)− ~2∂
2ϕ

∂x2
j

)
.

Sustituyendo el ansatz WKB (3.4) y las relaciones anteriores en la ecuación (3.2) y

agrupando los términos de orden ~0, ~1, ~2 obtenemos:

e
iS
h

[(
∂S

∂t
+

1

2
(
∂S

∂x
)2 + V (x)

)
ϕ− i~

(
∂ϕ

∂t
+
∂S

∂x
· ∂ϕ
∂x

+
1

2
tr

(
∂2S

∂x2

)
ϕ

)]
− ~2∂

2ϕ

∂x2
= 0.

Aqúı usamos las notaciones ∂S
∂x

= ∇S = ( ∂S
∂x1
, ..., ∂S

∂xn
) y(

∂S

∂x

)2

:=‖ ∇S ‖2=
n∑
j=1

(
∂S

∂xj
)2,

∂S

∂x
· ∂ϕ
∂x

:=
n∑
j=1

∂S

∂xj

∂ϕ

∂xj

y ∂2S
∂x2

:= ( ∂2S
∂xi∂xj

).

Aśı, llegamos al resultado semiclásico estándar: Si S y ϕ satisfacen:
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la ecuación de Hamilton-Jacobi

∂S

∂t
+

1

2
(
∂S

∂x
)2 + V (x) = 0, (3.5)

S |t=0= S0(x), (3.6)

la ecuación de transporte

∂ϕ

∂t
+
∂S

∂x
· ∂ϕ
∂x

+
1

2
tr

(
∂2S

∂x2

)
ϕ = 0, (3.7)

ϕ |t=0= ϕ0(x). (3.8)

para todo x ∈ Rn, t ∈ [0, T ],

entonces ψWKB (3.4) satisface el problema de Cauchy (3.2), (3.3) modulo O(~2) cuando

~→ 0,

ih
∂ψWKB

∂t
= ĤψWKB +O(~2), (3.9)

ψWKB |t=0= e
iS0(x)
h ϕ0(x). (3.10)

La idea de la aproximación semiclásica es que las soluciones de los problemas (3.5),

(3.6) y (3.7), (3.8) quedan completamente determinados por las trayectorias del sistema

Hamiltoniano clásico con Hamiltoniano H = p2

2
+V (x) asociado al operador de Schrodin-

ger. En general, estas trayectorias existen para una escala de tiempo finita, T <∞.

El método de solución de estas ecuaciones será desarrollado con más detalle en las

siguientes secciones.

3.2. Ecuación de Hamilton-Jacobi

Sea H = H(p, x, t) una función suave sobre el espacio fase extendido (R2n
p,x × R, ω =

dp∧ dx). Vamos a asociar a esta función la ecuación de Hamilton-Jacobi dependiente del

tiempo para S = S(x, t) :

∂S

∂t
+H

(
∂S

∂x
, x, t

)
= 0. (3.11)



CAPÍTULO 3. MÉTODO WKB PARA LA EVOLUCIÓN CUÁNTICA 42

Dada una función suave (fase inicial) S0 = S0(x) in Rn , fijamos una condición inicial

para la ecuación de Hamilton-Jacobi (3.11) por:

S |t=0= S0(x). (3.12)

Recordemos que la idea de la solución de la ecuación no lineal (3.11) con derivadas par-

ciales se reduce al estudio del sistema no autónomo de ecuaciones diferenciales ordinarias,

i.e. el sistema Hamiltoniano asociado

dp

dt
= −∂H(p, x, t)

∂x
,
dx

dt
=
∂H(p, x, t)

∂p
(3.13)

con valor inicial

p |t=0= p0(α) =
∂S0(α)

∂α
, x |t=0= x0(α) = α, (3.14)

donde α = (α1, ..., αn) ∈ Rn.

Denote por t 7→ (p(t, α), x(t, α)) la solución (trayectoria) del problema de Cauchy (3.13),

(3.14). Asuma que existe una T > 0 tal que para cada t ∈ [0, T ], la trayectoria de (3.13)

esta definida para todo α ∈ Rn y la aplicación

Rn 3 α 7→ x(t, α) ∈ Rn (3.15)

es uno a uno y su Jacobiano no es cero,

J(t, α) := det

(
∂xi(t, α)

∂αj

)
6= 0 ∀(t, α) ∈ [0, T ]× Rn. (3.16)

Entonces, por el teorema de la Función Impĺıcita, existe una función inversa suave

x 7→ α(t, x) ∈ Rn, t ∈ [0, T ] (3.17)

aśı, x(t, α(t, x)) = x.

LEMA 3.1. Bajo las hipótesis anteriores, existe una solución S = S(x, t) del problema

de Cauchy (3.11), (3.12) para t ∈ [0, T ] dada por la fórmula

S(x, t) =

S0(α) +

t∫
0

(
p(τ, α) · ∂x(τ, α)

∂τ
−H(p(τ, α), x(τ, α), τ)

)
dτ

 |α=α(t,x) (3.18)



CAPÍTULO 3. MÉTODO WKB PARA LA EVOLUCIÓN CUÁNTICA 43

Demostración. Sea (p(t, α), x(t, α)) sulución al problema de Cauchy (3.13), (3.14) para

t ∈ [0, T ]. Definimos una función Φ = Φ(α, t) que satisface las relaciones

∂Φ

∂t
= p(t, α) · ∂x(t, α)

∂t
−H(p(t, α), x(t, α), t),

Φ(α, 0) = S0(α).

Sea

S(x, t) := Φ(α(x, t), t).

Por definición, tenemos las siguientes propiedades

∂S

∂x
=
∂α

∂x

(
∂Φ(α, t)

∂α
|α=α(x,t)

)
, (3.19)

∂x(t, α)

∂t
= −∂x(t, α)

∂α

(
∂α(t, x)

∂t

)
|x=x(t,α), (3.20)

∂S

∂x
= p(t, α) |α=α(x,t) . (3.21)

De (3.19), (3.20), (3.21) se tiene la siguiente identidad

∂α

∂t
· ∂Φ

∂α
=
∂α

∂t
· (∂x
∂α

)T
(
∂S

∂x

)
(3.22)

= −∂x
∂t
· ∂S
∂x

= −∂x
∂t
· p

Usando (3.21) y (3.22), verificamos

∂S

∂t
=
∂Φ(α(x, t), t)

∂t
=
∂α

∂t
· ∂Φ

∂α
|α=α(x,t) +

∂Φ

∂t
|α=α(x,t)

= −∂x
∂t
· p+ p · ∂x

∂t
−H(p(t, α), x(t, α), t) |α=α(x,t)

= −H
(
∂S

∂x
, x, t

)
.

Observe que en el caso autónomo, cuando el Hamiltoniano es independiente del tiempo

H = H(p, x),

ṗ = −∂H(p, x)

∂x
, ẋ =

∂H(p, x)

∂p
(3.23)
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tenemos H(p(τ, α), x(τ, α)) = E(α) y la solución (3.18) toma la forma

S(x, t) =

S0(α) +

t∫
0

p(τ, α) · ∂x(τ, α)

∂τ
dτ − E(α)t

∣∣∣∣∣∣
α=α(t,x)

. (3.24)

En particular, en el caso cuando

H(p, x) =
‖ p‖2

2
+ V (x), (3.25)

la formula (3.24) se escribe como

S(x, t) =

S0(α)− 2

t∫
0

V (x(τ, α))dτ + E(α)t

∣∣∣∣∣∣
α=α(t,x)

(3.26)

la cual es una solución del problema de Cauchy (3.5), (3.6).

En el caso autónomo, las hipótesis del Lema 3.1 pueden ser reformuladas de manera

geométrica de la siguiente forma. El valor inicial (3.14) define la siguiente subvariedad

n-dimensional en el espacio fase:

Λ0 :=

{
p =

∂S0(α)

∂α
, x = α

}
,

donde α = (α1, ..., αn) ∈ Rn son parámetros. Es claro que esta subvariedad es Lagrangiana,

ω

(
∂

∂αi
,
∂

∂αj

)
=
∂p0(α)

∂αi
· ∂x

0(α)

∂αj
− ∂x0(α)

∂αi
· ∂p

0(α)

∂αj

=
∂p0

j(α)

∂αi
− ∂p0

i (α)

∂αj
=
∂2S0(α)

∂αi∂αj
− ∂2S0(α)

∂αj∂αi
= 0.

Sea FltXH : R2n → R2n el flujo del sistema Hamiltoniano (3.23) para un tiempo t. La

suposición anterior implica que la trayectoria de XH comenzando en cada punto de la

subvariedad inicial Λ0 ⊂ R2n esta bien definida para todo t ∈ [0, T ] y por lo tanto el flujo

mueve la subvariedad Lagrangiana inicial a la subvariedad Lagrangiana definida por

Λt := FltXHΛ0 = {p = (p(t, α), x = x(t, α), α ∈ Rn}.

La caracteŕıstica principal de la familia {Λt} es que la subvariedad Λt proyecta difeomor-

ficamente sobre el x-espacio Rnx para cada t ∈ [0, T ]. El primer T0 > T para el cual esta

propiedad se rompe se llama momento de aparición de puntos focales. Como un resultado,

una solución del problema de Cauchy (3.11), (3.12) sólo existe sobre [0, T ] para T < T0.
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EJEMPLO 3.1. Para el caso n = 1, considere H = p2

2
y S0 = −x2

2
. Las trayectorias del

sistema Hamiltoniano

ṗ = 0, ẋ = p

con valor inicial p |t=0= −α, x |t=0= α están dadas por p(t, α) = −α, x(t, α) = α(1− t).

Como ∂x
∂α

= (1− t) 6= 0 para todo (t, α) ∈ [0, T ]×R con T < 1, tenemos que α(t, x) = x
1−t .

En este caso, T0 = 1 y la solución del problema de Cauchy

∂S

∂t
+

1

2

(
∂S

∂x

)2

= 0,

S |t=0= −x
2

2
,

viene dada por

S(x, t) = − x2

2(1− t)
para 0 ≤ t < 1. Geométricamente, la curva inicial Λ0 := {p = −α, x = α} en el plano

(p, x) es transformada bajo el flujo del sistema Hamiltoniano en la ĺınea Λt = { p = −α,

x = (1− t)α} la cual se convierte en el eje p en el momento t = T0 = 1.

3.3. Ecuación de Transporte

Considere el problema de Cauchy para la ecuación de Transporte

∂ϕ

∂t
+
∂S

∂x
· ∂ϕ
∂x

+
1

2
tr

(
∂2S

∂x2

)
ϕ = 0, (3.27)

ϕ |t=0= ϕ0(x), (3.28)

donde S = S(x, t) es la solución (3.26) de la ecuación de Hamilton-Jacobi (3.11) con

valor inicial (3.12). Esta ecuación diferencial parcial lineal puede resolverse por el método

caracteŕıstico.

Para recordar este método, primero consideremos una ecuación diferencial lineal de

primer orden de tipo general:

∂ϕ

∂t
+ a(x, t) · ∂ϕ

∂x
+ c(x, t)ϕ = 0, (3.29)
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ϕ |t=0= ϕ0(x), (3.30)

donde a(x, t) = (a1(x, t), ..., an(x, t)) es un campo vectorial dependiente del tiempo sobre

Rn y c ∈ C∞(Rn+1). Considere el sistema dinámico asociado al campo vectorial a:

dx

dt
= a(x, t), (3.31)

x |t=0= α (3.32)

y supongamos que se verifica la siguiente hipótesis dinámica:

(DH) existe una solución x(t, α) de (3.31), (3.32) definida para todo t ∈ [0, T ] y toda

α ∈ Rn. Más aún, la ecuación x = x(t, α) es soluble con respecto a α, para cada t ∈ [0, T ]

fijo, y la función α(x, t) es suave en (x, t) .

Observemos que la condición de solubilidad local es precisamente:

det
∂x(t, α)

∂α
6= 0. (3.33)

Haciendo el cambio de variables (x, t) 7→ (α, t) y sustituyendo ϕ̃(α, t) = ϕ(x(t, α), t) en

(3.29),(3.30), obtenemos

∂

∂t
ϕ̃(α, t) + c((x(t, α), t)ϕ = 0,

ϕ̃ |t=0= ϕ0(α).

Aśı, obtenemos la solución del problema original (3.29),(3.30)

ϕ(x, t) =

[
ϕ0(α) exp

(
−
∫ t

0

c((x(τ, α), τ)dτ

)]∣∣∣∣
α=α(x,t)

. (3.34)

Ahora, regresemos a la ecuación de Transporte (3.7), la cual es un caso particular de

(3.29) con

a =
∂S(x, t)

∂x
y c =

1

2
tr

(
∂2S(x, t)

∂x2

)
. (3.35)

En este caso, si (p(t, α), x(t, α)) es una solución del sistema Hamiltoniano con Hamilto-

niano (3.25) y el valor inicial (3.14), entonces por (3.21) tenemos

∂x(t, α)

∂t
= p(t, α) =

∂S(x, t)

∂x
|x=x(t,α) (3.36)
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y por lo tanto la componente x(t, α) es una solución de (3.31), (3.32) con el campo vectorial

a definido en (3.35). Aśı, llegamos al siguiente resultado

LEMA 3.2. Bajo la hipótesis (DH), la solución de la ecuación de transporte (3.27),

(3.28) viene dada por

ϕ(x, t) =

[
ϕ0(α) exp

(
−1

2

∫ t

0

tr

(
∂2S(x(τ, α), τ)

∂x2

)
dτ

)]∣∣∣∣
α=α(x,t)

(3.37)

para t ∈ [0, T ].

Bajo la condición (3.33), como consecuencia de la fórmula (3.37), también derivamos

la siguiente representación para la solución de la ecuación de transporte

ϕ(x, t) =

 ϕ0(α)√
det ∂x(t,α)

∂α

∣∣∣∣∣∣
α=α(x,t)

. (3.38)

En efecto, aplicando a (3.36) , el procedimiento de variación en α, obtenemos

∂

∂t
(
∂x(t, α)

∂α
) =

∂

∂α
(
∂x(t, α)

∂t
) =

∂

∂α
(
∂S(x(t, α), t)

∂x
)

=
∂2S(x(t, α), t)

∂x2

(
∂x(t, α)

∂t

)
y por lo tanto por la fórmula de Liouville

det
∂x(t, α)

∂α
= exp

(
tr

∫ t

0

∂2S(x(τ, α), τ)

∂x2
dτ

)
.

3.4. Paquetes de onda WKB

Resumiendo los resultados de las secciones previas, llegamos al siguiente hecho.

TEOREMA 3.1. Bajo la suposición (DH), el problema de Cauchy (3.2), (3.3) para la

ecuación de Schrödinger tiene la siguiente solución WKB mod h2

ψWKB(x, t) =

exp
i

~

S0(α)− 2

t∫
0

V (x(τ, α))dτ + E(α)t

 ·
 ϕ0(α)√

det ∂x(t,α)
∂α

∣∣∣∣∣∣
α=α(t,x)

,

(3.39)
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para t ∈ [0, T ], donde x(t, α) es la solución de

d2x

dt2
= −∇V (x),

x |t=0= α, ẋ |t=0= ∇S(α)

y E(α) := 1
2
‖ S(α) ‖2 +V (α).

EJEMPLO 3.2. (Part́ıcula libre) Considere el problema de Cauchy (3.2), (3.3) con V = 0

y S0 = −x2

2
. Utilizando los resultados del Ejemplo 3.1 y la fórmula (3.39), obtenemos la

solución

ψWKB(x, t) =
e−

ix2

2h(1−t)

(1− t) 1
2

ϕ0(
x

1− t
).



CAPÍTULO 4

CUANTIZACIÓN SEMICLÁSICA

En este caṕıtulo, presentamos uno de los principales resultados de la tesis en relación a

la representación integral de Karasev para cuasimodos [24] [25]. En particular, damos una

prueba completa y detallada de la llamada fórmula de conmutación, la cual practicamente

no puede ser hallada en la literatura.

4.1. Cuasimodos. Definición y propiedades generales

Primero recordemos algunos hechos de la teoŕıa espectral de operadores [41]. Sea Â un

operador autoadjunto cerrado en un espacio de Hilbert (H, <,>) con dominio de definición

denso D(Â). El conjunto regular o resolvente de Â se define por

ρ(Â) := {λ ∈ C | Â− λI es biyectivo con inversa acotada}.

Notemos que ρ(Â) es abierto en C.

Para cada λ ∈ ρ(Â), el operador acotado Rλ(Â) = (Â−λI)−1 se dice que es la resolvente

de Â en λ. El conjunto Sp(Â) = σ(Â) := C \ ρ(Â) es llamado el espectro de Â.

49
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El espectro a su vez se divide en los siguientes tres conjuntos disjuntos:

El espectro puntual o espectro discreto σp(Â) que consiste de todos los λ ∈ C tales

que Rλ(Â) no existe, esto es, λ ∈ σp(Â) significa que λ es un valor propio de Â,

Au = λu, para un cierto vector propio u ∈ D(Â), ‖ u ‖= 1;

el espectro cont́ınuo σc(Â), definido como el conjunto de λ tal que Rλ(Â) existe y

esta definido sobre un conjunto denso en H pero Rλ(Â) no es acotado;

el espectro residual σr(Â), que contiene a los λ ∈ C tales que Rλ(Â) existe (puede

ser acotado o no) pero el dominio de Rλ(Â) no es denso en H.

Ahora, supongamos que Â es un operador autoadjunto, esto es, Â = Â∗ o equivalente-

mente, Â es simétrico y D(Â) = D(Â∗). En este caso, el espectro Sp(Â) ⊆ R es real y

cerrado. Un operador simétrico (Â,D(Â)) se dice que es esencialmente autoadjunto si su

clausura (
¯̂
A,D(

¯̂
A)) es autoadjunta.

Además tenemos el siguiente hecho para un operador autoadjunto Â: si λ ∈ Sp(Â),

entonces existe una sucesión {un} en D(Â) ⊆ H tal que ‖(Â − λI)un ‖→ 0 cuando

n→∞. Esto implica que el espectro residual de Â es vaćıo, y σ(Â) = σp(Â) ∪ σc(Â).

Un resultado conocido en teoŕıa espectral [41] garantiza que para un operador autoad-

junto Â si λ /∈ Sp(Â), entonces

‖ (Â− λI)−1 ‖≤ 1

dist(λ, Sp(Â))
. (4.1)

DEFINICIÓN 4.1. Sea Â un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert (H, 〈, 〉) y

0 < ε� 1, un parámetro pequeño. Un ε-cuasimodo del operador Â es un par (λ, u) donde

λ ∈ R y u ∈ D(Â) ⊆ H que satisfacen

‖ (Âu− λu ‖≤ ε, (4.2)

‖ u ‖= 1. (4.3)
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LEMA 4.1. Si (λ, u) es un ε-cuasimodo de Â, entonces la distancia entre el espectro de

Â y λ es de orden ε, es decir,

Sp(Â) ∩ [λ− ε, λ+ ε] 6= ∅. (4.4)

Demostración. Supongamos que λ /∈ Sp(Â) , entonces por definición tenemos

‖ (Â− λI)−1 ‖= sup
v 6=0

‖ (Â− λI)−1v ‖
‖ v ‖

>
‖ (Â− λI)−1v′ ‖

‖ v′ ‖
, (4.5)

donde v′ = (Â− λI)u. De (4.1) se sigue que

dist(λ, Sp(Â)) ≤ 1

‖ (Â− λI)−1 ‖

≤ ‖ v′ ‖
‖ (Â− λI)−1v′ ‖

=‖ (Â− λI)u ‖≤ ε.

Observación 4.1. En otras palabras, la condición (4.4) significa que existe un µ ∈ Sp(Â),

tal que | λ − µ |≤ ε. Pero no siembre es verdad que u esta cerca de un vector propio de

Â. Enfatizamos aqúı que no asumimos que el espectro sea discreto.

En esta parte, nuestro objetivo es presentar algunos métodos de construcción de cua-

simodos para operadores ~-pseudodiferenciales de Weyl. Recuerde que para una función

suave H = H(p, x) en R2n
p,x que satisface la condición

| H(k)(p, x) |≤ Ck(1+ ‖ x ‖ + ‖ p ‖)r,

para cualquier multíındice k, uno puede asociar un operador de Weyl Ĥ = H(−ih ∂
∂x
, x)

cuyo dominio de definición es el espacio de Schwartz (ver, por ejemplo, [18], pag 377) y

el cual es esencialmente autoadjunto en el espacio de Hilbert estándar (L2(Rn), 〈, 〉L2),

donde

〈ψ1, ψ2〉L2 =

∫
Rn
ψ1(x)ψ̄2(x)dx.

Aśı, el problema de la cuantización semiclásica es construir un cuasimodo (λ, ψ ∈ L2) de

Ĥ mod(~N) para N > 1, es decir,

‖ (Ĥ − λ)ψ ‖L2= O(~N),



CAPÍTULO 4. CUANTIZACIÓN SEMICLÁSICA 52

‖ ψ ‖L2= 1 +O(~).

Como mencionamos previamente, un método general para construir tales cuasimodss

es el operador canónico de Maslov [36], [37]. Nuestro objetivo es discutir algunos aspec-

tos anaĺıticos y geométricos del método alternativo al método de Maslov basado en la

representación integral para cuasimodos debido a Karasev [24], [25].

4.2. Operador de Schrodinger Unidimensional

Empezamos con el análisis de un caso estándar: el operador de Schrodinger unidimen-

sional en el ĺımite semiclásico,

Ĥ = −~
2

2

d2

dx2
+ U(x), ~→ 0, (4.6)

donde el potencial U ∈ C∞(R) esta acotado por abajo por una constante [35], [39], [20],

[19] . Entonces, Ĥ es esencialmente autoadjunto sobre C∞0 (R).

Considere el correspondiente sistema Hamiltoniano sobre el plano R2
p,x :

ṗ = −∂H
∂x

, ẋ =
∂H

∂p
, (4.7)

donde el Hamiltoniano H = p2

2
+ U(x) es el śımbolo de Weyl de Ĥ. Asuma que un

conjunto abierto O en R2
p,x esta trivialmente foliado por trayectorias periódicas {γE}E∈∆

del sistema Hamiltoniano (4.7) , donde

γE ⊆ SE := {(p, x) | H(p, x) = E}

es una componente compacta conexa regular del conjunto de nivel de enerǵıa E de H.

Paramétricamente tenemos

γE = {p = p(α,E), x = x(α,E) 0 ≤ α ≤ 2π}, (4.8)

donde

p(α,E) = p(α + 2π,E), x(α,E) = x(α + 2π,E)
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son funciones 2π-periódicas en α determinadas por las soluciones

P (t, E) = p(α,E) |α=$(E)t, X(t, E) = x(α,E) |α=$(E)t

del sistema Hamiltoniano (4.7) con valor inicial

P (t, E) |t=0= σ1(E), X(t, E) |t=0= σ2(E),

donde ∆ 3 E 7→ σ(E) = (σ1(E), σ2(E)) ∈ O es una curva suave transversal al campo

vectorial Hamiltoniano XH = (−∂H
∂x
, ∂H
∂p

) e intersecta a cada trayectoria en un punto. El

periodo T (E) = 2π
$(E)

de γE está dado por

T (E) =
dA(E)

dE
,

donde

A(E) :=

∫
D(E)

dp ∧ dx =

∮
γE

pdx

es el área del dominio D(E) ⊂ R2 acotado por γE. Aśı, en el dominio O ≈(a1, a2) × S1,

uno puede introducir las llamadas coordenadas de acción-ángulo (I, αmod 2π) definadas

por

I = A(E), α =
2πt

T (E)
.

En estas coordenadas, el Hamiltoniano H depende sólo de I. Observe que en términos

del potencial V , las condiciones de la existencia de las trayectorias periódicas se verifican

como sigue. Para E ∈ ∆, la componente conexa regular γE del conjunto de nivel de enerǵıa

E es una trayectoria periódica si el potencial satisface la propiedad:

x− = mı́n{x | (p, x) ∈ γE} and x+ = máx{x | (p, x) ∈ γE}

son ráıces distintas de V (x) = E y V
′
(x−) < 0 y V

′
(x+) > 0.

Como es bien conocido [35], [39], [20], [19] , la cuantización semiclásica de las trayectorias

periódicas γE en R2 del sistema Hamiltoniano (4.7) produce los siguientes cuasimodos

(λk, ψk) mod ~2 del operador de Schorodinger 1-dimensional Ĥ, donde los valores propios
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asintóticos son dados por λk = Ek y E = Ek satisface la regla de cuantización de Bohr-

Sommerfeld

A(E)

2π
= ~

(
k +

m

4

)
, (4.9)

donde k ∈ Z es un número cuántico que satisface k ∼ 1
~ y m = mγ ∈ Z es el ı́ndice

de Maslov de la curva cerrada orientada en R2. El cuasimodo ψk puede representarse

de diferentes maneras (ver, por ejemplo, [35] ). Aqúı, describimos ψk usando un ansatz

integral para cuasimodos debido a Karasev [25], [24] lo cual está basado en una idea

de Heller [21] sobre la representación de autoestados como superposición de paquetes de

onda Gaussiana. Una aproximación similar que explota la noción de estados coherentes

fué sugerida en [20], [19], [39].

Ahora , fijando un nivel de enerǵıa E ∈ ∆, introduciremos los siguientes objetos aso-

ciados a la trayectoria periódica γ = γE. Usando la parametrización (4.8), denifimos una

función suave J (”Jacobiano”) no nula y 2π-periódica en α por

J(α) :=
∂ (x(α,E) + ip(α,E))

∂α
6= 0, (4.10)

con

J(α + 2π) = J(α). (4.11)

La propiedad de no degeneración se sigue de la regularidad de la curva parametrizada

γ (i.e. la velocidad de γ es dintinta de cero en cada punto). Aśı, podemos introducir la

aplicación j : γ → S1 ↪→ C como

j :=
J2

| J |2

la cual aplica la curva paramétrica cerrada γ en el ćırculo unitario S1 del plano complejo.

En este caso, es posible hablar del winding number wn(γ) a lo largo de γ el cual representa

el número de vueltas que la curva γ hace en el sentido positivo (del reloj) alrededor del

origen cuando el parámetro α va de 0 a 2π. Explicitamente, introducimos la 1-forma

sobre γ por

µ := −j∗
(

dz

2πiz

)
. (4.12)
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LEMA 4.2. Se verifican las siguientes relaciones

mγ :=

∮
γ

µ = −2 wn(γ) ∈ 2Z (4.13)

y

J(α) =| J(α) | exp(−iπ
∫ α

α0

µ) · eiφ0 . (4.14)

Aqúı, la integral se toma sobre un segmento de la curva γ con los puntos extremos corres-

pondiendo a los valores α0 y α.

Demostración. Tenemos J(α) =| J(α) | eiφ(α), donde φ(α) = Arg J(α). Entonces, por

definición (4.12), tenemos

µ = −
(

J2

| J |2

)∗(
dz

2πiz

)
=
−2idφ

2πi
= −dφ

π
.

Se sigue que

J(α) =| J(α) | exp(−iπ
∫ α

α0

µ),

y por la condición de periodicidad (4.11), concluimos que

exp(−iπ
∫ α+2π

α0

µ) = exp(−iπ
∫ α

α0

µ)

y por lo tanto exp(−iπ
∫ α+2π

α
µ) = 1. Esto implica que∫ α+2π

α

µ =

∫ 2π

0

µ = 2s, s ∈ Z

para cada α. Finalmente,

mγ =

∮
γ

µ = −2

∫ 2π

0

φ′(α)dα = −2 wn(γ) ∈ 2Z.

EJEMPLO 4.1. Consideremos el Hamiltoniano del oscilador armónico unidimensional:

H =
p2

2
+
x2

2
.
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Las trayectorias del oscilador armónico con enerǵıa E admiten la siguiente parametriza-

ción,

γE = {p = (E)
1
2 cosα, x = (E)

1
2 senα }. (4.15)

En consecuencia el Jacobiano es:

J(α) := i(E)
1
2 (cosα− i senα) = i(E)

1
2 e−iα.

Aśı, en este caso,

µ =
dα

π
y mγ = 2. (4.16)

Note que como una consecuencia de (4.14) tenemos la representación

J
1
2 (α) =| J(α) |

1
2 exp(−iπ

2

∫ α

α0

µ) · e
1
2
iφ0 ,

y por tanto, esta función no es 2π-periodica en α debido a

J
1
2 (α + 2π) = exp(−iπ

2

∮
γ

µ)J
1
2 (α) = exp(−iπ

2
mγ)J

1
2 (α). (4.17)

Por ejemplo, si mγ = 2, entonces J
1
2 (α + 2π) = −J 1

2 (α).

Regresando a nuestro análisis general, ahora asociaremos a la órbita periódica γ = γE

una función suave con valores complejos S(x, α) ∈ C∞(Rx × Rα)⊗ C llamada fase y que

está dada por

S(x, α) := p(α)(x− x(α)) +
i

2
(x− x(α))2 +

α∫
α0

pdx.

La fase S(x, α) tiene las siguientes propiedades:

ImS(x, α) ≥ 0, (4.18)

ImS(x, α) = 0⇔ x = x(α), (4.19)

S(x, α + 2π) = S(x, α) +

∮
γ

pdx. (4.20)

Usando los datos anteriores, podemos definir para un α fijo la función:

Γα(x, ~) := J
1
2 (α)e

iS(x,α)
h = J

1
2 (α)exp

(
i

~

∫ α

α0

pdx

)
·exp

[
i

~
p(α)(x− x(α))− 1

2~
(x− x(α))2

]
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donde el último factor se llama paquete de Gauss.

Entonces, por las propiedades (Pr1), (Pr2), tenemos

Γα(x, ~) |x=x(α)= O(1),

Γα(x, ~) |x 6=x(α)= O(~∞)

cuando ~→ 0. En otras palabras, estas relaciones muestran que en el ĺımite semiclásico,

haciendo variar α, Γα(x, h) esta localizada en x sobre el intervalo [x−, x+] el cual es la

proyección de la curva γ ⊂ R2
p,x sobre el eje x.

La siguiente observación explica el significado de la regla de cuantización (4.9) en térmi-

nos de la dependencia de Γα(x, ~) en α.

LEMA 4.3. El paquete de Gauss Γα(x, ~) es 2π-periodica en α,

Γα+2π(x, ~) = Γα(x, ~)

para todo x y ~ si y sólo si la órbita periódica γ = γE satisface la regla de cuantización

(4.9),

1

2π~

∮
γ

(
pdx− π~

2
µ

)
∈ Z.

Demostración. Usando (4.20), (4.17), verificamos que

Γα+2π(x, ~) = J
1
2 (α + 2π)e

iS(x,α+2π)
~

= exp(−iπ
2
mγ) exp(

i

h

∮
γ

pdx)J
1
2 (α)e

iS(x,α)
h

= exp 2πi(−1

4
mγ +

1

2πh

∮
γ

pdx)Γα(x, ~),

esto prueba la afirmación.

Como corolario del Lema 4.3, derivamos el siguiente resultado [25].
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COROLARIO 4.1. Si la trayectoria periódica γ = γEk (o su nivel de enerǵıa E = Ek

) es cuantizada, en el sentido que la regla de cuantización (4.9) sostiene, entonces uno

puede definir el operador Kγ : C∞(γ)⊗ C −→ C∞(Rx)⊗ C dado por

Kγ(ϕ)(x) :=
1√
2π~

∫ 2π

0

Γα(x, ~)ϕ(α)
dα

2π
(4.21)

y tiene la propiedad Kγ(ϕ) ∈ L2(Rx) con

‖ Kγ(ϕ) ‖L2=

∫ 2π

0

| ϕ(α) |2 dα
2π

+O(~) (4.22)

cuando ~→ 0.

La prueba de (4.22) se basa en la aplicación del método de fase estacionaria ( ver

[35]). Observe que el espacio C∞(γ) se identifica precisamente con las funciones suaves

2π-periodicas sobre R.

Observe que el lado derecho de (4.21) es precisamente una integral sobre la curva

orientada cerrada γ con respecto a la medida normalizada dσ = dα
2π

(ver, Sección 3).

Aśı, llegamos a nuestro resultado principal para la construcción de cuasimodos para el

operador de Schrödinger unidimensional.

TEOREMA 4.1. Cada órbita periódica cuantizada γ = γEk induce el cuasimodo (λ =

Ek, ψ = Kγ(1)) de Ĥ mod ~2.

Una prueba detallada de este hecho se presenta en la siguiente sección para un caso más

general (caso multidimensional) para una más amplia clase de operadores de Weyl . Aqúı,

presentamos una derivación directa de los cuasimodos ilustrando las ideas principales de

la construcción.

Como hemos mencionado en la introducción, la idea es trasladar el problema espectral

inicial para el operador Ĥ = H(p̂, x̂) (un operador de Weyl de los generadores p̂ = −ih d
dx
,

x̂ = x del álgebra de Heiseberg) al problema espectral L̂γϕ = λϕ en el espacio de Hilbert

L2(γ) de las funciones de cuadrado integrable sobre el conjunto compacto, i.e. sobre la
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curva cerrada γ. El operador L̂ = L̂γ será representado por una función de Weyl de los

siguientes operadores

P̂ := p(α)− i~D̂, (4.23)

X̂ := x(α)− ~D̂, (4.24)

donde

D̂ :=

(
J−1 d

dα
+

1

2

d

dα
(J−1)

)
. (4.25)

Notemos que

[P̂ , X̂ ] = −i~Î , (4.26)

por lo que los operadores (4.23) y (4.24) también son generadores del álgebra de Heisen-

berg.

Más aún, por cálculo directo se puede verificar

p̂(K̂γ(ϕ)) = K̂γ(P̂(ϕ)), (4.27)

x̂(K̂γ(ϕ) = K̂γ(X̂ (ϕ)), (4.28)

para todo ϕ ∈ C∞(γ). Supongamos que V es una función polinomial o anaĺıtica. Entonces,

se sigue de (4.27), (4.28), que para el operador de Schrodinger Ĥ (4.6), tenemos la fórmula

de conmutación

Ĥ ◦ K̂γ = K̂γ ◦ L̂γ, (4.29)

donde

L̂γ =
P̂2

2
+ V (X̂ ) (4.30)

es un operador de Weyl actuando sobre funciones en α . El siguiente paso es obtener una

aproximación al operador L̂γ de orden ~2 . Primero, observemos que

P̂2

2
=
p2(α)

2
− i~

2

(
p(α) ◦ D̂ + D̂ ◦ p(α)

)
− ~

2

2
D̂2.

Tomando el desarrollo de Taylor del potencial V en los puntos x(α):

V (x) = V (x(α)) + V ′(x(α))(x− x(α)) +
1

2
V ′′(x(α))(x− x(α))2 +O((x− x(α))3),
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tenemos que la cuantización simétrica x− x(α) 7→ −~D̂ implica que

V (X̂ ) = V (x(α))− ~
2

(
V ′(x(α)) ◦ D̂ + D̂ ◦ V ′(x(α))

)
(4.31)

+
~2

2

(
V ′′(x(α)) ◦ D̂2 + D̂2 ◦ V ′′(x(α))

2

)
+O(~3).

De esto se sigue que L̂γ = L̂γ +O(~2), donde

L̂γ =

(
p2(α)

2
+ V (x(α)

)
(4.32)

− i~
2

(
(p(α)− iV ′(x(α)) ◦ D̂ + D̂ ◦ (p(α)− iV ′(x(α)

2

)

Ahora, tomando en cuenta que γ = γEk es una órbita periódica del sistema Hamiltoniano,

tenemos p(α) = $ dx
dα

y V ′(x(α)) = −$ dp
dα

y por lo tanto

(p(α)− iV ′(x(α)) = $
d(x(α) + ip(α)

dα
= $J(α).

Finalmente, obtenemos

L̂γ = Ek −
i~
2
$
d

dα
.

De aqúı se sigue que ϕ = 1 es una función propia del operador L̂γ asociado al valor propio

λ = Ek.

EJEMPLO 4.2. Considere el operador de Schrodinger asociado al oscilador harmónico

Ĥ = −~
2

2

d2

dx2
+
x2

2
.

De acuerdo al ejemplo 4.1, la cuantización de las órbitas periódicas (4.15) y (4.16) dan

Ek = ~(k +
1

2
)

los cuales coinciden con los valores exactos de los valores propios de Ĥ (ver, Sección 2.4).

Más aún, se sigue de (4.31), (4.32) que, en el caso V = x2

2
, todos los restos de orden

~2, ~3 se anulan y por lo tanto la fórmula integral para cuasimodos (4.21) da las funciones

propias exactas ψk(x) = Kγ
Ek

(1)(x) de Ĥ. Expĺıcitamente
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ψk(x) =
(2Ek)

1
4

(2π~)
1
2

∫ 2π

0

exp

(
i

~

[
~kα− Ek

2
sen2α + (2Ek)

1/2xcosα

])
·

·exp
(
−(x− (2Ek)

1/2senα)2

2~

)
dα

2π
.

Es interesante notar que existen varios modelos integrables conocidos cuys cuasimodos

semiclásicos coinciden con los valores propios exactos, uno de estos es el problema de

Kepler (ver, además, Sección 2.4).

4.3. Cuantización semiclásica de toros cuasiperiódi-

cos

En esta sección vamos a generalizar los resultados sobre la construcción de cuasimodos

de la sección anterior para el caso multidimensional. El método semiclásico tradicional

para construir cuasimodos es el Método del operador canónico de Maslov [35]. Nuestro

propósito es dar una exposición detallada de un enfoque alternativo desarrollado por Ka-

rasev [25], [24], basado en una representación integral sobre subvariedades lagrangianas.

La idea de este enfoque fué desarrollado a partir del trabajo de Heller [21] sobre superpo-

sición de estados de Gauss. Algunos resultados en esta dirección se pueden encontrar en

[29], [39].

Antes de formular los resultados principales introduciremos algunas definiciones y es-

tableceremos la notación.

4.3.1. Objetos Principales y sus Propiedades

Jacobiano.- Consideremos el sistema Hamiltoniano (R2n, ω = dp ∧ dx,H(p, x)). Sea

Λ ⊂ R2n una subvariedad regular compacta y lagrangiana difeomorfa a un n-toro, es decir

ω|Λ = 0, (4.33)
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Λ = {p = p(α), x = x(α)} ≈ Tn = S1 × . . .× S1

donde p(α) = p(α1, . . . , αn) y x(α) = x(α1, . . . , αn) son funciones vectoriales suaves 2π-

periódicas en cada αj(j = 1, . . . , n). La condición (4.33) es equivalente a:

∂p

∂αi
· ∂x
∂αj
− ∂p

∂αj
· ∂x
∂αi

= 0 ∀i, j.

Ahora, fijemos una forma de volumen (medida) normalizada en Λ:

dσ =
1

(2π)n
χ(α)dα1 ∧ . . . ∧ dαn.

donde χ > 0 es una función suave positiva en Λ y∫
Λ

dσ = 1.

Definamos la matriz M(α) de dimensión n× n por:

M(α) = (Mkj(α)) :=

(
∂(xk(α) + ipk(α))

∂αj

)
.

M(α) es suave, 2π-periódica en cada αj y no singular, es decir:

J(α) := detM(α) 6= 0, (4.34)

donde J(α) es llamado Jacobiano.

Además, se define la función matricial N = N(α) en Λ por

N(α) := (MT (α))−1 = M−T (α), (4.35)

en particular
∑n

j=1Nij(α)
(
∂(xk(α)+ipk(α))

∂αj

)
= δik.

Notece que en el caso unidimensional n = 1, N(α) = J−1(α).

La fórmula de Liouville para determinantes implica el siguiente

LEMA 4.4. El Jacobiano J(α) satisface las relaciones

J−1 ∂J

∂αk
= −tr

(
N−1 ∂N

∂αk

)
≡ tr

(
M−1∂M

∂αk

)
(4.36)

para k = 1, . . . , n.

Donde, ∂M
∂αk

:=
(
∂Mij

∂αk

)
.
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Divergencia de campos. Sea

v = vj(α)
∂

∂αj

un campo vectorial en Λ en coordenadas locales. Se define un operador diferencial de

primer orden σv : C∞(Λ)→ C∞(Λ) adjunto con respecto a dσ como

σv := −v − divσ(v),

donde divσv denota la divergencia de v respecto a σ y está dada por

divσ(v) :=
∂vj(α)

∂αj
+

1

χ
vj(α)

∂χ

∂αj
,

la cual cumple la propiedad

divσ(gv) = v(g) + gdivσ(v),

para todo g ∈ C∞(Λ).

LEMA 4.5. Para ϕ1, ϕ2 ∈ C∞(Λ) arbitrarios, se cumplen∫
Λ

ϕ1(α) · v(ϕ2)(α)dσ =

∫
Λ

(σv(ϕ1)(α)) · (ϕ2)(α)dσ (4.37)

y

1

2
(v −σ v) = v +

1

2
divσ(v). (4.38)

Demostración. Se tiene la igualdad

(ϕ1χvi)
∂

∂αi
(ϕ2) =

∂

∂αi
(ϕ1χviϕ2)−χvi

∂

∂αi
(ϕ1) ·ϕ2−χ

(
1

χ
vi

∂

∂αi
χ

)
ϕ1ϕ2−χ

(
∂vi
∂αi

)
ϕ1ϕ2

la cual implica:

ϕ1χv(ϕ2) =
∂

∂αi
(ϕ1χviϕ2)− χ

(
v(ϕ1) +

1

χ
v(χ)ϕ1 +

∂vi
∂αi

ϕ1

)
ϕ2.

Esta igualdad e integración por partes prueba (4.37).

La fórmula (4.38) es por definición de σv.
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Consideremos los siguientes campos vectoriales

∂j := Njk(α)
∂

∂αk
, j = 1, ..., n. (4.39)

Es claro que estos campos vectoriales forman una base {∂j}nj=1.

Observece que en el caso n = 1, la fórmula (4.39) toma la forma ∂ = 1
J
d
dα

.

En el caso χ = 1, se puede verificar que se tiene las representaciones

divσ(∂j) =
∂Njk(α)

∂αk
, (4.40)

σ∂̂j = −∂j −
∂Njk(α)

∂αk
. (4.41)

COROLARIO 4.2. Para cada g ∈ C∞(Λ), tenemos∫
Λ

∂j(g)dσ = −
∫

Λ

divσ(∂j)gdσ, (4.42)

donde

divσ(∂j) =
∂Njk(α)

∂αk
+

1

χ
Njk(α)

∂χ

∂αk
. (4.43)

Además

σ∂̂j = −Njk(α)
∂

∂αk
− ∂Njk(α)

∂αk
− 1

χ
Njk(α)

∂χ

∂αk
.

Sea {ηj}nj=1 la base dual de (4.39) en Λ. Notemos que las 1-formas ηj son cerradas y

están dadas por

ηj := d(xj + ipj) = Mjk(α)dαk.

LEMA 4.6. Los campos vectoriales ∂1, ..., ∂n (4.39) conmutan, es decir:

[∂i, ∂j] = 0 ∀i, j.

Demostración. Usando la fórmula de Cartan para la diferencial exterior d:

dη(X, Y ) = X(η(Y ))− Y (η(X))− η([X, Y ])

para campos vectoriales arbitrarios X, Y y una 1-forma η en Λ, obtenemos

0 = dηs(∂i, ∂j) = −ηs([∂i, ∂j]).
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El Campo Vectorial vH . Para cada H ∈ C∞(Λ), se puede asociar el campo vectorial

complejo vH en Λ definido por

vH :=
(
Hpj − iHxj

)
∂j =

(
Hpj − iHxj

)
Njk

∂

∂αk
, (4.44)

donde se denota Hpj(α) := ∂H
∂pj

(p(α), x(α)), Hxj(α) := ∂H
∂xj

(p(α), x(α)).

De la propiedad divσ(gv) = v(g) + gdivσ(v) para la divergencia, tenemos

divσ(vH) =
(
Hpj − iHxj

)
divσ(∂j) + ∂j

(
Hpj − iHxj

)
. (4.45)

Tenemos la siguiente observación. Sea F = (Fjs(α)) la matriz n×n que es 2π-periodica

en αj y definida por las relaciones:

[∂j, vH ] = Fjs∂s. (4.46)

LEMA 4.7. Se cumplen las identidades

trF = ∂j
(
Hpj − iHxj

)
, (4.47)

J−1vH(J) = − tr(N−1vH(N)) ≡ tr(M−1vH(M)), (4.48)

1

J
vH(J) + (Hpk − iHxk) divσ ∂k =

1

χ
vH(χ). (4.49)

Demostración. Las primeras dos igualdades (4.47) y (4.48) son consequencia directa de

(4.44), (4.36) y [∂i, ∂j] = 0. Vamos a probar (4.49). De la fórmula (4.45) tenemos

∂j
(
Hpj − iHxj

)
= divσ(vH)−

(
Hpj − iHxj

)
divσ(∂j).

De esta igualdad y la fórmula (4.47), derivamos que

trF = divσ(vH)−
(
Hpj − iHxj

)
divσ(∂j). (4.50)

Usando la indentidad

i[X,Y ]η = LX(iY η)− iY (LXη),

obtenemos que

i[∂j ,vH ]dαs = L∂j((ivHdαs)− ivH (L∂jdαs).
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Notemos que

i[∂j ,vH ]dαs = FjkNks,

L∂j(ivHdαs) = ∂j(Hpk − iHxk) ·Nks + (Hpk − iHxk) · ∂jNks,

ivH (L∂jdαs) = vH(Njs).

Entonces, se tiene

FjkNks = ∂j(Hpk − iHxk) ·Nks + (Hpk − iHxk) · ∂jNks − vH(Njs). (4.51)

Tomando en cuenta que ∂jNks = Njm
∂Nks
∂αm

y

∂jNks ·Ms′s = Njm
∂Nks

∂αm
Ms′s,

y multiplicando la igualdad (4.51) por Ms′s y sumando para s, obtenemos que

Fjs′ = ∂j(Hps′
− iHxs′

) + (Hpk − iHxk)Njm
∂Nks

∂αm
Ms′s −Ms′svH(Njs).

Finalmente, tomando en esta igualdad j = s′, sumando para j y usando las fórmulas

(4.43), (4.47) y (4.48) derivamos la fórmula (4.49)

1

J
vH(J) = −(Hpk − iHxk) divσ ∂k +

1

χ
vH(χ).

Conmutación con la Función Exponencial. Ahora derivaremos una fórmula de

conmutación con la función exponencial. Se define la fase S como una función suave en

Rnx × Rnα :

S(x, α) := 〈p(α), (x− x(α))〉+
i

2
‖x− x(α)‖2 +

∫ α

α0

〈p, dx〉. (4.52)

Sea ∇αS = ∂S
∂α

=
(
∂S
∂α1

, . . . , ∂S
∂αn

)
donde

∂S

∂αj
= −i

n∑
k=1

(xk − xk(α))
∂(xk(α) + ipk(α))

∂αj
.

Notemos que

∇αS = −iMT (α)(x− x(α)).
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Lo cual implica que

(x− x(α)) = iN(α)∇αS,

donde la matriz N(α) esta dada en (4.35). Por otro lado, para∇xS = ∂S
∂x

=
(
∂S
∂x1
, . . . , ∂S

∂xn

)
se deduce

∇xS = p(α)− i(x− x(α)).

Entonces

∇xS = p(α)−N(α)∇αS,

x = x(α) + iN(α)∇αS.

De aqúı, para los operadores vectoriales p̂ = p̂x = −i~∇x, x̂ = x, obtenemos las igualdades

vectoriales

p̂
(
e
iS
~

)
= e

iS
~

(
p(α)−N(α)

∂S

∂α

)
=

(
p(α) + i~N(α)

∂

∂α

)
e
iS
~ ,

x̂
(
e
iS
~

)
= e

iS
~

(
x(α) + iN(α)

∂S

∂α

)
=

(
x(α) + ~N(α)

∂

∂α

)
e
iS
~ ,

ó bien

p̂j

(
e
iS
~

)
=

(
pj(α) + i~Njk(α)

∂

∂αk

)
e
iS
~ ,

x̂j

(
e
iS
~

)
=

(
xj(α) + ~Njk(α)

∂

∂αk

)
e
iS
~ ,

para j = 1, . . . , n.

De aqúı se obtiene el siguiente resultado

LEMA 4.8. Para p̂j = −i~ ∂
∂xj

y x̂j = xj, se cumplen las siguientes identidades

p̂j

(
e
iS
~

)
= (pj(α) + i~∂j) e

iS
~ , (4.53)

x̂j

(
e
iS
~

)
= (xj(α) + ~∂j) e

iS
~ , (4.54)

para j = 1, . . . , n, donde los campos vectoriales ∂j se definen por (4.39).
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4.3.2. Operador Integral de Karasev

Usando el Jacobiano J : Λ→ C (4.34) se define la 1-forma cerrada en Λ:

µ := −
(
J2

|J |2

)∗(
dz

2πiz

)
. (4.55)

DEFINICIÓN 4.2. La clase de cohomoloǵıa de µ es llamada clase de Maslov de la

subvariedad Lagrangiana Λ.

Para cada i = 1, 2, ..., n, definimos el 1-ciclo fundamental γi en Λ como la curva dada

por

γj = {α1 = 0, . . . , 0 ≤ αj ≤ 2π, . . . , αn = 0}.

DEFINICIÓN 4.3. Se define el ı́ndice de Maslov del 1-ciclo γi en Λ por

mj =

∮
γj

µ.

Se puede probar que mi ∈ 2Z.

Análogamente, como en el caso unidimensional, se demuestra que bajo la condición de

cuantización

1

2πh

∮
γi

(
〈p, dx〉 − πh

2
µ

)
∈ Z(j = 1, . . . , n) (4.56)

la función J
1
2 (α)e

iS(x,α
~ es 2π-periódica en cada αj.

Se define el operador KΛ : C∞(Λ)→ C∞(Rnx) por

K(ϕ)(x) =
1

(2πh)
n
2

∫
Λ

J
1
2 (α)e

iS(x,α)
h ϕ(α)dσ

=
1

(2πh)
n
2

∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

J
1
2 (α)e

iS(x,α)
h ϕ(α)

dα1 ∧ . . . ∧ dαn
(2π)n

.

(4.57)

Usando (4.37) y las fórmulas (4.40) y (4.41), deducimos la siguiente fórmula básica

∫
Λ

J
1
2 (α)∂j

(
e
iS(x,α)

~

)
ϕ(α)dσ =

∫
Λ

J
1
2 (α)e

iS(x,α)
~ [σ∂̂j −

1

2J
∂jJ ]ϕ(α)dσ

=

∫
Λ

J
1
2 (α)e

iS(x,α)
~ [−∂j −

∂Njk

∂αk
− 1

2J
∂jJ ]ϕ(α)dσ.
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LEMA 4.9. Para p̂j = −i~ ∂
∂xj

y x̂j = xj se tiene

p̂j(K̂(ϕ)) = K̂(P̂j(ϕ)),

x̂j(K̂(ϕ)) = K̂(X̂j(ϕ)),

donde los operadores diferenciales en C∞(Λ) estan dados por

P̂j := pj(α)− i~D̂j,

X̂j := xj(α)− ~D̂j

y

D̂j := −σ∂̂j +
1

2J
∂jJ = ∂j +

∂Njk

∂αk
+

1

2J
∂jJ (4.58)

para j = 1, . . . , n.

Demostración. De la fórmula (4.53) tenemos:

p̂jK(ϕ) =

∫
Λ

J
1
2 p̂j

(
e
iS
~

)
ϕdσ =

∫
Λ

(pj(α) + i~∂j)
(
e
iS
~

)
J

1
2 (α)ϕ(α)dσ.

Sea Ij :=
∫

Λ
∂j

(
e
iS
~

)
J

1
2ϕdσ. Por cálculo directo tenemos:

∂j

(
e
iS
~

)(
J

1
2ϕ
)

= ∂j

(
e
iS
~ · J

1
2 · ϕ

)
−
(
J

1
2 e

iS
~

)[
∂jϕ+

1

2

∂jJ

J
ϕ

]
. (4.59)

Usando (4.42) y (4.59) tenemos:

Ij =

∫
Λ

∂j

(
e
iS
~ J

1
2ϕ
)
dσ−

∫
Λ

J
1
2 e

iS
~

[
∂jϕ+

1

2

∂jJ

J
ϕ

]
dσ = −K

(
∂jϕ+ div(∂j) +

1

2

∂jJ

J
ϕ

)
.

De esto se sigue la demostración del lema, tomando en cuenta que σ(∂j) =
∂Njk
∂αk

y que

en este caso χ = 1.

Observación 4.2. En el caso n = 1, la fórmula (4.58) coincide con (4.25).
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4.3.3. Resultados Principales

Primero, usando las notaciones de la subseccion anterior, vamos a formular un resultado

sobre el operador de conmutación. Este tipo de resultados se presentan en [24], [25] y [29].

Nuestro principal aporte es dar una derivación detallada de los resultados sobre el operador

de conmutación que es muy dif́ıcil de encontrar en la literatura.

Dado un śımbolo H ∈ C∞(R2n
p,x), por Ĥ = H(p̂, x̂) entenderemos un operador pseudo-

diferencial en el sentido de Weyl, es decir, cuantizacion simétrica [43]. Por ejemplo, en el

caso del operador de Schrodinger, se tiene la función

H(p, x) =
n∑
j=1

1

2
p2
j + V (x)

y el operador pseudo-diferencial que le corresponde es:

Ĥ = H(p̂, x̂) = −~
2

2

n∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ V (x)

TEOREMA 4.2. Sean (Λ, dσ,H) una terna que consiste de

una subvariedad regular Lagrangiana compacta Λ ⊂ R2n difeomorfa al n-toro,

Λ = {p = p(α), x = x(α)} ≈ Tn;

una forma de volumen normalizada en Λ,

dσ =
χ

(2π)n
dα1 ∧ ... ∧ dαn;

el simbolo H ∈ C∞(R2n
p,x) de un operador ~-pseudodiferencial de Weyl Ĥ = H(p̂, x̂).

Si Λ satisface la condicion de cuantización, entonces para cada ϕ ∈ C∞(Λ), se tiene

que

Ĥ(K̂(ϕ)) = K̂
(
H |γ ϕ− i~b̂H(ϕ) +O(~2)

)
, (4.60)

y

‖ K̂(ϕ) ‖L2(R)=‖ ϕ ‖L2(Λ) +O(~). (4.61)
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Donde K̂ es el operador integral de Karasev (4.57), b̂H : C∞(Λ)→ C∞(Λ) es el operador

lineal definido por

b̂H := vH +
1

2
divσ(vH) +

1

2χ
vH(χ) (4.62)

y el campo vectorial vH sobre Λ esta dado por (4.44),

vH =<
∂H

∂p
− i∂H

∂x
,M−T (α)

∂

∂α
> .

Como una consequencia de este Teorema, se puede derivar el siguiente resultado sobre

cuasimodos.

TEOREMA 4.3. Supongamos que bajo las hipotesis del Teorema 4.2, se cumplen las

condiciones

el Hamiltoniano H es constante a lo largo de Λ,

H |Λ= E = const; (4.63)

la medida

dσ =
1

(2π)n
dα1 ∧ ... ∧ dαn

es XH-invariante,

divσ(XH | Λ) = 0 (4.64)

Entonces (ψ = K(1), λ = E) es un cuasimodo de Ĥ modO(~2).

Observación 4.3. Por el Lema 1.1, la condición (4.63) es equivalente a la invarianza de

Λ con respecto al flujo del campo vectorial Hamiltoniano XH = −∂H
∂x
· ∂
∂p

+ ∂H
∂p
· ∂
∂x

,

XH(p, x) ∈ T(p,x)Λ ∀(p, x) ∈ Λ. (4.65)

Por lo tanto, la afirmación del Teorema 4.3 es verdad bajo las condiciones (4.65) y (4.64).

Más aún, en el caso unidimensional n = 1, las condiciones (4.63) y (4.64) se cumplen

automáticamente si Λ = γ es una trayectoria periódica de XH .
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4.3.4. Demostracion de los Resultados Principales

Vamos a presentar la prueba del Teorema 4.2 en varios pasos.

Expancion de operadores de Weyl. Definimos los operadores vectoriales

A := (p(α), x(α)) = (p1(α), ..., pn(α), x1(α), ..., xn(α)) , (4.66)

y

B :=
(
−iD̂,−D̂

)
=
(
−iD̂1, ...,−iD̂n,−D̂1, ...,−D̂n

)
, (4.67)

donde los operadores D̂j se definen por D̂j := ∂j +
∂Njk
∂αk

+ 1
2J
∂jJ . Se tiene

[[B,A],A] = 0.

Para el operador de Weyl H(A + ~B), se tiene la expansión en ~ (ver, por ejemplo,

[22],[23], [33] y el APÉNDICE A)

H(A+ hB) = H(p(α), x(α)) (4.68)

+ ~
(
< ∇H(A),B > +

1

2

(
tr(d2H(A) · [B,A])

))
+O(~2).

Observación 4.4 (Cuantización de Weyl). La fórmula (4.68) se sigue de [22], [23] y del

siguiente argumento. Se tienen las identidades:

∂aH(Â) ◦ B̂a =
1

2

(
∂aH(Â) ◦ B̂a + B̂a ◦ ∂aH(Â)

)
+

1

2

[
∂aH(Â), B̂a

]
y [

∂aH(Â), B̂a

]
= −

[
B̂a, Âb

]
∂2
a,bH(Â).

Aśı obtenemos la fórmula de simetrización

1

2

(
〈H(Â), B̂〉+ 〈B̂,H(Â)〉

)
= 〈H(Â), B̂〉+

1

2
tr
(

[B̂, Â]d2H(Â)
)
.

En base a la fórmula (4.68), se deriva
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LEMA 4.10. Para el operador de Weyl Ĥ se tiene la siguiente ~-expansión

H(A+ hB) = H(p(α), x(α)) (4.69)

− i~
(
vH +

1

2
divσ(vH)

)
+O(~2).

Demostración. Vamos a desarrollar el coeficiente del término ~ en la expansión (4.68).

Tomando en cuenta que D̂j := ∂j +
∂Njk
∂αk

+ 1
2J
∂jJ , se tiene

< ∇H(A),B >= −i < (Hp − iHx), D̂ >

= −i
(
vH + (Hpk − iHxk) divσ(∂k) +

1

2J
vH(J)

)
.

Además,

[B,A] =

 −i[D̂, p(α)] −i[D̂, x(α)]

−[D̂, p(α)] −[D̂, x(α)]


= −

 iN( ∂p
∂α

)T iN( ∂x
∂α

)T

N( ∂p
∂α

)T N( ∂x
∂α

)T

 .
Por otra parte

1

2

(
tr(d2H(A) · [B,A])

)
= −1

2
tr

 iN( ∂p
∂α

)T iN( ∂x
∂α

)T

N( ∂p
∂α

)T N( ∂x
∂α

)T

 Hpp Hpx

Hxp Hxx


= −1

2
tr

(
N

(
i(
∂p

∂α
)THpp + (

∂x

∂α
)THxx + i(

∂x

∂α
)THxp + (

∂p

∂α
)THpx

))
.

De aqúı, usando la igualdad

∂(iHp +Hx)

∂α
= i(

∂p

∂α
)THpp + (

∂x

∂α
)THxx + i(

∂x

∂α
)THxp + (

∂p

∂α
)THpx,

y por la fórmula (4.45), se tiene

1

2

(
tr(d2H(A) · [B,A])

)
= −1

2
tr

(
N · (∂(iHp +Hx)

∂α
)T
)

= − i
2

∂

∂αj
(Hpk − iHxk)Nkj

= − i
2

(divσ(vH)− (Hpk − iHxk) divσ(∂k)) .
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Finalmente, se deduce que

< ∇H(A),B > +
1

2

(
tr(d2H(A) · [B,A])

)
=

= −i
(
vH +

1

2
divσ(vH) +

1

2
((Hpk − iHxk) divσ(∂k)) +

1

J
vH(J)

)
.

Pero, la suma de los dos últimos términos en la parte derecha de esta igualdad es cero,

puesto que (4.49) implica que

(Hpk − iHxk) divσ(∂k)) +
1

J
vH(J) =

1

χ
vH(χ).

Entonces, esta observación junto con la fórmula (4.68), implica (4.69).

Pruebas de los Teoremas 4.2 y 4.3

Como consecuencia del Lema 4.9 tenemos el siguiente lema (ver el Apéndice 2):

LEMA 4.11. Bajo las hipoteses del Teorema 4.2, para todo ϕ ∈ C∞(Λ), se cumple

H(p̂, x̂)K(ϕ) = K(H(A+ hB)(ϕ)).

Finalmente, el Lema 4.11 junto con el Lema 4.10 prueban el Teorema 4.2.

La demostración del Teorema 4.3 es una consecuencia directa del Teorema 4.2 y el

siguiente Lema.

LEMA 4.12. Si el campo Hamiltoniano XH de una funcion H ∈ C∞(R2n
p,x) es tangente

a Λ, entonces

XH |Λ= vH =
(
Hpj − iHxj

)
∂j. (4.70)

Demostración. La condición (4.70) se escribe como

(
Hpj − iHxj

)
∂j =

(
−∂H
∂xj

∂

∂pj
+
∂H

∂pj

∂

∂xj

)
|Λ

Evaluando ambos mienbros de la igualdad en las formas ηs = d(xs + ips) y tomando en

cuenta que

ηs(∂j) = δsj, ηs(
∂

∂pj
) = iδsj y ηs(

∂

∂xj
) = δsj,
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se tiene:

ηs(XH |Λ) = ηs

[(
−∂H
∂xj

∂

∂pj
+
∂H

∂pj

∂

∂xj

)
|Λ
]

= (Hps − iHxs)|Λ

y,

ηs[(Hpj − iHxj)∂j] = (Hps − iHxs)|Λ

Aśı, ηs(XH |Λ) = ηs[(Hpj − iHxj)∂j]. Como {ηs} es base de TCΛ, de esta igualdad se

tiene XH |Λ = vH



CAPÍTULO 5

APLICACIONES

En este caṕıtulo se aplican los resultados presentados en 4.2 y 4.3 para obtener cuasi-

modos para varios modelos de la mecánica cuántica. Como primera situación, donde el

método semiclasico es más aplicado, presentamos el caso integrable, sin embargo nuestro

interés está relacionado con casos no integrables también.

5.1. Sistemas Integrables

Sea Ĥ = H(p̂, x̂) un operador de Weyl. Consideremos el espacio fase R2n
(x,p) con el

corchete de Poisson canónico:

{f, g} =
∂f

∂p
· ∂g
∂x
− ∂g

∂p
· ∂f
∂x
.

Supongamos que: el sistema Hamiltoniano (R2n
p,x, ω = dp ∧ dx,H = H(p, x)) con H el

śımbolo de Ĥ, es integrable en el sentido de Liouville, es decir, el sistema Hamiltoniano

76
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admite n-integrales primeras F1, . . . , Fn ∈ C∞(R2n) en involución, es decir,

{H,Fi} = 0, (5.1)

{Fi, Fj} = 0 (5.2)

para todo i, j = 1, . . . , n, y funcionalmente independientes en R2n es decir, el conjunto

regular de F = (F1, . . . , Fn ) : R2n → Rn, definido por

N := {(p, x) ∈ R2n | d(p,x)F1 ∧ ... ∧ d(p,x)Fn 6= 0}

es un abierto denso en R2n. El conjunto Σ = R2n \N es llamado el conjunto singular de

F , que es la unión de subconjuntos Σk, definidos por

Σk = {(p, x) | corank(d(p,x)F ) = k}, k = 1, ..., n.

Sea

F−1(c) := {(p, x) ∈ R2n | F1(p, x) = c1, . . . , Fn(p, x) = cn}.

el conjunto de nivel de F .

Para cada c ∈ F (N), el conjunto de nivel regular tiene las siguientes propiedades:

F−1(N) es una subvariedad n-dimensional en R2n que es invariante con respecto al

flujo de los campos Hamiltonianos XH , XF1 , . . . , XFn ;

el sistema Hamiltoniano XH admite una forma de volumen dσc que es invariante y

viene definida por

dσc = η1 ∧ ... ∧ ηn,

donde η1, ..., ηn son 1-formas en F−1(c) tales que ηi(XFj) = σij.

Por el Teorema de Liouville-Arnold, para cada valor regular c = (c1, ..., cn) ∈ F (N) ⊂

Rn, una componenta conexa Λc del conjunto de nivel F−1(c) tiene las siguientes propie-

dades:
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(a) Λc ⊂ R2n es un subvariedad Langrangiana, invariante con respecto al flujo del

campo Hamiltoniano XH ,

XH(p, x) ∈ T(p,x)Λc ∀(p, x) ∈ Λc;

y el Hamiltoniano H es constante a lo largo de Λc

H |Λc= E(c) = const .

(b) Si Λc es compacto, entonces Λc es difeomorfo al n-toro Tn y las trayectorias de

XH |Λc son cuasi-periodicas con frecuencias ω1(c), ..., ωn(c), es decir,

XH |Λc= ω1(c)
∂

∂α1

+ ...+ ωn(c)
∂

∂αn
,

donde αi(mod 2π) son las coordenadas ćıclicas en el toro Tn = S1 × ...S1. Este toro

cuasiperiódico Λc se llama el toro de Liouville del sistema Hamiltoniano integrable.

Además, alrededor de Λc es posible definir un conjunto especial de coordenadas llamadas

coordenadas de acción-ángulo. De forma más precisa, existen: un entorno abierto U de

Λc, un entorno abierto W de c en Rny y un difeomorfismo g : W × Tn → U tal que

Λc := g({c} × Tn) = F−1(c) ∩ U ∀c ∈ W, (5.3)

y g es simplectica

g∗(dp ∧ dx) = dy ∧ dα =
n∑
i=1

dyi ∧ dαi.

Entonces tenemos una familia n-parametrica de toros de Liouville Λc parametrizados de

manera suave por c ∈ W . Cuando se cumple la propiedad (5.3) se dice que el dominio

U está trivialmente foliado por toros de Liouville sobre W . En este caso se definen las

coordenadas de acción-ángulo I = (I1, ..., In), ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) en el dominio U como

Ii = yi ◦ g−1, ϕi = αi ◦ g−1 (mod 2π). (5.4)

Entonces estas fórmulas definen la transformación simpléctica (canónica) (p, x) 7→ (I, ϕ),

dp ∧ dx = dI ∧ dϕ =
n∑
i=1

dIi ∧ dϕi. (5.5)
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Fijemos una base de 1-ciclos en Λc:

γi(c) := g ({c} × {α1 = 0, ..., 0 ≤ αi < 2π, ..., αn = 0}) .

Entonces las coordenadas de acción en el dominio U se definen por:

Ii(c) =
1

2π

∮
γi(c)

< p, dx > (i = 1, ..., n). (5.6)

Entonces I1, .., In son integrales primeras de XH y Ii |Λc= const.

Observamos que la función inversa de (5.4) define una parametrización del toro de

Liouville:

ΛI = {p = p(I, ϕ), x = x(I, ϕ)}

que dependen suavemente de I ∈ W . La reparametrización del toro se define por

Λc = ΛI(c). (5.7)

Por las condiciones (5.1), (5.2), se deduce que las integrales primeras F1, ..., Fn y el

Hamiltoniano H en coordenadas (I, ϕ) en el dominio U sólo dependen de las coordenadas

de acción,

Fi |U= Fi ◦ I = Fi(I1, .., In), (5.8)

H |U= H ◦ I = H(I1, .., In). (5.9)

Aqui Fi y H son funciones suaves definidas en un abierto de Rn . De la propiedad (5.5)

tenemos que los campos Hamiltonianos de las funciones de acción satisfacen

iXIj dϕi = δji (5.10)

y por tanto sus flujos son 2π-periódicos. La importancia de las fórmulas (5.8), (5.9) es el

siguiente lema, cuya demostración se deduce precisamente de (5.8) y (5.9).

LEMA 5.1. El campo Hamiltoniano XH es combinación lineal de los campos Hamilto-

nianos XI1 , .., XIn:

XH =
n∑
j=1

$j(I)XIj . (5.11)
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Como una consecuencia de este Lema tenemos que:

ωj(c) = $j(I(c)), j = 1, .., n (5.12)

son las frecuencias de movimiento cuasi-periódico a lo largo de cada toro Λc, que pueden

ser calculados por las siguientes fórmulas:

$j(I) =
∂H(I1, .., In)

∂Ij
. (5.13)

Finalmente, usando coordenadas de ángulo, en el dominio U se puede definir la n-forma

Ω =
1

(2π)n
dϕ1 ∧ ... ∧ dϕn

que tiene como propiedad que su restricción a cada toro de Liouville define una forma de

volumen en Λc, es decir,

dσc = Ω |Λc (5.14)

es una n-forma no degenerada.

LEMA 5.2. La n-forma Ω es invariante con respecto al flujo del campo Hamiltoniano

XH ,

LXHΩ = 0.

La prueba es una consequencia de (5.10).

Ahora se puede aplicar el Teorema 4.3 para derivar el siguiente resultado sobre cuanti-

zación semiclásica de toros de Liouville [36].

PROPOSICIÓN 5.1. Supongamos que el simbolo H de un operador de Weyl Ĥ =

H(p̂, x̂) define un sistema Hamiltoniano integrable en el sentido de Liouville y admite un

dominio abierto U ⊂ R2n
p,x que esta trivialmente foliado por toros de Liouville {Λc}c∈W .

Entonces, el operador Ĥ tiene la siguiente serie de cuasimodos (ψk, λk), k = (k1, ..., kn) ∈

Zn, mod ~2:

λk = H(I1, .., In) |
Ij=~kj+

µj(c(k))

4

, (5.15)
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ψk(x) =
1

(2πh)
n
2

∫
Λc(k)

J
1
2 (α)e

iS(x,α)
h dσc(k), (5.16)

donde

mj(c) :=

∮
γj(c)

µ (5.17)

es el ı́ndice de Maslov del 1-ciclo (orientado) γj(c) del toro Λc, los números cuánticos

satisfacen la condición kj ∼ 1
~ y c = c(k) es solución de las ecuaciones para c ∈ W :

Ij(c) = ~
(
kj +

mj(c))

4

)
, j = 1, ..., n (5.18)

para el número cuántico k dado, que satisface la condición kj ∼ 1
~ cuando ~→ 0.

5.2. Calculo del Indice de Maslov

En esta sección, se presentan varias maneras para calcular el ı́ndice de Maslov. Para

mas detalles ver, por ejemplo, [3], [35], [29], [14].

Sea Λ = {p = p(α), x = x(α)} una subvariedad Lagrangiana en el espacio fase (M =

R2n, ω = dp ∧ dx).

Asociemos a Λ el Jacobiano J : Λ→ C definido por J(α) := det
(
∂(xk(α)+ipk(α))

∂αj

)
. Antes

de continuar, vamos a discutir el sentido geométrico de J .

Sean TCΛ y TCΛM las complexificaciones del haz tangente de Λ y haz tangente TΛM

del espacio fase restringido a Λ. Una polarización de Kähler [1], es el subhaz Π de TCM

definido por

Π := Span{Zj =
∂

∂xj
+ i

∂

∂pj
, j = 1, . . . , n} (5.19)

junto con su adjunto complejo

Π̄ := Span{Z̄j =
∂

∂xj
− i ∂

∂pj
, j = 1, . . . , n}. (5.20)

Las restricciones de Π y Π̄ a los puntos de Λ las vamos a denotar por ΠΛ ⊂ TCΛM y

Π̄Λ ⊂ TCΛM . Notemos que:

Π ∩ Π̄ = Π ∩ TCΛ = Π̄ ∩ TCΛ = {0}. (5.21)
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Consideremos ahora las distribuciones reales Lagrangianas en TM

P := Span{ ∂
∂p1

, . . . ,
∂

∂pn
} y Q := Span{ ∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xn
}.

En general,

TΛ ∩ P 6={0}, TΛ ∩Q 6={0}, (5.22)

pero

Π ∩ PC = Π̄ ∩ PC = {0} (5.23)

y

Π ∩QC = Π̄ ∩QC = {0}.

La propiedad (5.21) implica la descomposición

TCΛM = TCΛ⊕ Π. (5.24)

Entonces la descomposición (5.24) implica un morfimo (complejo) de haces vectoriales

que se define como la proyección

TCΛ→ PC a largo de Π. (5.25)

Por la propiedad (5.23), esta proyección es un isomorfismo.

LEMA 5.3. El Jacobiano del isomorfismo (5.25) de haces vectoriales se define por la

fórmula

ju =
detω(u⊗ Z)

detω( ∂
∂p
⊗ Z)

, (5.26)

donde u = (uj) es una base arbitraria de campos vectoriales (locales) en Λ, Z = {Zi =

∂
∂xj

+i ∂
∂pj
} es la base en Π y ∂

∂p
= { ∂

∂pj
} base de P. Por ω(u⊗Z) se denota la (n×n)-matriz

con las entradas ω(uj, Zk). Además, la aplicación ju
|ju| : Λ→ S ⊂ C es independiente de

la elección de la base u = (uj) y satisface

J

| J |
= (−i)n ju

| ju |
, (5.27)

donde el Jacobiano J se define por J(α) := det
(
∂(xk(α)+ipk(α))

∂αj

)
.
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Demostración. Por (5.25), para la base v = {vj = ∂
∂pj
} de P se tiene la descomposición

vk = Ckk′uk′ + (elemento de Π).

Tomando en cuenta que la distribución Π es Lagrangiana, de esta descomposición se

deduce que la matriz C = (Cjk) de proyección (5.25) esta dada por

C(u) = ω(u⊗ Z) · ω(v ⊗ Z)−1.

Observece que la matriz ω(v ⊗ Z)−1 no es singular por la propiedad (5.23) . Entonces,

ju = detC(u) =
detω(u⊗ Z)

detω(v ⊗ Z)
.

Bajo un cambio de la base u 7→ ũ de TΛ:

ũk = Tkk′uk′ ,

donde T = (Tjj′) es la función matricial de transición en Λ, se tiene

jũ = detT · ju.

Esto prueba la independencia de ju
|ju| de la elección de la base. Finalmente vamos a verificar

la fórmula (5.27). Usando la parametrización de Λ, fijemos la base (uj) como

uj =
∂ps
∂αj

∂

∂ps
+
∂xs
∂αj

∂

∂xs
.

Entonces,

ω(uj ⊗ Zk) = ω(
∂ps
∂αj

∂

∂ps
+
∂xs
∂αj

∂

∂xs
,
∂

∂xk
+ i

∂

∂pk
)

=
∂pk
∂αj
− i∂xk

∂αj
= iMkj,

donde Mkj son las entradas de la matriz M =
(
∂(xk(α)+ipk(α))

∂αj

)
y además

ω(
∂

∂pj
⊗ Zk) = δkj.
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COROLARIO 5.1. En terminos de ju, la forma µ en (4.55) esta dada por

µ = (−1)n
(

j2
u

| j2
u |2

)∗(
dz

2πiz

)
(5.28)

Entonces, fijando una base u, se puede usar la fórmula (5.28) para el cálculo del indice

de Maslov.

Observación 5.1. En general, una polarización de Kähler Π se define como una distribu-

ción de subespacios complejos en TCM que satisface la siguiente condición: la restricción

de la forma 1
2i
ω(·, ·) es definida positiva (ver, [29]). Por ejemplo, uno puede definir la

polarización de Kähler

Π = Span{Ajj′
∂

∂pj′
+

∂

∂qj
, j = 1, ..., n}

parametrizada por la matriz simétrica n× n A = (Ajj′) que satisface ImA > 0. 4

Entonces, los resultados del Lema 5.3 siguen siendo ciertos para tal elección de la

polarización de Käler Π. Más aún, la definición de la clase de Maslov es independiente de

la matriz A [29].

Caso Integrable. Sea (R2n
p,x, ω = dp ∧ dx,H = H(p, x)) un sistema Hamiltoniano

integrable que posee el conjunto de integrales primeras en involución F = (F1, ..., Fn ).

Sea Λc ⊆ F−1(c) una componente conexa del conjunto de nivel. Entoces se puede fijar una

base u = (uj) en Λc, tomando las restricciones de campos Hamiltonianos de F1, ..., Fn a

Λc,

uj = XFj |Λc , j = 1, ..., n. (5.29)

Usando que

XFj = − <
∂Fj
∂x

,
∂

∂p
> + <

∂Fj
∂p

,
∂

∂x
>

calculamos

ω(u⊗ Z) = −
(
∂Fj
∂xk

+ i
∂Fj
∂pk

)
y

ju = (−1)n det

(
∂Fj
∂xk

+ i
∂Fj
∂pk

)
|Λc . (5.30)



CAPÍTULO 5. APLICACIONES 85

Entonces, en el caso integrable se puede calcular el ı́ndice de Maslov en términos de las

integrales primeras usando las fórmulas (5.28) y (5.30).

Por otro lado, es útil recordar una relación del ı́ndice de Maslov con el winding number

[29], [14] . Consideremos el determinante de la matriz asociada de F = (F1, ..., Fn ):

∆ := det

(
∂Fj
∂xk

+ i
∂Fj
∂pk

)
: R2n → C.

Tenemos que

∆(p, x) 6= 0⇔ (p, x) ∈ N,

luego se define la función

∆

| ∆ |
: N → S1 ⊂ C. (5.31)

Sea γ = {p = p(s), x = x(s), 0 ≤ s ≤ 1} ⊂ N una curva parametrizada cerrada en el

conjunto regular, p(1) = p(0), x(1) = x(0). Sea wn(γ) el winding number de la función

(5.31) alrededor de γ. Entonces si γ ⊂ Λc ⊂ N , el ı́ndice de Maslov m(γ) de la curva γ se

calcula por la fórmula [14] :

m(γ) :=

∮
γ

µ = 2 wn(γ) =
1

π
[Arg ∆(1)− Arg ∆(0)] , (5.32)

donde s 7→ Arg ∆(s) := Arg ∆(p(s), x(s)) es continua.

Como una consecuencia: si γ es contractible en N , entonces µ(γ) = 0 .

EJEMPLO 5.1. En el caso n = 1, tenemos un sistema Hamiltoniano definido por un

campo Hamiltoniano XH = J∇H en el plano R2. Aqui J =

 0 −1

1 0

. El conjunto

regular N = R2�Σ es el complemento del conjunto singular

Σ = {(p, x) ∈ R2 | XH(p, x) = 0}

que consiste de los puntos fijos (criticos) del sistema. Sea γ = {p = p(t), x = x(t)} una

trayectoria periódica de XH , entonces

∆(t) =

(
∂H

∂x
+ i

∂H

∂p

)
|p=p(t),x=x(t) .
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En este caso, se tiene [14] :

m(γ) = 2 ind γ, (5.33)

donde ind γ es el ı́ndice de Poincare de la trayectoria periódica γ [16] . Recordamos que

un punto cŕıtico (p0, x0) ∈ Σ es

eĺıptico, si det (Jd2H) |(p0,x0)> 0;

hiperbólico, si det (Jd2H) |(p0,x0)< 0.

Supongamos que Σ consiste solo de puntos fijos aislados eĺıpticos e hiperbólicos. En-

tonces, por (5.33) se tiene

m(γ) = 2(n+ − n−), (5.34)

donde n+ y n− son los números de los puntos fijos elipticos e hiperbolicos acotados por γ

[16]. En particular, para el oscilador armónico H = p2

2
+ x2

2
, la fórmula (5.34) implica que

m(γ) = 2. 4

5.3. Modelos con S1-Simetŕıa

Consideremos el operador de Schrodinger en R2

Ĥ = −h
2

2
∆ + U(‖ x ‖), x ∈ R2, (5.35)

donde el potencial U(‖ x ‖) depende de la variable radial. El sistema Hamiltoniano en el

espacio fase (R4
0 = R2

p × (R2
x \ {0}) , ω = dp1 ∧ dx1 + dp2 ∧ dx2) que corresponde a este

operador de Schrodinger se define por el Hamiltoniano

H =
1

2
(p2

1 + p2
2) + U(‖ x ‖).

Este sistema Hamiltoniano es integrable y tiene las siguientes integrales primeras

F1 = H, F2 = p1x2 − p2x1
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las cuales verifican que {F1, F2} = 0. La segunda integral es una aplicación momento cuyo

campo Hamiltoniano

XF2 = (x2,−x1, p2,−p1)

es el generador infinitesimal de una acción de S1 (la rotacion) en el espacio fase R4. El

conjunto singular de F = (F1, F2) viene dado por

Σ = {(p1, p2, x1, x2) ∈ R4
0 | U ′(‖ x ‖) > 0, p1 = −(U ′(‖ x ‖)

1
2x2, p2 = (U ′(‖ x ‖)

1
2x1}.

Para calcular las coordenadas acción-ángulo vamos a usar las coordenadas polares de-

finidas por una transformación canónica (p1, p2, x1, x2) 7→ (pr, pφ, r, φ) en R4
0:

x1 = r senφ, x2 = r cosφ,

p1 = pr senφ+
cosφ

r
pφ, p2 = pr cosφ− senφ

r
pφ.

Entonces F2 = pφ y el Hamiltoniano toma la forma

F1 = H =
p2
r

2
+ Ueff(r, pφ),

donde

Ueff(r, pφ) = U(r) +
p2
φ

2r2
.

Supongamos que un domonio abierto en N = R4
0 �Σ esta trivialmente foliado por 2-toros

de Liouville, esto implica que el potencial efectivo Ueff(r, c2) debe cumplir lo siguiente:

existe un dominio abierto W en R2 tal que para cada c = (c1, c2) ∈ W existen dos

soluciones r = r1,2(c) de la ecuación Ueff(r, c2) = c1 con la propiedad:

r ∈ [r1(c), r2(c)] =⇒ Ueff(r, c2) ≤ c1.

En otras palabras, el conjunto de nivel p
2
r

2
+Ueff es compacto. Entonces bajo esta condición

los toros 2-dimensionales de Liouville se definen como

Λc = {H = c1, pφ = c2 }

= {p
2
r

2
+ Ueff(r, c2) = c1} × {pφ = c2}.
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Fijemos una base de 1-ciclos γ1(c) y γ2(c) de Λc por

γ1(c) = {pr = ±[2(c1 − Ueff(r, c2))]
1
2 , r1(c) ≤ r ≤ r2(c)} × {pφ = c2, φ = 0},

γ2(c) = {pr = 0, r = r1(c)} × {pφ = c2, 0 ≤ φ ≤ 2π}.

Por la fórmula (5.6), se definen las variables de acción

I1(c) =
1

π

∫ r2(c)

r1(c)

[2(c1 − Ueff(r, c2))]
1
2dr, (5.36)

I2(c) = c2. (5.37)

Entonces por la Proposición 5.1, el espectro semiclásico del operador de Schrodinger (5.35)

en este caso se define como

λk = c1(k), k = (k1, k2) ∈ Z2, (5.38)

donde la función c1 = c1(k) esta definida como una solucion de la ecuación

1

π

∫ r2(c1,hk2)

r1(c1,,hk2)

[2(c1 − Ueff(r, hk2))]
1
2dr = h

(
k1 +

m1(c)

2

)
, (5.39)

para los números enteros dados k1 ∼ 1
h

y k2 ∼ 1
h
. Aqui m1(c) es el ı́ndice de Maslov

de la curva γ1(c) y se usó el hecho de que el indice de Maslov de la curva γ2(c) es cero,

m2(c) = 0 (ver, por ejemplo, [14] ), entonces c2 = hk2.

EJEMPLO 5.2. (Modelo de tipo Coulomb). Consideremos el potencial

U = − 1

‖ x ‖
+

ε

2 ‖ x ‖2
, ε > 0.

Si ε = 0, obtenemos el potencial de Coulomb que corresponde al modelo de Kepler en el

plano. Entonces el potencial efectivo está dado por

Ueff(r, c2) = −1

r
+

(c2
2 + ε)

2r2
.

Luego para todo c = (c1, c2) ∈ W donde

W = {c = (c1, c2) | 0 < −c1 <
1

2(ε+ c2
2)
, −∞ < c2 <∞}
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existen las coordenadas de acción-ángulo. Usando las fórmulas (5.36), (5.37), se deduce

que

c1 = −1

2

(
I1 + (I2

2 + ε)
1
2

)−2

, (5.40)

c2 = I2. (5.41)

De aqui y la fórmula (5.13), derivamos que

$1(I)

$2(I)
=

I2

(ε+ I2
2 )

1
2

.

Por (5.38) y (5.39) se tiene que el espectro semiclásico del operador de Schrodinger en

este caso, esta dado por

λk = −1

2

(
I1 + (I2

2 + ε)
1
2

)−2

|I1=h(k1+ 1
2), I2=hk2

.

4

5.4. Sistemas de tipo adiabático

En esta parte vamos a aplicar los resultados de la Sección 4.3 a algunas clases de siste-

mas que no son necesariamente integrables.

Sistemas de Tipo Adiabático. Supongamos que tenemos un operador de Weyl del

tipo [26]:

Ĥ = H

(
−ih ∂

∂x
, x,−iεh ∂

∂y
, y

)
(5.42)

donde h� 1 y ε� 1 son parámetros pequeños y x = (x1, . . . , xr), y = (y1, . . . , ys).

Consideremos los operadores p̂ = (p̂1, . . . , p̂r) y ξ̂ = (ξ̂1, . . . , ξ̂s) definidos como

p̂j = −ih ∂

∂xj
, x̂j = xj,

ξ̂j′ = −iεh ∂

∂yj′
, ŷj′ = yj′ ,
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y que forman un álgebra de Heisenberg

[p̂j, x̂m] = −ihδjmI, (5.43)

[p̂j, ξ̂m′ ] = [p̂j, ŷm′ ] = 0, (5.44)

[ξ̂j′ , ŷm′ ] = −iεhδj′m′I. (5.45)

Entonces se tiene el modelo adiabático

Ĥ = H(p̂, x̂, ξ̂, ŷ), (5.46)

donde p̂, x̂ se llaman las variables rápidas y ξ̂, ŷ son las variables lentas. El modelo clásico

que corresponde a (5.46), (5.43)-(5.45) consiste del espacio fase R2s
ξ,y × R2r

p,x equipado con

el corchete de Poisson que depende de ε:

{pj, xm} = δjm, (5.47)

{pj, ξj′} = {pj, yj′} = 0 (5.48)

{ξj′ , ym′} = εδj′m′ (5.49)

y el sistema Hamiltoniano en R2s
ξ,y×R2r

p,x con respecto al corchete de Poisson (5.47)-(5.49)

y Hamiltoniano H = H(p, x, ξ, y):

ṗ = −∂H
∂x

, ẋ =
∂H

∂p
, (5.50)

ξ̇ = −ε∂H
∂y

, ẏ = ε
∂H

∂ξ
. (5.51)

El sistema es llamado Sistema Hamiltoniano con variables rápidas y lentas [4],[5],[6].

Observe que la forma simpléctica que corresponde a (5.47)-(5.49) es igual a

ω = dp ∧ dx+
1

ε
dξ ∧ dy.

EJEMPLO 5.3. (Hamiltoniano Molecular). En la teóıa de Born-Openheimer (ver, por

ejemplo, [2]), el estado cuántico de una molécula que consiste de electrones ligeros y núcleo

pesado se describe por el operador de Schrödinger

Ĥ = −h
2

2
∆x −

ε2h2

2
∆y + U(x, y),
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donde ε2 ≈ me
mn
� 1 con mc y mn la masa del electrón y el núcleo, respectivamente.

Entonces este operador se presenta en la forma (5.46). 4

EJEMPLO 5.4. (Potenciales de variación rápida). Consideremos el operador de Schrödin-

ger

Ĥ = −h
2

2
∆x −

h2

2
∆Y + U(x, εY ),

donde Y esta variando lentamente en la dirección de Y. Después del cambio y = εY ,

obtenemos un operador que tiene la forma de (5.46). 4

Observación 5.2. Una definición más precisa del operador de Weyl ~-pseudodiferencial

ε-dependiente Ĥ en (5.42) se presenta a continuación. Considere el śımbolo (el Hamilto-

niano) H = H(p, x, ξ, y).

Bajo un reescalamiento de la variable ξ 7→ Ξ := ξ
ε
, en las nuevas variables, obtenemos

el śımbolo ε-dependiente

Hε (p, x,Ξ, y) := H (p, x, εΞ, y)

y la estructura simpléctica ε-dependiente ω = dp∧dx+dΞ∧dy. Aplicando el procedimiento

de cuantización estándar

pj 7→ p̂j = i~
∂

∂xj
, xj 7→ x̂j,

Ξk 7→ Ξ̂k = −i~ ∂

∂yk
, yk 7→ ŷk,

llegamos a las relaciones de conmutación canónicas y a la siguiente representación del

operador Ĥ en (5.42):

Ĥ = Hε(p̂, x̂, Ξ̂, ŷ) ≡ H(p̂, x̂, εΞ̂, ŷ).

De la definición estándar de operador de Weyl ~-pseudodiferencial deducimos la siguiente

fórmula expĺıcita para Ĥ que incluye la dependencia de ε:

(Ĥψ)(x, y) =
1

(2π~)n
1

εs

∫
...

∫
exp

[
i

~
p ◦ (x− x′) +

i

~ε
ξ ◦ (y − y′)

]
·

H

(
p,
x+ x′

2
, ξ,

y + y′

2

)
ψ(x′, y′)dx′dy′dpdξ.
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4

Por otra parte, podemos pensar sobre el sistema Hamiltoniano (5.50), (5.51), como

una perturbación del siguiente sistema en R2s
p,x que depende de las variables (ξ, y) como

parámetros

ṗ = −∂H
∂x

, ẋ =
∂H

∂p
, (5.52)

ξ̇ = 0, ẏ = 0. (5.53)

Para el caso s = r = 1, el problema de cálculo de cuasimodos para el operador de Weyl

Ĥ = H(p̂, x̂, ξ̂, ŷ) de tipo adiabático se reduce a encontrar una familia ε-paramétrica de to-

ros Lagrangianos en el espacio fase R2
ξ,y×R2

p,x equipado con el corchete de Poisson definido

por (5.47)-(5.49) que sean casi-invariantes mod-~N con respecto al flujo del sistema (5.50)-

(5.51) en el siguiente sentido: para cada f ∈ C∞(R2s
ξ,y × R2r

p,x) tal que f |Λc(ε) = const se

tiene que XH(f) = O(hN), cuando ε→ 0. Esto se logra bajo algunas hipótesis de simetŕıa

para el sistema (5.52), (5.53) que nos permiten aplicar resultados de formas normales

presentados en [6].

Toros Lagrangianos Casi-Invariantes. Finalmente tenemos que ver que se pueden

aplicar los resultados del Teorema 4.3 a la familia {Λc(ε)} para construir cuasimodos de

(5.46) cuando h→ 0, ε→ 0. . Este caso se llama caso no-integrable porque el sistema Ha-

miltoniano(clásico) (5.50), (5.51) que corresponde al operador (5.46) no es necesariamente

integrable en el sentido de Liouville.

Vamos a construir una familia ε-parametrica de toros Lagrangianos Λc(ε) casi-invariantes

mod εN con respecto al flujo del sistema (5.50), (5.51), de la siguiente manera: para cada

f ∈ C∞(R2s
ξ,y × R2r

p,x) tal que f |Λc(ε)= const se tiene que XH(f) = O(εN), cuando ε→ 0.

Entonces, para construir Λc(ε) tenemos que usar los resultados sobre formas normales del

sistema perturbado (5.50), (5.51), los cuales detallamos a continuación.

Formas Normales. El sistema (5.50), (5.51) es un sistema Hamiltoniano con respecto

a la funcion H = H(p, x, ξ, y) y el cochete de Poisson {, } = {, }0 + ε{, }1 sobre R2s×R2r,
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donde

{f, g}0 :=
∂f

∂p
· ∂g
∂x
− ∂f

∂x
· ∂g
∂p
,

{f, g}1 :=
∂f

∂ξ
· ∂g
∂y
− ∂f

∂y
· ∂g
∂ξ
.

El tensor de Poisson correspondiente es Π = Π0 + εΠ1 con

Π0 =
∂

∂p
∧ ∂

∂x
, Π1 =

∂

∂ξ
∧ ∂

∂y
.

El campo Hamiltoniano del sistema (5.50), (5.51) se presenta como un campo perturbado

XH = X
(0)
H + εX

(1)
H , donde

X
(0)
H = −∂H

∂x
· ∂
∂p

+
∂H

∂p
· ∂
∂x

es el campo vectorial del sistema no perturbado (5.52), (5.53) y

X
(1)
H = −∂H

∂y
· ∂
∂ξ

+
∂H

∂ξ
· ∂
∂y

es un campo de pertubacion.

Hipótesis de simetŕıa. Asumimos que el sistema no perturbado (5.52), (5.53) ad-

mite un dominio abierto invariante M ⊆ R2s
p,x × R2r

ξ,y tal que el flujo Flt
X

(0)
H

de X
(0)
H es

periódico sobre M con función de frecuencia $ ∈ C∞(M), $ > 0. Esto quiere decir

que Fl
t+T (m)

X
(0)
H

(m) = Flt
X

(0)
H

(m) para todo t ∈ R y m ∈ M . Aqúı T = 2π
$

es la función del

periodo. Entonces, el flujo del campo vectorial

Υ :=
1

$
X

(0)
H (5.54)

es 2π periódico y por tanto Υ es un generador infinitesimal de la S1-acción sobre M .

Recordemos los siguientes hechos sobre la S1-acción, (ver [7])

Un campo tensorial A sobre M se dice ser S1-invariante si (FltΥ)∗A = A, o, equiva-

lentemente, LΥA = 0;

Para cualquier campo tensorial A (por ejemplo, un campo vectorial o formas dife-

renciales) sobre M denote por < A > su S1-promedio definido por [7] :

< A >=
1

2π

∫ 2π

0

(FltΥ)∗Adt.
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Aśı, el promedio < A > es un campo tensorial S1-invariante del mismo tipo que el

original A.

Es claro que la función de frecuencia $ y el Hamiltoniano H son S1-invariante. Mas aún,

por la relación periódo-enerǵıa para flujos Hamiltonianos periódicos, tenemos la identidad

[10], [15]:

(dpH + dxH) ∧ (dp$ + dx$) = 0, (5.55)

donde dp y dx denota la derivada exterior parcial sobre M con respecto a las variables

rápidas p y x, respectivamente. Además es fácil ver de la relación (5.55) que la S1-acción

es canonica con respecto al corchete {, }0. Por otro lado, como mostraremos abajo (ver

Lema 5.4), la S1-acción no preserva el corchete de Poisson lento {, }1, en general. Esto

significa que el campo vectorial perturbado X
(1)
H no necesariamente es S1-invariante. Este

hecho plantea el problema de normalización: mediante la clase de aplicaciones cercanas

a la identidad sobre M , transformar el campo vectorial Hamiltoniano XH a una forma

normal S1-invariante de un orden deseado en ε.

Recordemos algunos resultados conforme a [6].

LEMA 5.4. (Aplicación momento) La S1-acción asociada al flujo periódico de X
(0)
H es

Hamiltoniano con respecto al corchete de Poisson rápido {, }0,

Υ = X
(0)
J , (5.56)

donde la aplicación momento J ∈ C∞(M) viene dada por

J =
1

ω
i
X

(0)
H
< p, dx >S1 . (5.57)

Más aún,

<
∂J

∂ξi
>=<

∂J

∂yi
>= 0 para i = 1, ..., s. (5.58)

COROLARIO 5.2. Las diferenciales dH y dJ son linealmente independientes sobre M

si y sólo si

< dξH > + < dyH >6= 0. (5.59)
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Ahora, usando la aplicación momento J (5.57) y el operador integrante

S(A) :=
1

2π

∫ 2π

0

(t− π)(FltΥ)∗Adt,

definimos la 1-forma Θ = Θξ
idξ

i + Θy
i dy

i sobre M con coeficientes

Θξ
i := S(

∂J

∂ξi
), Θy

i := S(
∂J

∂yi
), (5.60)

El operador integrante S tiene la siguiente propiedad < S(A) >= S(< A >) = 0 [6].

Esta propiedad implica que

< Θξ
i >=< Θy

i >= 0 (5.61)

para i = 1, ..., s. Aqúı y en el resto del texto, la suma sobre ı́ndices repetidos se sobreen-

tenderá. Introducimos los siguientes campos vectoriales sobre M :

horξi :=
∂

∂ξi
+X

(0)

Θξi
, horyi :=

∂

∂yi
+X

(0)

Θyi
. (5.62)

LEMA 5.5. Se verifican las siguientes identidades

Lhorξi
J = Lhoryi

J = 0, (5.63)

[horξi ,Υ] = [horyi ,Υ] = 0, (5.64)

para todo i = 1, ..., s.

Por lo tanto, se sigue de (5.63) y (5.64) que los campos vectoriales en (5.62) son S1-

invariantes y que la aplicación momento J es una integral primera común. El siguiente

corolario del lema nos da una definición alternativa de horξi y horyi .

COROLARIO 5.3. Los campos vectoriales en (5.62) coinciden con los S1-promedios de

los campos vectoriales coordenados asociados a las variables lentas,

horξi =<
∂

∂ξi
>, horyi =<

∂

∂yi
> (5.65)

para todo i = 1, ..., s.
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Consideremos la siguiente descomposición del haz tangente a M

TM = V⊕H, (5.66)

donde V = Span{ ∂
∂p
, ∂
∂x
} es la distribución vertical y H la distribución horizontal sobre

M generada por los campos vectoriales horξi y horyi en (5.65). La distribución horizontal

H es llamada la conexión de Hannay-Berry [12], [6].

Se dice que un dominio abierto N en M es admisible si su clausura N̄ es compacta

e invariante con respecto a la S1-acción. Por una transformación cercana a la identidad

entenderemos una familia suave de funciones Tε : N → M, ε ∈ (−ε0, ε0) tal que T0 = id

y Tε es un difeomorfismo sobre su imágen.

LEMA 5.6. El S1-promedio de la forma simpléctica original

ω = dp ∧ dx+
1

ε
dξ ∧ dy

está dada por la fórmula

< ω >= ω − dΘ = d

(
< dpdx+

1

ε
ξdy >S1

)
(5.67)

= d

(
pdx+

1

ε
ξdy −Θ

)
,

donde la 1-forma Θ = Θξ
idξ

i + Θy
i dy

i es dada por (5.60). Más aún, si N ⊂ M es un

dominio admisible, entonces para ε 6= 0 suficientemente pequeño, el S1-promedio < ω >

es una forma simpléctica sobre N , y existe una transformación cercana a la identidad

Φε : N →M la cual es un simplectomorfismo entre ω y < ω >,

Φ∗εω =< ω > . (5.68)

Denote por

{f, g}inv = Πinv(df, dg)

el corchete de Poisson no degenerado asociado a la forma simpléctica < ω > sobre N .

Introducimos el siguiente campo bivectorial S1-invariante sobre M :

Ψ := horξi ∧ horyi (5.69)
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el cual es sólo el levantamiento horizontal del tensor de Poisson sobre R2k
ξ,y con respecto a

la descomposición (5.66).

LEMA 5.7. El corchete de Poisson {, }inv es S1-invariante y tiene la expresión

{F,G}inv = {F,G}0 + εΨ(dF, dG) +O(ε2)

y

Πinv = Π0 + εΨ +O(ε2).

Más aún , la S1-acción es Hamiltoniana relativo a {, }inv con la misma aplicación mo-

mento J ,

Υ = X
(0)
J = idJΠinv. (5.70)

Finalmente, llegamos al siguiente resultado sobre las formas normales.

TEOREMA 5.1. [6] Para ε suficientemente pequeño, existe una transformación cercana

a la identidad Tε : N →M con las siguientes propiedades:

(a) Tε es un isomorfismo de Poisson entre los corchetes de Poisson {, }inv y {, };

(b) el Hamiltoniano transformado es de la forma

H̃ = H ◦ Tε = H + ε < K > +O(ε2),

donde K viene dado por

K :=
1

2

(
S(
∂J

∂ξi
)
∂H

∂yi
− S(

∂J

∂yi
)
∂H

∂ξi

)
.

Ahora, considere el sistema Hamiltoniano S1-invariante

(N, {, }inv, H̃(1) = H + ε < K >). (5.71)

Entonces, por (5.70) tenemos

{H̃(1), J}inv = 0. (5.72)
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En este caso,

T ∗ε XH = idH̃Πinv = idH̃(1)Πinv +O(ε2), (5.73)

H̃ = H̃(1) +O(ε2). (5.74)

Caso r = k = 1. Supongamos queH and J son independientes sobreN ⊂ R4 (condición

5.59). Entonces, por (5.72) el sistema Hamiltoniano con 2-grados de libertad

(N,< ω >= d

(
pdx+

1

ε
ξdy −Θ

)
, H̃(1) = H + ε < K >, J) (5.75)

es integrable en el sentido de Liouville . Si los conjuntos de nivel

Λ̃c(ε) := {(p, x, ξ, y) ∈ N | H̃(1) = H + ε < K >= c1, J = c2} (5.76)

son compactos y conexos , entonces obtenemos una familia de toros de Liouville {Λ̃c(ε)}.

Supongamos que esta familia es una foliación trivial sobre N .

LEMA 5.8. Para cada toro Λ̃c(ε), se verifican las siguientes propiedades:

Λ̃c(ε) es invariante módulo ε2 con respecto al flujo del campo vectorial Hamiltoniano

T ∗ε XH ;

LT ∗ε XHH̃
(1) = O(ε2) y LT ∗ε XHJ = O(ε2) (5.77)

para el Hamiltoniano H̃ = H ◦ Tε, tenemos

H̃ |Λ̃ε(c)= c1 +O(ε2); (5.78)

existe una 2 form Ω̃ sobre N tal que

Ω̃ |Λ̃ε(c)= dσ̃c =
1

2π
dα1 ∧ dα2

es una forma de área sobre Λ̃ε(c) , donde α = (α1, α2) mod 2π, y

LT ∗ε XH Ω̃ = O(ε2).

Demostración. La prueba del lema se sigue de (5.73), (5.74), (5.72)-(5.76).
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Cuantización Semiclásica de 2-toros Λε(c). Como una consecuencia del Lema 5.8,

derivamos la siguiente información sobre el sistema Hamiltoniano original (5.50), (5.51) .

El campo vectorial Hamiltoniano XH tiene la representación

XH = XF1 +O(ε2), (5.79)

donde

XF1 = idF1Π (5.80)

y

{F1, F2} = 0. (5.81)

Aqúı

F1 := H̃1 ◦ T −1
ε = (H + ε < K >) ◦ T −1

ε , (5.82)

F2 := J ◦ T −1
ε . (5.83)

LEMA 5.9. El sistema Hamiltoniano original XH sobre(
R2
ξ,y × R2

p,x, ω = dp ∧ dx+
1

ε
dξ ∧ dy

)
es aproximada mod ε2 por el sistema Hamiltoniano integrable

(R2
ξ,y × R2

p,x, ω, F1),

donde el dominio abierto invariante M ⊂ R4 está trivialmente foliado por los toros de

Liouville

Λε(c) = T −1
ε (Λ̃ε(c)) = {(p, x, ξ, y) ∈M | F1 = c1, F2 = c2}. (5.84)

Más aún, la 2-forma Ω = (Tε)∗Ω̃ satisface que

Ω |Λc(ε)= dσc (5.85)

es una forma de área sobre Λc(ε) y LXHΩ = O(ε2).
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Finalmente, aplicando el Teorema 4.3, llegamos al siguiente hecho: la regla de cuantiza-

ción para la familia de toros Lagrangianos {Λc(ε)} en (5.84) da una serie de cuasimodos

modO(ε2 + h2) del operador adiabático Ĥ = H(p̂, x̂,ξ̂, ŷ).

Con mayor precisión, este procedimiento es descrito como sigue. Primero, echemos un

vistazo a la regla de cuantización. Tenemos dos maneras como calcular las variables de

acción.

(i) Usando los toros de Liouville del sistema Hamiltoniano integrable (5.71), definimos

la siguiente familia 2-paramétrica de toros Lagrangianos

Λ̃c(ε) := {H̃(1) = H + ε < K >= c1, J = c2}

en el espacio fase N ⊂ R4 con forma simpléctica deformada < ω >= d
(
pdx+ 1

ε
ξdy −Θ

)
.

(ii) Usando las funciones F1, F2 en (5.82), (5.83) sobre el espacio fase original, definimos

el toro Lagrangiano

Λc(ε) := {F1 = H +O(ε2) = c1, F2 = J + εJ (1) +O(ε2) = c2} (5.86)

en el espacio fase M ⊂ R4 con la forma simpléctica original ω = d
(
pdx+ 1

ε
ξdy
)
. Aqúı

J (1) es la correción del invariante adiabático J de primer orden [6].

De acuerdo a la construcción de arriba, estas familias estan relacionadas por el simplec-

tomorfismo Tε : N →M, < ω >= T ∗ε ω:

Tε( Λc(ε)) = Λ̃c(ε).

Fije una base de 1-ciclos γ̃1 = γ̃1(c, ε) y γ̃2 = γ̃2(c) sobre el toro Λ̃c(ε) como sigue: El 1-

ciclo γ̃2 se elige como una órbita de la S1-acción que pasa por un punto en Λ̃c(ε). Teniendo

en cuenta que el generador infinitesimal Υ (5.70) es un campo vectorial Hamiltoniano de

J relativa a la estructura simpléctica < ω >, concluimos que la acción a lo largo de γ̃2 es

solo J ,

1

2π

∮
γ̃2

(pdx+
1

ε
ξdy −Θ) =

1

2π

∮
γ̃2

pdx = J.
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La correspondiente variable de ángulo ϕ es sólo el tiempo a lo largo del campo vectorial

Hamiltoniano Υ.

Puesto que la función H̃(1) es S1-invariante, en el sistema de coordenada (J, ϕ, ξ, y)

tiene la forma H̃(1) = H̃(1)(J, ξ, y). La suposición de compacidad (ii) significa que, para

un valor fijo de J , el conjunto de nivel de

H̃
(1)
J (ξ, y) = H̃(1)(J, ξ, y) = H(J, ξ, y) + ε < K > (J, ξ, y) (5.87)

es una curva cerrada en el (ξ, y)-plano. Por lo tanto, el segundo 1-ciclo γ̃1 sobre Λ̃c(ε), lo

definimos como

γ̃1 = {H̃(1)
c2

(ξ, y) = c1}.

Ahora, llevamos los 1-ciclos sobre los toros Λc(ε) poniendo

γ1 := T −1
ε (γ̃1) = {Hc2(ξ, y) +O(ε2) = c1}, (5.88)

γ2 := T −1
ε (γ̃2). (5.89)

Para entender cómo la regla de cuantización depende del parámetro adiabático ε, ne-

cesitamos reescribir esto en términos de la primitiva de la forma simpléctica. Tomando

en cuenta que la transformación Tε es un simplectomorfismo, concluimos que la regla de

cuantización sobre el toro Λc(ε) se escribe en la forma

1

2π

∮
{H̃(1)(c2,ξ,y)=c1}

(ξdy − εΘ) = εh(k1 +
m1

4
), (5.90)

J = c2 = h(k2 +
m2

4
), (5.91)

donde mi es el ı́ndice de Maslov del 1-ciclo γi, i = 1, 2, los números cuánticos k1, k2 ∈ Z

satisfacen k1 ∼ 1
εh

y k2 ∼ 1
h

cuando ε→ 0, h→ 0. Sea c1 = c1(k1, k2, ε) una solución de

(5.90) para c2 = h(k2 + m2

4
). Entonces, un valor propio aproximado modO(ε2 + h2) del

operador adiabático Ĥ = H(p̂, x̂,ξ̂, ŷ) es

λk1,k2(ε) = c1(k1, k2, ε).
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El correspondiente cuasimodo viene dado por la fórmula integral (5.16) sobre (Λc(ε), dσc =

Ω |Λc(ε)), donde la fase ε-dependiente está dada por

S(x, y, α, ε) :=

α∫
α0

(< p, dx > +
1

ε
< ξ, dy >)+ < pε(α), (x−xε(α) > +

1

ε
< ξε(α), (y−yε(α) >

(5.92)

+
i

2

(
‖ x− xε(α) ‖2 +

1

ε
‖ y − yε(α) ‖2

)
.

Aqúı,

Λc(ε) = {p = p(α, ε), x = x(α, ε), ξ = ξ(α, ε), y = y(α, ε)}

es una representación paramétrica del 2-toro Lagrangiano con coordenadas ćıclicas α =

(α1, α2) mod 2π. El correspondiente Jacobiano ε-dependiente es

Jε(α) = detM(α, ε),

M(α, ε) =

 ∂
∂α1

(ip(α, ε) + x(α, ε)) ∂
∂α2

(ip(α, ε) + x(α, ε))

∂
∂α1

(iξ(α, ε) + y(α, ε)) ∂
∂α2

(iξ(α, ε) + y(α, ε))

 . (5.93)

Entonces, det Jε(α) 6= 0 para ε ≥ 0 suficientemente pequeño. Aśı, el operador integral

ε-dependiente en (5.16), toma la forma:

KΛc(ε)(ϕ)(x, y) =
c(ε)

2π~

∫
Λc(ε)

(Jε(α))1/2e
i
~S(x,y,α,ε)ϕ(α)dσc(ε),

donde la constante de normalización c(ε) se escoge de tal manera que se satisfaga la condi-

ción (4.61). Para el operador ~-pseudodiferencial ε-dependiente Ĥ = H
(
−i~ ∂

∂x
, x,−i~ε ∂

∂y
, y
)

,

la fórmula de conmutación (4.60) se verifica, donde el campo vectorial vH sobre Λc(ε) esta

definida por la fórmula modificada (4.62):

vH :=

〈 ∂H
∂p
− i∂H

∂x

ε
(
∂H
∂ξ
− i∂H

∂y

)
 ,M−T (α, ε)

∂

∂α

〉
. (5.94)

Los resultados anteriores se siguen del argumento de reescalamiento presentado en la

Observación 5.2.

Más aún, observe que la fórmula (5.94) para el campo vectorial ε-dependiente vH puede

ser calculado de la siguiente manera. Fije una polarización de Kähler Π asociada a la
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matriz A de tamaño 2 × 2. Considere la proyección prΠ : C4 → TCΛc(ε) a lo largo de Π

de acuerdo a la descomposición (5.24). Entonces, tenemos

vH = prΠ(XH).

La fórmula (5.94) es obtenida con la siguiente elección de la polarización de Kähler

A =

i 0

0 i
ε

 ,

que corresponde a la fase ε-dependiente S en (5.92)

Finalmente, probamos que el Lema 0.1 y el Teorema 0.1 se siguen de los argumentos

expuestos arriba. La existencia de un sistema Hamiltoniano integrable (R4, ω,Hnew, F new)

en el Lema 0.1 se sigue del Lema 5.9, donde Hnew = H̃(1) ◦ T −1
ε y F new = J ◦ T −1

ε . El

correspondiente toro de Liouville Λc(ε) con forma de volumen dσc son definidos por (5.84)

y (5.85), respectivamente. Se sigue que H|Λc(ε) = c1 + O(ε2) y divσc(ε)(vH) = O(ε2). Esto

junto con el Teorema 4.2 prueba el Teorema 0.1.



APÉNDICE A

Expansión de Funciones de

Operadores

Siguiendo [33], obtenemos una derivación de la fórmula (4.68)(ver, también, [22],[23]).

Sea f(z) una función anaĺıtica. Entonces la fución f(A) de un operador A se define por

la fórmula

f(A) = (2πi)−1

∫
c

dzf(z)R(z, A),

donde el contorno c se toma alrededor de las singularidades de la resolvente R(z, A) =

(z − A)−1.

En el resto de la sección usaremos las siguientes abreviaciónes

(2πi)−1

∫
c1

· · · (2πi)
∫
cn

· · · ≡
∫ ′

,

R(z, A+B) ≡ R(z) = (z − A−B)−1,

y

R(z, A) ≡ R0(z) = (z − A)−1.
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Asumiremos además que el desarrollo de Taylor de f(z) existe.

Tenemos la siguiente identidad:

R(z) = (z − A−B)−1

= (z − A)−1(z − A)(z − A−B)−1

= (z − A)−1[(z − A−B) +B](z − A−B)−1

= (z − A)−1 + (z − A)−1B(z − A−B)−1

= R0(z) +R0(z)BR(z)

Con esta identidad y la definición de la función de un operador obtenemos:

f(A+B) =

∫ ′

dzf(z)R(z)

=

∫ ′

dzf(z)(R0(z) +R(z)BR0(z)

=

∫ ′

dzf(z)R0(z) +

∫ ′

dzf(z)R(z)BR0(z)

= f(A) +

∫ ′

dzdz1dz2f(z)(z − z1)−1(z − z2)−1R(z1)BR0(z2)

Usando

(z − z1)−1(z − z2)−1 =
(
(z − z1)−1 − (z − z2)−1

)
(z1 − z2)−1

e integrando sobre z,

f(A+B) = f(A) +

∫ ′

dz1dz2
f(z1)− f(z2)

z1 − z2

R(z1)BR0(z2)

Finalmente, haciendo el desarrollo de Taylor de f(z1) en z2, i.e.

f(z1) = f(z2) + f
′
(z2)(z1 − z2) +

1

2!
f
′′
(z2)(z1 − z2)2 + · · ·

obtenemos

f(A+B) = f(A) +

∫ ′

dz1dz2

∞∑
n=1

(z1 − z2)n−1

n!
f (n)(z2)R(z1)BR0(z2)

Debido a la posición de R(z1) y R(z0) con respecto a B, integrando con respecto a z1

obtenemos un factor (A + B) a la izquierda de B por cada potencia de z1; e integrando
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con respecto a z2 obtenemos un factor A a la derecha de B por cada potencia de z2,

adicionalmente la f (n)(z2) da un factor f (n)(A) a la derecha de B.

Esto es, en la fórmula,

f(A+B) =
∞∑
n=0

1

n!
Cnf (n)(A). (A.1)

los coeficientes Cn obedecen la relación de recursión:

Cn = (A+B)Cn−1 − Cn−1A o Cn = [A,Cn−1] +BCn−1. (A.2)

De donde obtenes los valores particulares:

C0 = 1, C1 = B, C2 = [A,B] +B2. (A.3)

C3 = [A, [A,B]] + [A,B2] +B[A,B] +B3. (A.4)

Suponiendo que [A, [A,B]] = 0 y usando las fórmulas (A.3) y (A.4) y tomando A = A

y B = ~B obtenemos:

C0 = 1, C1 = ~B, C2 = ~[A,B] +O(~2), C3 = ~[A,B] +O(~2), Cn = O(~2), n ≥ 0.

Estas igualdades implican:

f(A+ ~B) = f(A) + ~ (Bf ′(A)) +
~
2

[A,B]f ′′(A) +O(~2) (A.5)

Por los mismos argumentos se verifica (4.68) cuando A = (A1, ...,An).



APÉNDICE B

Prueba del Lema 4.11

En el caso anaĺıtico la prueba está basada en el Lema 4.9 y el siguiente resultado

algebraico.

Sean H1 y H2 espacios de Hilbert y

F̂1, ..., F̂n : H1 → H1,

Ĝ1, ..., Ĝn : H2 → H2,

K̂ : H1 → H2,

algunos operadores lineales que satisfacen las relaciones:

F̂j ◦ K̂ = K̂ ◦ Ĝj para j = 1, ..., n (B.1)

Sea

H(ξ1, ..., ξn) =
N∑
|s|=0

csξ
s1
1 · ... · ξsnn ,

una función polinomial (śımbolo).
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Consideremos el operador de Weyl:

H(F̂1, ..., F̂n) = c0I +
∑
|s|>0

cs
s1! · · · s2n!

|s|!
·
∑
σ∈Sn

F̂ s1σ(1) · ... · F̂
sn
σ(n).

PROPOSICIÓN B.1. Se verifica la siguiente igualdad:

H(F̂1, ..., F̂n) ◦ K̂ = K̂ ◦H(Ĝ1, ..., Ĝn). (B.2)

Demostración. Primero observemos que si la identidad (B.2) se verifica para algunos

polinomios H1 y H2, entonces también es cierta para H = H1 +H2.

Por lo tanto sólo debemos probar (B.2) para H = ξk11 · ... · ξknn .

Para verificar (B.2), usando la propiedad (B.1) deducimos

F̂kjj ◦ K̂ = F̂kj−1
j ◦ (F̂j ◦ K̂) = F̂kj−1

j ◦ (K̂ ◦ Ĝj) = (F̂kj−1
j ◦ K̂) ◦ Ĝj = ... = K̂ ◦ Ĝkjj

y por tanto

F̂k11 ◦ ... ◦ F̂knn ◦ K̂ = K̂ ◦ Ĝk11 ◦ ... ◦ Ĝknn .

De la misma manera, podemos probar (B.2) para el caso cuando H es una función

anaĺıtica.
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